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Infroducao

B

Seja o sinal medido a superposicdo do sinal ideal com o ruido
y(k) = y' (k) + e(k).

Apobs varios testes, ainda que (k) permaneca o mesmo, é de
se esperar que pardmetros estimados usando-se y(k) também
variem. Se tais par@metros forem considerados como variaveis
aleatdrias, quais seriam as suas caracteristicas estatisticas?
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Polarizacao de Estimadores — Conceitos

A polarizacdo (bias) & definida como

b = E[0] — 6.
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Polarizacao de um estimador de ganho

» Considere

y(k) = Ku(k) +e(k), k=1,2,...N,

sendo que u(k) € a entrada do sistema e K € o ganho.
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Polarizacao de um estimador de ganho

» Considere
y(k) = Ku(k) +e(k), k=1,2,...N,

sendo que u(k) € a entrada do sistema e K € o ganho.

» Supondo que o ruido ndo afete a entrada u(k), uma forma
de se estimar o ganho K a parfir dos dados de entrada e
saida do sistema & calcular
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» A polarizacdo deste estimador pode ser determinada a
partir da definicdo como se segue:
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Polarizacdo - modelo y(k) = ¥ (k — 1)8 +
e(k)

» Serd considerada a polarizacdo do estimador do vetor de
parGmetros de um modelo do fipo y(k) =¥ (k — 1)0 + e(k),
que é linear em 6. Um modelo deste tipo gera um conjunto
de equacdesdo tipoy =90 + e, €

é:Ay,

sendo que ¥ € a chamada matriz de regressores e A € uma
nMatriz cujos elementos dependem dos regressores.
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Polarizacdo - modelo y(k) = ¥ (k — 1)8 +
e(k)

» Serd considerada a polarizacdo do estimador do vetor de
parGmetros de um modelo do fipo y(k) =¥ (k — 1)0 + e(k),
que é linear em 6. Um modelo deste tipo gera um conjunto
de equacdesdo tipoy =90 + e, €

é:Ay,

sendo que ¥ € a chamada matriz de regressores e A € uma
nMatriz cujos elementos dependem dos regressores.

» ENntdo, tem-se

Ay] -0,

A(VO +e)] — 0,
(AU — 1)0] + E[Ae],
AU — 110 + E|Ae],

|
0 80 O o
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sendo que 0 foi considerado deterministico.



Para que a polarizacdo seja nula (b = 0) as seguintes
consideracoes precisam ser safisfeitas:

1) A matriz A deve ser tal que AV = 1.
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Para que a polarizacdo seja nula (b = 0) as seguintes
consideracoes precisam ser safisfeitas:
1) A matriz A deve ser tal que AV = 1.

2) Os elementos de A ndo estdo correlacionados com o vetor
de erro e, logo E|Ae] = E[A]E]e].
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Para que a polarizacdo seja nula (b = 0) as seguintes
consideracoes precisam ser safisfeitas:
1) A matriz A deve ser tal que AV = 1.

2) Os elementos de A ndo estdo correlacionados com o vetor
de erro e, logo E|Ae] = E[A]E]e].

3) O erro deve ter média zero, isto €, E[e] = 0.
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Polarizacdao do Esfimador M&)

» O estimador de minimos quadrados € um estimador linear
do tipo 8 = Ay, sendo que

A=[0T0]"OT.
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Polarizacdao do Esfimador M&)

» O estimador de minimos quadrados € um estimador linear
do tipo 8 = Ay, sendo que

A=[0T0]"OT.

» A condicdo mais relevante para o estimador de minimos
quadrados € a 7-a.
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Polarizacdao do Esfimador M&)

» O estimador de minimos quadrados € um estimador linear
do tipo 8 = Ay, sendo que

A=[0T0]"OT.

» A condicdo mais relevante para o estimador de minimos
quadrados € a 7-a.
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Polarizacao do estimador de M&QP

Usando a definicdo de polarizacdo

A

b = E[6,]—0,

Awy] -0,

Ay (V0 +e)] — 0,
(A ¥ — I)0] + E[Aye],
Ay ¥ — 1160 + E[Aye],

0 80 O =

sendo que A,, = [T"WU] " UTW e W & uma matriz de pesos
constantes. As mesmas consideracoes / ad /-a, mas com

A = A,,, devem ser satisfeitas para garantir que o vetor de
pardmetros estimados, 8,,, seja ndo polarizado.
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Uma inferpretacao de polarizacao

» Se o estimador MQ for usado, o vetor de residuos serd,
E=y-y=y— ¥Ouq LOQO,

E = y-— ‘I’éMQ
= U +e— Vhyq
= ‘11(0 — éMQ) + €.
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Uma inferprefacao de polarizacAo

» Se o estimador MQ for usado, o vetor de residuos serd,
E=y-y=y— ¥Ouq LOQO,

E = y-— ‘I’é’MQ
= U +e— Vhyq
= ‘11(0 — éMQ) + €.

» Os residuos sGo ortogonais aos regressores, portanto

e = 0
= UTU(G — Oyg) + e,

U"e U (Oyq — 0)
E[U%e] = E[IT¥(Oyq —6)]
= UTUE[(Ouq — 0)],
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» de onde vem que

byq = [PTU]'E[¥7e].
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» de onde vem que

byq = [PTU]'E[¥7e].

» E necessdrio que o vetor de erro seja ortfogonal &

hipersuperficie gerada pelos regressores
U e =0.
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Polarizacdo devida a tendéncia

» Sejay(k) =" (k—1)0 + e(k). Supondo-se que O erro seja

e(k) =ak + 68+ v(k),

sendo que v(k) € uma variavel aleatéria ndo
autocorrelacionada (ruido branco) e a e B sdo constantes.
Portanto, e(k) ndo tem média nula.
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Polarizacdo devida a tendéncia

» Sejay(k) =" (k—1)0 + e(k). Supondo-se que O erro seja

e(k) =ak + 68+ v(k),

sendo que v(k) € uma variavel aleatéria ndo
autocorrelacionada (ruido branco) e a e B sdo constantes.
Portanto, e(k) ndo tem média nula.

» O valor da saida medido no instante k é

y(k) =" (k—1)0 + ak + 8+ v(k).
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Polarizacdo devida a tendéncia

» Sejay(k) =" (k—1)0 + e(k). Supondo-se que O erro seja

e(k) =ak + 68+ v(k),

sendo que v(k) € uma varidvel aleatdria ndo

autocorrelacionada (ruido branco) e a e B sdo constantes.

Portanto, e(k) ndo tem média nula.

» O valor da saida medido no instante k£ &
y(k) =" (k—1)0 + ak + 8+ v(k).
» Suponha que um dos regressores seja y(k — 1). Por
compara¢cao com O caso anterior, tem-se

y(k —1) =" (k- 2)0 + e(k — 1),
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» mas hd uma relacdo clara entre e(k) e e(k — 1) que é

e(k—1) = alk—1]+8+vk-1)
= ak+p8+vk)+vk—1)—a—v(k)
= ek)+vk—1) —a—rv(k).
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» mas hd uma relacdo clara entre e(k) e e(k — 1) que é

e(k—1) = alk—1]+8+vk-1)
= ak+p8+vk)+vk—1)—a—v(k)
e(k) +v(k—1)—a—vk).

» O regressor y(k — 1) estd correlacionado com e(k), logo,
E[T"e] #£ 0.
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Figura 1. Sinais reais com tendéncia Série de saturacdo de
oxigénio dissolvido no sangue de um humano. A escala vertical

estd em unidades arbitrdrias
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Figura 2: Sinaqis reais com tendéncia - Série de vazdo de ar numa
planta pilotfo de flotfacdo em coluna.
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Polarizacao em modelos ARX

1

» Seja um modelo ARX

Vv (k-1 = [yk-1)...y(k—ny) ulk—1)...u(k —ny)]
0 = [a1...an, bi...by,] .
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Polarizacao em modelos ARX

» Seja um modelo ARX

Vv (k-1 = [yk-1)...y(k—ny) ulk—1)...u(k —ny)]
0 = [a1...an, bi...by,] .

» Aplicando-se o modelo acima ao longo dos dados, gera-se
a equacdo matricialy = ¥ + v. A condicdo para gue o
estimador MQ seja ndo polarizado € que 0s regressores e v
NAO sejam correlacionados.
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E conveniente escrever o modelo na forma

sendo que e(k) = F(q)v(k) e v(k) € branco.

» Amenos que F(q) =1, e(k) ndo serd ruido branco.
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E conveniente escrever o modelo na forma
F(q)y(k) = B(q)u(k) + e(k),

sendo que e(k) = F(q)v(k) e v(k) € branco.

» Amenos que F(q) =1, e(k) ndo serd ruido branco.

» Em modelos ARX erros de regressao lbrancos nAo resultam
em polarizacdo do estimador MQ.
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E conveniente escrever o modelo na forma

sendo que e(k) = F(q)v(k) e v(k) € branco.

» Amenos que F(q) =1, e(k) ndo serd ruido branco.

» Em modelos ARX erros de regressao lbrancos nAo resultam
em polarizacdo do estimador MQ.

» Ao passo que a adicdo de ruido branco em modelos de
erro na saida (ruido de medicdo) acarreta em polarizacdo
do estimador de MQ.
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Polarizacao em modelos de erro na
saida e ARX

» O modelo ARX simulado foi

y(k) =1,5y(k —1) —0,7y(k — 2) + 0,5u(k — 1) + v(k),

sendo que u(k) e v(k) sdo sinais aleatdrios com distribuicdo
normal, média nula e varidncias o2 = 1 e g2 = 0,04,
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Polarizacao em modelos de erro na
saida e ARX

» O modelo ARX simulado foi

y(k) =1,5y(k —1) —0,7y(k — 2) + 0,5u(k — 1) + v(k),

sendo que u(k) e v(k) sdo sinais aleatdrios com distribuicdo
normal, média nula e varidncias o2 = 1 e g2 = 0,04,

» O modelo de erro na saida usado foi
w(k) = 1,bw(k—1)—0,Tw(k —2)+0,5u(k —1)
y(k) = w(k)+v(k),

sendo u(k) e v(k) definidos da mesma forma que para o
modelo ARX.
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» Observar que a simulacdo do modelo de erro na saida
corresponde a simular a funcdo de transferéncia

B(q) 0,5¢~1

G = —
() F(g) 1—-1,5¢g7140,7¢72

excitada pela entrada u(k), gerando assim w(k) €

posteriormente acrescentar o ruido v(k), ponto a ponto.
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Figura 3: Polarizacdo em modelos de erro na saida e ARX - Histo-
gramas de par@metros estimados usando-se o estimador MQ. Os
graficos (), (b) e (¢) se referem ao modelo de erro na saida € 0s
graficos (d), (e) e (f) se referem ao modelo ARX. Os valores reqis
dos pardmetros sdo: (o) e (d) 6, = 1,5, (b)e(e) b, = -0,7e(C) e
Hh. =0 5
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Figura 4: Polarizacdo em modelo erro na saida - 6; = 1,5

—p.21/6:



=

10

13 13 14 145 15 155

Figura 5: Polarizacdo em modelo ARX -6, = 1,5
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Figura 6: Polarizacdo em modelo erro na saida - 8, = —0,7
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Figura 7: Polarizacdo em modelo ARX - 6, = —0,7
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Figura 8: Polarizacdo em modelo erro na saida - 5 = 0,5
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Figura 9: Polarizacdo em modelo ARX - 3 = 0,5
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Polarizacdo devida a ruido AR e regres-
sores y(k — 1)

Seja o modelo ARX
yk) =aylk—1)+bu(k —1) + e(k)

com e(k) =ce(k—1)+v(k),

sendo que r,, (1) =0, V7 # 0.
» Tem-se entdo

y(k) =aylk—1)+bu(k—1)4+ce(k—1) +v(k)
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Polarizacdo devida a ruido AR e regres-
sores y(k — 1)

Seja o modelo ARX
y(k) =ay(k—1)+bu(k — 1)+ e(k)

com e(k) =ce(k—1)+v(k),

sendo que r,, (1) =0, V7 # 0.
» Tem-se entdo

y(k) =aylk—1)+bu(k—1)4+ce(k—1) +v(k)

> e

ylk—1)=aylk—2)+bulk—2)+elk—1).
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» Fazendo-se substituicdes, obtém-se

y(k) = {a[ay(k — ) +bulk —2) +e(k —1)] + bu(k — 1)}
+ce(k —1) +v(k).
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» Fazendo-se substituicdes, obtém-se

y(k) = {a[ay(k — ) +bulk —2) +e(k —1)] + bu(k — 1)}
+ce(k —1) +v(k).

» Se ndo houvesse regressores do Tipo y(k — i), ter-se-ia

y(k) = bulk—1)+ce(k—1)+v(k)
= bu(k—1)+ e(k).

Nesse caso, o estimador MQ estimaria b sem polarizacdo.
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Polarizacao - Significado

A polarizacdo pode ser vista como o resultado do estimador
estar “forcando” ¥T¢ = 0 (propriedade de ortogonalidade entre
regressores e residuos), sendo que ¥Te # 0. Em outras palavras,
a polarizacdo surge em funcdao do conflifo que existe entre a
propriedade do estimador de minimos quadrados, ¥T¢€ =0, e a
propriedade do erro de regressao, ¥Te # 0.
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Figura 10: Polarizacdo do estimador de MQ Polarizacdo do esti-
mador MQ quando o erro ndo é ortogonal aos regressores. Nesse
CQsO 0s pardmetros corretos sdo [0, 6;]T, e o estimador MQ de-
termina [p1 fpa]™.
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O problema de “erros nas variaveis”

Considere
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Figura 11: Ruido de observacdo na entrada e na saida. Tanto
o sinal de entrada quanto o de saida estdo contaminados por
ruido de observacdo. “pale



» Matematicamente, tem-se

A(Q)y' (k) = B(qu'(k)
A(q) ly(k)—ey(k)] = Blq)u(k)—vu(k)]
A(q)y(k) = B(qu(k)HA(q)F(q)vy(k)-B(q)vu(k)|,

sendo que v, (k) e v, (k) sdo ruidos brancos ndo
correlacionados entre si.
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» Matematicamente, tem-se

A(Q)y' (k) = B(qu'(k)
A(q) ly(k)—ey(k)] = Blq)u(k)—vu(k)]
A(q)y(k) = B(qu(k)HA(q)F(q)vy(k)-B(q)vu(k)|,

sendo que v, (k) e v, (k) sdo ruidos brancos ndo
correlacionados entre si.

» Os pardmetros do modelo serdo estimados usando-se
A(q)y(k) = B(q)u(k) + e(k),

O erro na equacdo de regressdo Ndo € branco, pois apesar
de v, (k) e v, (k) serem brancos, assume-se que os filtros

A(q)F(q) #1e B(q) # L.
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» Uma outra forma de entender a polarizacdo neste caso &
observar gque tanto o erro de regressao

e(k) = AlqQF(q)vy(k) — B(q)vu(k)

quanto a prépria entfrada dependem de v, (k). Portanto u(k)
e e(k) estdo correlacionados, ou seja, ry.(k) # 0.
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Figura 12: Enfrada contaminada por ruido no atuador O sinal de
entrada estd contaminado por ruido de atuador. O algoritmo,
entretanto, usa o sinal ideal »!(k). O sinal de saida estd conta-
minado por ruido de medicdo. Nesta situacdo, o estimador MQ
ndo é polarizado.
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» Matematicamente, tem-se
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» Matematicamente, tem-se

A(Qy'(k) = B(gu(k)
A(q) [y(k)—ey(k)] = B(q) [u'(
A(Qy(k) = B(qu'(k)+A(q)F(q)vy(k)+B(q)vu(k).

» Portanto, o estimador MQ s serd polarizado se A(q)F(q)v, (k)
ndo for branco, uma vez que u'(k) ndo depende de v, (k).
Ou seja, o ruido de atuador aparece no erro da equacdo
de regressado, mas NnAo no sinal de enfrada ufilizado pelo
estimador.
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Covariancia de Estimadores

» A variGncia de uma varigvel escalar é

var[z] = o2 = E [(z — E[z])?]

x
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Covariancia de Estimadores

» A variGncia de uma varigvel escalar é

var[z] = o2 = E [(z — E[z])?]

x

» Para um vetor x € R™, a matriz de covariGncia tem
dimensdon xn e é

covlx] = E|(x—-Ex])(x-E[x])"]

|
o
%
2
.
|
o
Lal
o
>
.

cov[x] € simétrica e semidefinida positiva. Também,

cov|Cx| = Ccov[x|C".
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» O valor quadratico médio de um escalar z &

vaqm[z] = E[2?],

e a matriz de valor quadratico médio de um vetor x é

mms[x] = E [xx"].
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# \VariGncia de estimadores do tipo § = Ay
o
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Figura 13: Histograma de um pardmetro estimado Histograma de
valores estimados de um pardmetro com valor 0,2. Mesmo que
o estimador ufilizado ndo fosse polarizado (conforme a figura),
percebe-se que valores relativamente afastados de 0,2 tém pro-
pabilidade alta de ocorrer.
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» Dado o sistema y(k) =¥ (k — 1)0 + e(k), 0 vetor de
pardmetros pode ser obtido por um estimador do tipo
0 = Ay. Se o estimador for ndo polarizado, a sua matriz de
covaridncia serd

A

covlf] = E|(6-E[0])(6 - E[9))”
= E[(Ay - 6)(Ady — 0)"]
= E[AyyTA" — Ay0" — OyT AT + 00"
= E[A(VO +e)(VO+e)"A" — A(V0 +¢e)0"
—0(T6 + )" A + 66"
— E[(AU6 + Ae)(ATO + Ae)” — (ATO + Ae)0"
—0(ATO + Ae)” + 66" .
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» Mas como AV =1

A

covlf] = E[(0+ Ae)(0 + Ae)” — (0 + Ae)0”
—6(0 + Ae)" +007].
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» Mas como AV =1

A

covlf] = E[(0+ Ae)(0 + Ae)” — (0 + Ae)0”
—6(0 + Ae)" +007].

» Finalmente chega-se a

A

cov|f] = E[Aee" A"].

— p.40/6:



VariGncia de estimadores do tipo 6 = Ay

» Qual é a variGneia de um estimador do tipo 6 = Ay no caso
em que o erro de regressdo € ruido branco?
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VariGnecia de estimadores do tipo 6 = Ay

» Qual é a varinecia de um estimador do tipo 6 = Ay no caso
em que o erro de regressdo € ruido branco?

» Se e éruido branco, ele pode ser expresso da seguinte
forma: covle] = E[ee™] = 021. Portanto, a vari@ncia é

cov[8] = E[AA"] o2,

sendo que o2 é a vari@ncia do ruido.
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VariGnecia de estimadores do tipo 6 = Ay

» Qual é a varinecia de um estimador do tipo 6 = Ay no caso
em que o erro de regressdo € ruido branco?

» Se e éruido branco, ele pode ser expresso da seguinte
forma: covle] = E[ee™] = 021. Portanto, a vari@ncia é

cov[8] = E[AA"] o2,

sendo que ¢? é a variéncia do ruido.

» Para o estimador de minimos quadrados, sabe-se que
A =[0T0|~10T e, portanto, a dltima equacgdo torna-se

e

cov[Ono] = E (2" ®)~ ] o7,
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Uma observacdo importante a ser feita &€ que, quando o vetor
de erros e € branco, a varidncia do estimador de minimos
quadrados & a menor de todos os estimadores do tipo 6 = Ay
que sejam ndo polarizados. Ou seja, cov[Byq] < cov[d].
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Eficiencia de Estimadores

Seria inferessante comparar a varidncia do estimador a um
valor de varidncia “6timo”. O padrédo comumente usado para
estimadores ndo polarizados € a norma de Cramér-Rao. A
eficiéncia de um estimador & definida como

F—l

Ef = —,
cov|0]

sendo E¢ a eficiéncia do estimadorde 8 e F~1, a norma de
Cramér-Rao.
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» Para efeito de discussdo, um estimador qualquer serd
representado por 6 = E(y,u). Note que o estimador E(-)
NAo deve ser confundido com o operador de esperanca
matematica.
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» Para efeito de discussdo, um estimador qualquer serd
representado por 6 = E(y,u). Note que o estimador E(-)
NAo deve ser confundido com o operador de esperanca
matematica.

» Portanto, estimadores lineares podem ser representados da
seguinte forma conhecida 8 = Ay, sendo que A
normalmente depende dos vetores de dados de enfrada e
saida u ey, de dimensdo N.
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» Para efeito de discussdo, um estimador qualquer serd

representado por 8 = E(y,u). Note que o estimador E(.)
NAo deve ser confundido com o operador de esperanca
matematica.

Portanto, estimadores lineares podem ser representados da
seguinte forma conhecida 8 = Ay, sendo que A
normalmente depende dos vetores de dados de enfrada e
saida u ey, de dimensdo N.

Assim, um estimador ndo polarizado 6 = E(y,u) € mais
eficiente do que um outro estimador 6 = E(y,u) se

A A

cov|0] < cov|0], para fodo valor de N.
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Para efeito de discussdo, um estimador qualquer serd
representado por 6 = E(y,u). Note que o estimador E(-)
NAo deve ser confundido com o operador de esperanca
matematica.

Portanto, estimadores lineares podem ser representados da
seguinte forma conhecida 8 = Ay, sendo que A
normalmente depende dos vetores de dados de enfrada e
saida u ey, de dimensdo N.

Assim, um estimador ndo polarizado 6 = E(y,u) € mais
eficiente do que um outro estimador 6 = E(y,u) se

A A

cov|0] < cov|0], para fodo valor de N.

Além disso, diz-se que um estimador é eficiente se sua
varidncia atinge a norma de Cramér-Rao, que € o minimo
atingivel por todos os estimadores (lineares e ndo-lineares)
NAo polarizados.
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A Norma de Cramér-Rao

» A norma de Cramér-Rao de um estimadorde 0 é F—1, onde
F, a matriz de informacdo de Fisher, € definida como

B0 | (agrw10) (S 0) |

-~ (0 [Zustrl 0]

sendo p(y | 8) a fungcdo de densidade de probabilidade das
medicdes y dado o vetor de pardmetros 8. Nota-se que tal
matriz quantifica como variagoes de 8 afetam p(y | 0).

F
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4 A Norma de Cramér-Rao
al

» A norma de Cramér-Rao de um estimadorde 0 é F—1, onde
F, a matriz de informacdo de Fisher, € definida como

B0 | (agrw10) (S 0) |
= (50| TRLYLON)

sendo p(y | 8) a fungcdo de densidade de probabilidade das
medicdes y dado o vetor de pardmetros 8. Nota-se que tal
matriz quantifica como variagoes de 8 afetam p(y | 0).

F

» E possivel provar que para estimadores ndo polarizados

cov[B(y)] > F~*,

sendo que o argumento Nno vetor estimado simplesmente
evidencia que 6(y) é estimado a partir de medicoes y(k).
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Eficiencia de um estimador ndo polari-
zado

Deseja-se estimar o pardmetro o da funcdo de densidade de
probabilidade p(y | ) = (1/a)exp|—y/al, y > 0, A parfir de N
medicoes independentes de v.

» Primeiramente, serd determinada a norma minima de
Cramér-Rao de um estimador ndo polarizado qualguer do
pardmetro a.
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Eficiencia de um estimador ndo polari-
zado

Deseja-se estimar o pardmetro o da funcdo de densidade de
probabilidade p(y | ) = (1/a)exp|—y/al, y > 0, A parfir de N
medicoes independentes de v.

» Primeiramente, serd determinada a norma minima de
Cramér-Rao de um estimador ndo polarizado qualguer do
pardmetro a.

» Em segundo lugar, serd determinada a varidncia do
estimador em questdo, a = fo:l y(k)/N, e, finalmente, serd
verificado se ela atinge ou ndo a norma de Cramér-Rao.
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Eficiencia de um estimador ndo polari-
zado

Deseja-se estimar o pardmetro o da funcdo de densidade de
probabilidade p(y | ) = (1/a)exp|—y/al, y > 0, A parfir de N
medicoes independentes de v.

» Primeiramente, serd determinada a norma minima de
Cramér-Rao de um estimador ndo polarizado qualguer do
pardmetro a.

» Em segundo lugar, serd determinada a varidncia do
estimador em questdo, a = fo:l y(k)/N, e, finalmente, serd
verificado se ela atinge ou ndo a norma de Cramér-Rao.

» A funcdo densidade de probabilidade conjunta das
medicoes y(k) parak=1,...,N &

p(y(1),...,y( Hp )| o) =a~ exp[ Zy(j}

k=1
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» As seguintes enfidades podem agora ser determinadas:

N

np(y @) = —Nha-) yk)/a
k=1

Tinplyla) = ~Nja+ Y y(k)/a’
k=1

ik al
Wlnp(y ) = N/a2 - sz(k)/a?’-
k=1
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» As seguintes enfidades podem agora ser determinadas:

N
np(y @) = —Nha-) yk)/a
k=1
o N
S-np(yla) = —N/a+) y(k)/o®
k=1
52 al
Wlnp(y ) = N/a2 - sz(k)/a?’-
k=1
» Substifuindo-se, tem-se
N
F = —E|N/o®>-2) y(k)/o®
k=1
N
_ —N/a2 n 2E[Zk:§ y(k)] |
(87

mas como E[y(k)] = o, ent@o E[>,_, y(k)] = Na. parse



» Entdo
E[Nq]

F = —N/o*+2
N/o?.
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» EntaGo

E[Na]

F = —N/o*+2 —

N/o?.

» Logo, F~1 = o?/N € a norma minima de Cramér-Rao para
este exemplo. Portanto, var[aé] > o?/N. Resta agora
determinar a varidncia do estimador:

var[é@] = E[(a—&)?]
o [Zyk)? 2. y(k) o
= E N2 — 2 N + o
= o’/N

Portanto, o estimador deste exemplo &€ eficiente.
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Polarizacao do estimador de M& usando
correlacao — Um exemplo

Seja um sistema representado pelo seguinte modelo ARMAX:

y(k) +ary(k—1) =byu(k — 1) + cv(k — 1) + v(k), (-47)

sendo que u(k) e v(k) sdo sequéncias aleatdrias de média nula
e vari@ncias o2 e o2, respectivamente. Os valores das funcdes
de autocorrelacdo e correlacdo cruzada da saida e entrada
para os atrasos 0 e 1 podem ser determinados analificamente,
para N — oo, COMO

(14 c2 —2a1c1)02 + b3o?

ryy(0) = 1 — 42 - (-46)
1
(1) = (c1 — a1 — aict — a%cy)o? + ab?o?
vy 1—a?
ryu(0) = 0

T'yu(—l) = b10'2.
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Usando-se a seguintfe equacdo de regressqo:

y(k) + ary(k — 1) = byu(k — 1) + e(k), (-45)

é facil mostrar gue a equacdo normal pode ser expressa em
termos das funcoes de aufocorrelacdo e correlacdo cruzada
da saida e entrada da seguinte forma (note que

Tuy(1) = ryu(=1)):

Pyu(—1) _ —7Tyu(0)  Tuu(0) a1 (-44)

—Tyy(—1) ryy(0)  —Tyu(0) by

sendo gue o que premultiplica o vetor de pardmetros € a matriz
de covaridncia Ry,

- p.50/6:



A solucdo de equacdo anterior € é (usando-se os valores
andliticamente calculados para as funcoes de correlacdo)

c102(1 — a?)
(1 + C% — 2&101)0’3 + b%da

ai = Qa1 —

by = 0.
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O resultado acima tem diversos aspectos intferessantes, dentre
OS quais ressalfam-se os seguintes:

» a; estard normalmente polarizado;
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O resultado acima tem diversos aspectos intferessantes, dentre
OS quais ressalfam-se os seguintes:

» a; estard normalmente polarizado;

» b, nunca estard polarizado. Portanto, é possivel que num

mesmo vetor de pardmetros alguns revelem polarizacdo e
outfros Nndo;
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O resultado acima tem diversos aspectos intferessantes, dentre
OS quais ressalfam-se os seguintes:

» a; estard normalmente polarizado;

» b, nunca estard polarizado. Portanto, é possivel que num
mesmo vetor de pardmetros alguns revelem polarizacdo e
outros NQo;

» para evitar polarizacdo na estimativa de a;, usando-se o
modelo de regressdo (-45) e o estimador MQ, € necessario
eliminar o erro em (-47) de forma a garantir 2 = 0 ou ¢; = 0.
A Ultima condicdo é equivalente a garantir que o erro na
equacAo de regressdo seja branco.
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Varigncia minima do estimador M&

S

Neste complemento serd mostrado que o estimador de minimos
quadrados tfem a menor varidncia dentre todos os estimadores
lineares ndo polarizados quando o vetor de erro de regressdo é
ruido branco. Como indicado anteriormente, isso corresponde
a provar que o2 (AA* — [TT0]~1) é semi-definida positiva.

A fim de provar esta propriedade, deve ser nofado que a maftriz
esperada do produto de uma matriz real pela sua transposta &
semidefinida positiva, ou seja E[X X ] &€ semidefinida positiva se
X for uma matriz real (ver propriedade ??). Se

X =A-[970|" 19T, tem-se

XXT = (A—[¥"Y]7107) (A - [OTO]71eT)"
= AAT — AU[UTU] T — [OTU]TIUTAT + [OTW]E43)
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» Escolhendo A = [C¥]~1C (note que esta escolha satisfaz a
condicdo A¥ = I), tem-se

AV OTE] = [CUTtov[wTy]t
= v 'clouery!
= [@To] (-42)

sendo que a propriedade [XY]~! = Y~1X 1! foi utilizada.
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» Escolhendo A = [C¥]~1C (note que esta escolha satisfaz a
condicdo AY = I), tem-se

AV OTE] = [CUTtov[wTy]t
= v lclov[wTy] !
= [OTY (-40)

sendo que a propriedade [XY]~! =Y~ X~ foi utilizada.

» Analogamente, € possivel verificar que

(TP UTAT = [OTO] -47)
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» Escolhendo A = [C¥]~1C (note que esta escolha satisfaz a
condicdo AY = I), tem-se

AV OTE] = [CUTtov[wTy]t
= v lclov[wTy] !
= [OTY (-42)

sendo que a propriedade [XY]~! =Y~ X~ foi utilizada.

» Analogamente, € possivel verificar que

(T AT = (U] (-43)

» Portanto, substituindo-se (-42) e (-41) em (-43), tem-se

XXT = AA" — [O70] 1, (-44)
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» Finalmente, aplicando-se a esperanca matematica a Ultima

equacdo, obtém-se

E[XXT] = E[AA"] -E[(TT¥) ]
_ cov2[0] B (:0V[45’21\/[Q]7 (-43)
06 0-6

sendo que a matriz do lado esquerdo da igualdade é
semidefinida positiva por construcdo. Portanto, a varidncia
do estimador de minimos quadrados € a menor dentre
tfodos 0s estimadores lineares nAo polarizados no caso do
vetor de erro ser ruido branco.
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Eficiéncia do estimador M&Q

—_

Considere a saida y(k) de um processo parametrizado da
seguinte forma y(k) = 1" 0 + e(k), sendo que o erro e(k) &
normalmente distribuido com média zero e desvio padrdo igual
a o.. Além disso, a funcdo de densidade de probabilidade das
medicdes € dada por

exp [~0,5(y — ¥8)(02Ix) "y — 76)]
(27)N/2det[02 T 5|05 ’

p(y | 0) = (-42)

sendo que N é o numero de observacdes e Iy € a matriz
identidade de dimensdo N. Agora serd determinada a norma
de Cramér-Rao de um estimador ndo polarizado de 6.
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Tem-se
npy|0) = In@r) /2 +n(e2) N2 - W= ‘1’62 y = 99)
0-6
= Nen - Vi) - YOy ~06) 4y,
2 2 202

sendo que foi usado det[kA] = k™det[A], n = dim[A]. Além disso,

aln 0 a T Ty T T T T, T
pa(z‘ ) - _20239[3’ y—-60UV'y—y V0+60 UV U0

= —2(172 [0y — ¥ty + (TTY + UTT) 6]
S A )} (-40)

)
206
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Finalmente,

Plp(y|6) 1 .
202 — — (.

Logo, a desigualdade de Cramér-Rao se torna

Uty

2
e

cov[f] > — {E }1 =E[(¥70)7!] o2, (-39)

o

que é precisamente a covaridncia do estimador de minimos
quadrados (veja a equacdo (-35)). Logo, o estimador MQ atinge
a norma minima de Cramér-Rao e portanto € eficiente. Este
resulfado mostra que o estimador MQ apresenta a menor co-
varidncia dentre todos os estimadores (lineares e ndo-lineares)
NnAo polarizados, quando o erro for gaussiano e a funcqo den-
sidade de probabilidade for como mostrada na equacqo (-42). -pssie



Convergéncia e consisténcia do esfima-
dor MQ

Suponha que 0s dados observados tenham sido gerados pelo
sistema

y(k) =T (k—1)0 + e(k), (-38)

sendo e(k) uma sequéncia de erros qualquer. Usando-se (-38)
COMoO equacdao de regressAo, resulfa na equacAo normal
UTy = UTP0, Portanto, o estimador MQ pode ser expresso comao

Oriq = [TT0] 10Ty,

— P.59/6:
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Lembrando que a equacdo (-38) pode ser usada para gerar A
equacao matricial y = ¥ + e, e substituindo-se tal equacdo na
do MQ, resulta em

A

Ong = O0+[T70] 'U7e
= 0+ % ’; Pk — 1) (k- 1)} [% l;?ﬂ(k - 1)6(7‘?)}
_ 9+ [Rw]”% Sk — De(k), -37)

k=1

sendo R, uma matriz de covaridncia (ver equagoes (??) e (-44),
que contém matrizes andlogas). Seria desejavel que 9MQ ~ 0,0
que requer que a segunda parcela do lado direito de (-37) seja
peqguena. Além disso, fambém seria desejavel que éMQ — 0,
para N — oo.
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A fim de investigar o comportamento de éMQ quando N — oo, €
conveniente supor que e(k) e u(k) sGo processos estaciondrios
de maneira que matrizes de covaridncia do tipo

Ruu(N,7T) Zu —7) = Ruu(7), (-36)

para N — co. Neste caso, Ry — R, convergird em
probabilidade, uma vez que € composta de somatodrios do tipo
(-36). Semelhantemente, a segunda parcela do lado direito de
(-37) convergird em probabilidade para R,.. Portanto, desde
que Ry seja ndo singular,

Oriq = 0+ [Ry] 'Rye, N — . (-35)
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Finalmente, para que o estimador seja consistente, deve-se ter
Orniqg — 0 O medida que N — co. As condicdes necessarias para
ISSO SA0:

» Ry seja ndo singular. Para isso u(k) e e(k) devem ser
independentes e u(k) deve ser persistentemente excitante
de ordem suficientemente elevada, conforme discufido no
capitulo 4.
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Finalmente, para que o estimador seja consistente, deve-se ter
Orniqg — 0 O medida que N — co. As condicdes necessarias para
ISSO SA0:

» Ry seja ndo singular. Para isso u(k) e e(k) devem ser
independentes e u(k) deve ser persistentemente excitante
de ordem suficientemente elevada, conforme discufido no
capitulo 4.

» e(k) é ruido branco. Neste caso R, = 0, pois e(k) NGO
dependerd do que tiver acontecido até o instante £ — 1
(note que o vetor de regressores, ¥ (k — 1) em (-38), s& tem
informacdo até o instante k£ — 1); ou
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Finalmente, para que o estimador seja consistente, deve-se ter
Orniqg — 0 O medida que N — co. As condicdes necessarias para
ISSO SA0:

» Ry seja ndo singular. Para isso u(k) e e(k) devem ser
independentes e u(k) deve ser persistentemente excitante
de ordem suficientemente elevada, conforme discufido no
capitulo 4.

» e(k) é ruido branco. Neste caso R, = 0, pois e(k) NGO
dependerd do que tiver acontecido até o instante £ — 1
(note que o vetor de regressores, ¥ (k — 1) em (-38), s& tem
informacdo até o instante k£ — 1); ou

» u(k) e e(k) sejam independentes e ndo haja regressores da

”

saidaem ¢(k — 1), ouseja, n, =0em (??), assim ¢k —1) é
independente de e(k).
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Finalmente, para que o estimador seja consistente, deve-se ter
Orniqg — 0 O medida que N — co. As condicdes necessarias para
ISSO SA0:

» Ry seja ndo singular. Para isso u(k) e e(k) devem ser
independentes e u(k) deve ser persistentemente excitante
de ordem suficientemente elevada, conforme discufido no
capitulo 4.

» e(k) é ruido branco. Neste caso R, = 0, pois e(k) NGO
dependerd do que tiver acontecido até o instante £ — 1
(note que o vetor de regressores, ¥ (k — 1) em (-38), s& tem
informacdo até o instante k£ — 1); ou

» u(k) e e(k) sejam independentes e ndo haja regressores da

”

saidaem ¢(k — 1), ouseja, n, =0em (??), assim ¢k —1) é
independente de e(k).

E interessante notar que algumas das condicdes listadas acima -pee
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