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Introducao

e Modelo Linear Discreto

{ Xps1 = Ppxp 4+ Fpug + Trwg
Yi+r = HppXes + Vi,

Elwiwi] = Qi, E[vivy] = Ry
E{V‘W;] = O. Y tJ
Condigoes Iniciais x,, P,

sequéncia de entrada u, € ‘R e medigoes y, € R”



Funcao de Probabilidade
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FIGURA 9.1: Funcgao de probabilidade geral

Funciao de densidade de probabilidade condicional de z dadas as
medigoes y;, 1 = 1,... ] . No presente caso hipotético, nota-se
que valores em torno de z = 0,4 sdo os mais provaveis. O fato de
f(z|ly,... ,yn) ser bastante dispersa em torno de x = 04 indica

pouca confianca nas medicoes.



Funcao de densidade
de Probabilidade Gaussiana
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Combinacao de 2 sensores

o3 N ot
po= s Yt
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Medidas de um mesmo instrumento

(t2) = @(h)+ K(t2)[y(t2) — z(th)],
i a*(ty)
K (t.’) = 2 2
a*(ty) + o*(t2) . ..
| I
o¥(tz) = o*(t) - K(t2) o*(ta). 8 3
2 ' /\:
™\ fi
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/ \ \\-// '\
Nova Nomenclatura | ~ \ *. %\
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i i . 1 ~— N,
z(taltz) = z(t2]ty) + K(t2) [u(t2) — 2(t2]ty)) o \\ o
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K(ty) = —— — o
o*(t2]ty) + 0*(t2) . :

o’ (t2)t2) = o*(t2|t:) — K(t2) o*(t2]t1).



O Caso Dinamico

Movimento do Objeto:
e.g. Aproximacao de Euler z(tz) - =(t)

v+ w(tz)

z(t2) = z(ty) + (L2 = ty)[v + w(tz)),
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O Filtro de Kalman Discreto

Lei de Movimento — propagacao do vetor de estados estimado:

X(!-‘Lf;) = ‘l’(‘f; )5((!13(1) T I‘(fl)ll(h)

Nova Nomenclatura

X; . = Ppx; + Crug Predicdo

Xpo1 = Xpoo+ Kigr [Yesr = Her X, ) Correcdo




Matriz de Covariancia

* Erro de estimacao na propagacao x;.,=xi., - x.

Xpp1 = i'I'l:*;: + Lpug) = [Pexi + Ceug + 1wy
= Op(x] — xx) — Trewy

= ‘I’k-i‘: — T;_Wk.

Matriz de covariancia de x,. _,
- - - ol A - ;- ] 1 ™
P, = El(xg,, - Ex D, —Ex;,)")

Pl e e ' A - T
.~r~ - \ 1)
Eix, . (X)),



Equacoes de Filtro de Kalman Discreto

Xp. = $px; + Crug; Predicdo
P, =Pl + TpQx Ty
¢ Ky = Pk—‘l”,}‘“[”kﬂp‘;—“H;.r“ + Rk-l]—l;

Xis1 = Xy + K1 (Vi1 = Hen X, Js Corre¢do

Pk:l =P, - Kk+:”k-o-lpk—+|:

Xis = Opxp + Neug + O K, [Yk —~ Hk).(k]Z
Ky = PoHF[HePeHY + Ry)™Y;

Pryr = ‘bkpk‘bz: - ‘bkl\’kapkq"i. + TkaT{




Acesso as variaveis de estado:

* As variaveis de estado nao podem ser medidas diretamente

* Qual a melhor estimativa - “6tima” a partir das medidas?

_______________________________________

System
Error Sources

)

External Contrets——  System

System State
(desired but not
known)

A 4

Measuring

Black Box

Observed
Measurements

A 4

Devices

I

Measurement
Error Sources

Abordagens:

Estimator

Optimal Estimate
of System State

v

i) derivary, ii) Modelo Malha aberta, iii) Observador, iv) Filtro de Kalman



A Historia da Filtragem de Sinais

1930 1940 1960

Filtro de Wiener Filtro de Kolmogorov  Filtro de Kalman
(continuo) (discreto) (linear e estendido)

http://www.mudancasabruptas.com.br/Filtro%20de%20Kalman Iniciantes.pdf



Gaussiana

Para duas variaveis — Distribuicao Espacial

(x—f)}

_[(x—f) (y—f)](fffy)_l[(y_y)

f(xy)==

Média de x: X
Médiadey y
Desvio Padrao de x: O'f

Desvio padrao de y:O';

s

477
)
S5

Covariancia de x e y:o'fy

Correlagaode xe y: p

http://www.mudancasabruptas.com.br/Filtro%20de%20Kalman Iniciantes.pdf



Mas a Covariancia ¢ uma matriz ( P)

*E necessario uma corre¢io na formula pois,

2
) o po.0,
P= O, = )
po.0, o,

A func¢ao gaussina corrigida para duas variaveis

(x—f)}

[(x-%) (-7)] P‘l{ -
r-»)

2

\/Z‘PF/Z

f(x,) =1

onde | P | é o determinante da matriz de covariancia

http://www.mudancasabruptas.com.br/Filtro%20de%20Kalman Iniciantes.pdf



Problema

* E se as variaveis forem vetores de dados com sinais do tipo:

X
- X,
x=| .
_xn_
*A covariancia seria:
2 \
1 O, P126:0, .- P1,,019,
2
0,,0,0 o
p=| .1 2 2
2
K o, J

Impraticavel! Todos os sinais teriam que serem armazenados
em gigantescos bancos de dados para o calculo no fim.

Solucao: Filtro de Kalman

http://www.mudancasabruptas.com.br/Filtro%20de%20Kalman Iniciantes.pdf



Como o filtro de Kalman estima variaveis?
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http://www.mudancasabruptas.com.br/Filtro%20de%20Kalman Iniciantes.pdf



pTrabalha com dados
tEquacao de Propagacad
tEquacio de Atualizacaa

tEquacio de Covarianci:

Algoritmo Esquematico

Satélite

http://www.mudancasabruptas.com.br/Filtro%20de%20Kalman Iniciantes.pdf

Equacio de .. Equacio de ..
Atualizacido™ *+1 Atualizag:ﬁoxk+2
| | |
K | \
k+1 k+2
Equacao (~le % Equacao (~lefc; : Equacdo de,_
Propagacao ** Propagacao “* Propagagﬁox"+3

tempa



Exemplo:
Apenas modelo de Posicao

072 - g y ' 0.202F
o = Truth 0201l
715}k Y
= [ stimate
. 0.20}
orf *s++* Measurement | L -
. ozsf, oL L™ r . L
0.705} b B .
0.288]
07 0.287}
| |
0.695 0286} ,
0.60} 0.285}
0.685 0.284}
68 7 72 74 76 78 8 82 84 88 218 22 222 24 226 28 23 232
Moving Still

[Welch & Bishop]



Exemplo:
Modelo de Posicao e Velocidade

LI2 ) 0.201}
= Truth
0715} L. ]
= [ stimate 029}
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Moving Still

[Welch & Bishop]



Filtro Multi-modelo
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Filtro Multi-modelo

— V[M Estimate
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[Welch & Bishop]



Results: Multiple Models
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Filtro de Kalman

) Prediction step
Prior knowledge
| PGSR, Ifk—llk‘—l —> Based on e.g.

of state Xk—1|k—1 physical model
L A v

Next timestep PA)k:|k-—1

k<+ k+1 Xk|k—1
Pk|k Update step Measurements

<—Compare prediction <«—

Xk|k
| to measurements

v

Output estimate
. of state

Yk .

https://en.wikipedia.org/wiki/Kalman_filter



Equacoes de Filtro de Kalman Discreto

Xp. = $px; + Crug; Predicdo
P, =Pl + TpQx Ty
¢ Ky = Pk—‘l”,}‘“[”kﬂp‘;—“H;.r“ + Rk-l]—l;

Xis1 = Xy + K1 (Vi1 = Hen X, Js Corre¢do

Pk:l =P, - Kk+:”k-o-lpk—+|:

Xis = Opxp + Neug + O K, [Yk —~ Hk).(k]Z
Ky = PoHF[HePeHY + Ry)™Y;

Pryr = ‘bkpk‘bz: - ‘bkl\’kapkq"i. + TkaT{




Estimacao de Parametros - Filtro de Kalman

Modelo no Espaco de Estados

Vi = Hxy_ +v,

{Hk =0
Vi = l//kT O, +ey

Sinais >

Parametrosy

4

Filtro de Kalman

(K, =P, ® Hy [HOP, @ H +R,]"
Xy =Ox;_y +Tuy ) + K[y, — H(®@x;_ +Tuy_y)]

P, =®P,_,® —K,HDP,_®

<

Ki =P wilwi Py + R
O, =0, + K[V —vi0i]

\Pk = b — Ky P



Variantes do Filtro de Kalman ,

Xipr = OpXp + Dpug + O Ky [yx — Hixyl;
. ~ ~ -1.
Yi = Hxp+vy , ) . |
P = ‘pkpk‘b‘l. - ‘bk]\kaqu"{. + TkaT{.
\
b) O = O - Ky =P wilviPwy + R 1™
T Parametros " A DA
Vi =W Ot 160, =0 + K[y —wi6i]

o) \Pk =F_ — Kkl//l'cpk—l
oy e | X(E—1)
x(k) = [2T] [ u(k - 1) }
A"m(k - 1)".
x(k)" = m(k-1)A Estimacdo das Matrizes de Estado
_ oy na o [ T
— [X()\T o 1Jl ll(]-f — l)l] \\ vy ] - .";_, 12”); J,ll 7 )
B : Ry = | +m{k—1} P, - ym(k T’
T x(1)T ] m(0) |
x(2) = mf'l) A | Matrizes Esty{ Ay = Apy + Ki |[x"(k) —m(k - DAk-1
| X(.N‘J'I. ) i n](N ’ l) h ‘ Pr_yme=1)Tmk—1)P_
Xy = MA. P.=PFi_1 — = l-‘inl"._lm:;,'.-_l}'l :




Estimacao conjunta de estados e
parametros

Matriz aumentada:

b 0% [Te 0] a

Oyl LO I8 ) LO O]|O
X7, = ®px;” +ILag,

Dificuldade:

- Dimensao da Matriz de Covariancia P — Estabilidade!!



O Filtro de Kalman Estendido

Modelo nao-linear

¢ am  _ prad _
{ X1 = [(Xk, Uk, W), X1 = F(X0ug);

Yii1 = (Xgq1) + Vi, ) . e .
P, = Df(xk)Pk Df(xk )"+ Df(wi)QiDf(wi)™;

Kiv1 = P Dh(xk41) T [DA(Xk41)DA(xp41) "+

Jacobianas: ﬁ
df d Ny afy +Dh(xk+l)Rk+th(xk+l)T]_l
Jdx, drs e Jdxy,

Dfx) = : ‘ x5, =%, +K h(xi, )
. . P . . - . ke <4 .-l—-lx_ >
0fs  Ofn af. k+1 k+1 i1 [YL* ( L+1)]
Jdz) Jdxa : Jdx, ) _ —

\ Py =Py - l‘kHDh(ka)PkH’
dfy afy /)
hy Jwa Jdu

Df(w) = : : :

Afn  Ifu Of Df(xx) = Df(xk)lxkz(g:_uk,o)
dw, o e dwy,

Df(wyg) Df(wk”xk:(g;‘,uk,o)
Dh(xxs1) = Dh(xp41)|

Xp41=Xp



