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RESUMO

LINEARIZAÇÃO EXATA ADAPTATIVA APLICADA AO CONTROLE PREDI-
TIVO DE PROCESSO DE NÍVEL MULTIVARIÁVEL

Autor: Alfredo Américo de Freitas

Orientador: Adolfo Bauchspiess

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, agosto de 2007

Esta dissertação apresenta uma aplicação de técnias de controle preditivo linear em sistemas
não-lineares multivariáveis. A principal idéia é baseada na Linearização Exata Adaptativa que
fornece um modelo dinâmico linear desacoplado para ser utilizado como modelo interno do controle
Model Predictive Control (MPC).

A linearização exata do sistema não-linear fornece dois blocos básicos, um sistema linear dinâ-
mico e uma tranformação de variáveis não-linear estática. A adaptação ocorre com a inclusão de
um filtro de Kalman estendido para estimação conjunta de estados e parâmetros do sistema não-
linear. Tem-se assim uma abordagem denominada linearização exata adaptativa. Com o modelo
linear obtido pode-se aplicar as técnicas de controle linear como Proporcional-Integral-Derivativo
(PID), controle ótimo, controle preditivo e outras técnicas de sistemas lineares.

A abordagem apresentada utiliza técnicas de controle linear bastante difundidas e utilizadas
no meio acadêmico aplicáveis a sistemas sistemas reais que, em última análise são não-lineares.
Assim pode-se obter as vantagens do controle linear para controlar sistemas não-lineares utilizando
a linearização exata adaptativa.

A aplicação da linearização exata adaptativa associada a controladores dos tipos MPC e PI é
aplicado ao sistema de nível de líquidos do Laboratório de Automação, Visão e Sistemas Inteligentes
(LAVSI). Assim controla-se um sistema não-linear em toda sua faixa de operação, mesmo sob
variações paramétricas utilizando controladores lineares.



ABSTRACT

ADAPTIVE FEEDBACK LINEARIZATION APPLIED TO THE MODEL BA-
SED PREDICTIVE CONTROL OF A MULTIVARIABLE LIQUID LEVEL PRO-
CESS

Autor: Alfredo Américo de Freitas

Orientador: Adolfo Bauchspiess

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, agosto de 2007

This thesis presents the application of linear predictive control to multivariable nonlinear sys-
tems. The key contribution is the use of adaptive feedback linearization as internal model for the
Model based Predictive Controller (MPC).

The feedback linearization of the nonlinear system supplies two blocks: a dynamic linear system
and a nonlinear static variable transformation. The adaptation occurs by the use of an extended
Kalman filter, estimating states and parameters of the nonlinear system. This approach produces
the so called adaptive feedback linearization. Linear control techniques as PID, space state, optimal
control, predictive control and other linear techniques can thus be applied employed on resulting
dynamics.

The application of the adaptive feedback linearization in association with MPC and PI is
applied in this thesis to the LAVSI’s four tank liquid level process. Simulation results for different
conditions and operating point are presented.

The presented approach is expected to be applicable to different real nonlinear systems where
the sampling rate and computational effort of the feedback linearization.
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Capítulo 1

Introdução

Este capítulo apresenta a principal motivação
desta dissertação de mestrado. Os objetivos são
apresentados, visando assim satisfazer um con-
junto de características prescritas para este tra-
balho. Por fim, apresenta-se a estrutura do ma-
nuscrito.

1.1 Contextualização

Sistema dinâmicos industriais e acadêmicos são freqüentemente utilizados em conjuntos com
controladores, visando torná tais sistemas mais rápidos, exatos e confiáveis baseando-se em requi-
sitos específicos de cada caso. No meio acadêmico existem estudos e implementações de diversas
técnicas de controle de processos, como controle PID, controle ótimo, controle preditivo, controle
robusto, controle por alocação de pólos, controle por modos deslizantes e outras técnicas de controle
não-linear.

O controle preditivo juntamente com os controladores Proporcional-Integral-Derivativo (PID)
compõem as técnicas de controle mais utilizadas nas indústrias do mundo como apresentam Ri-
chalet et al. em [Richalet 1993]. As diversas outras técnicas, como controle H2 e H∞, são
mais restritas ao meio acadêmico e estão pouco presentes na engenharia prática e experimen-
tal [Qin e Badgwell 1996]. Segundo [Findeisen 2002], dentre as técnicas modernas de controle de
processos, somente o Controle Preditivo Baseado em Modelo está presente de forma significativa
nas industrias. Poucas técnicas em Engenharia de Controle gozam do privilégio de estar presente
no mundo dos problemas mais práticos, como a indústria, no meio acadêmico e ainda ser uma
técnica bastante intuitiva e funcional como o controle preditivo.

As pesquisas associadas às estratégias de controle preditivo não-linear têm apresentado grande
crescimento ultimamente, registrando, também, um número considerável de aplicações na indústria.
Apesar disso, muitas questões continuam em aberto, especialmente, aquelas associadas à estimação,
adaptação, robustez e à otimização.

A representação de um processo complexo através de um modelo não-linear, com o objetivo de
melhorar seu desempenho dinâmico, tende a prejudicar a simplicidade de projeto do controlador
preditivo. Com o objetivo de unir as vantagens das duas abordagens: a representação da não-
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linearidade de um processo com a simplicidade de projeto, propoem-se o uso da linearização exata
adaptativa (LEA) ao controle de sistemas não-lineares.

1.2 Definição do problema

A grande maioria dos sistemas encontrados no mundo físico possuem não-linearidades das mais
diversas, além de restrições de atuação e medição. Em contrapartida a grande maioria das técnicas
de controle de processos são técnicas lineares que, em princípio, deveriam ser aplicadas somente a
sistemas lineares. Assim tem-se uma situação complicada: abordagens lineares para processos não-
lineares, o que restringe a aplicação a práticos. A aplicação direta de técnicas lineares a sistemas
não-lineares é, geralmente, restrita a uma pequena excursão em torno de um ponto de operação
do sistema.

O sistema de nível de líquidos do LAVSI (Laboratório de Automação, Visão e Sistemas Inteli-
gentes) é um sistema não-linear multivariável. Este sistema ilustra bem várias das dificuldades da
aplicação de técnicas de controle linear a sistemas não-lineares [Bernardes et al. 2006]. Entre as
dificuldades de controle pode-se destacar a variação do modelo com o ponto de operação (altura
no nível de líquido como será visto no Capítulo 3). Isso pode ser minimizado utilizando-se con-
trole linear de pequenos sinais em pontos de operação, específicos como ilustrado pelo controle no
espaço-de-estados apresentado por Freitas et al. [Freitas, Borges e Bauchspiess 2004].

O controle de sistemas não-lineares utilizando controladores lineares projetados para pontos
de operação gozam de pouca aplicabilidade, pois são restritos aos pontos para os quais foram
projetados. Um controle no ponto de operação do sistema de nível líquidos projetado para níveis
baixo, até 10cm, não funciona quando se aplica a outro ponto do mesmo sistema, exemplo referência
em 20cm. Assim torna-se complicado a aplicação de técnicas de controle linear para controlar o
sistema de nível de líquidos.

A utilização de controle por linearização exata (LE), [Isidori 1989, Sousa 1998], elimina o pro-
blema do ponto de operação, permitindo um bom controle em toda a faixa de operação. Outro
problema surge em decorrente da aplicação direta da Linearização Exata, a forte dependência de
uma estrutura de modelo ‘coerente’ com o processo físico e corretos valores de seus parâmetros.
Asssim aplicando-se a linearização exata ao processo de nível de líquidos espera-se que seja possível
projetar controladores lineares eficientes em toda a faixa de operação do sistema.

Porém mesmo com a linearização exata o sistema de nível de líquido não é controlado de forma
simples como apresenta Gosmann em [Gosmann 2002] que realiza a aplicação da linearização exata
a um processo de nível multivariável, com três tanques e duas bombas para entrada de líquido.
Nessa aplicação nota-se uma grande dependência dos parâmetros do processo para que o controle
por linearização exata seja efetivo. Sabe-se que a variação dos parâmetros com o tempo é algo que
pode ocorrer neste tipo de processo e assim também afeta a acurácia do controlador.

Neste contexto temos dois pontos importante impossiblidade de projetar um controlador linear
que gere resultados satisfatórios em toda a faixa de operação do sistema de nível de líquidos.
O segundo ponto é relativo influência da variação paramétrica quando se utiliza a linearização
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exata aplicada ao sistema de nível de líquido, assim a simples aplicação da linearização exata não
possibilita um controle efetivo do sistema de nível [Gosmann 2002].

1.3 Objetivos do projeto

Esse trabalho propõe a utilização da linearização exata adaptativa, que tem o objetivo de
fornecer um modelo linear atualizado, que será utilizado por um controlador preditivo linear ou
outra técnica de controle linear. Tem-se assim um controle adaptativo de sistemas não-lineares,
onde as não-linearidades do processo são explicitamente consideradas na parte estática do controle
do processo e a parte linear dinâmica possiblita a aplicação de técnicas lineares bastante difundidas
no meio acadêmico.

A linearização exata elimina a dependência do ponto de operação dos sistemas não-lineares
[Sousa 1998] e gera um modelo linear para o controlador. A utilização do filtro de Kalman es-
tendido associado à linearização exata minimizará os erros de modelagem da linearização exata,
sendo que este é um dos problemas da linearização exata. Para a validação prática essa estraté-
gia será aplicada ao processo desenvolvido por Bernardes et al. em [Bernardes et al. 2006]. Em
[Freitas, Borges e Bauchspiess 2004] o filtro de Kalman estendido (FKE) foi aplicado com sucesso
ao sistema de nível de líquidos de terceira ordem apresentado por Gosman em [Gosmann 2002].

A linearização exata adaptativa é a proposta apresentada neste trabalho para controle não-
linear. A LEA consiste no uso de um estimador sub-ótimo, um filtro de Kalman estendido, que
realiza a estimação de estados e parâmetros do processo melhorando o controle não-linear por
linearização exata. Nesta estratégia de controle temos um sistema dinâmico composto por blocos
de sistemas SISO, mesmo para um sistema não-linear multivariável, lineares e desacoplados que
podem ser controlados com técnicas de sistemas lineares e um bloco de transformação de estados
não-linear estático [Sousa 1998, Isidori 1989]. A Figura 1.1 apresenta a estrutura funcional da
linearização exata adaptativa.

Figura 1.1: Estrutura funcional da linearização exata adaptativa

3



1.4 Apresentação do Texto

Essa secção apresenta resumidamente o conteúdo dos 7 capítulos seguintes desse trabalho.

Capítulo 2: Estratégias de Controle Não-Linear

No Capítulo 2 é feita uma revisão bibliográfica sobre o tema em estudo, apresenta estudo sobre
estimação e controle linear e não-linear. Uma revisão sobre controle de sistemas não-lineares é feito
apresentando formas bastante utilizadas, desde a linearização no ponto de operação ao controle não-
linear utilizando funções não-lineares no controlador. Inicialmente apresenta-se trabalhos com o
foco em estimação, tanto em batelada quanto estimadores recursivos baseados no filtro de Kalman,
posteriormente apresenta-se estratégias de controle de sistemas não-lineares, dando-se ênfase em
procedimentos que utilizam técnicas de controle linear aplicado a sistemas não-lineares.

Capítulo 3: Sistema de Nível de Líquidos

O Capítulo 3 mostra de forma sucinta o sistema de nível de líquidos não-linear do LAVSI.
Este processo possui quatro tanques acoplados com duas entradas de líquidos e duas saídas. A
estesistema não-linear a metodologia desenvolvida neste trabalho será aplicada.

Capítulo 4: Estimação Não-Linear Beseada no Filtro de Kalman

O Capítulo 4 apresenta o filtro de Kalman estendido. O FKE permite a aplicação do filtro
de Kalman a sistemas não-lineares, o filtro de Kalman(FK) é um estimador recursivo ótimo para
sistemas lineares. O FKE é um estimador sub-ótimo para sistemas não-lineares, onde o filtro
de Kalman pode ser aplicado a sistemas não-lineares utilizando o respectivo modelo linearizado
localmente na propagação da matriz de covariâncias.

Capítulo 5: Linearização Exata Adaptativa

O Capítulo 5 descreve a metodologia empregada no desenvolvimento do projeto da linearização
exata adaptativa que faz uso da estimação conjunta de estados e parâmetros pelo FKE, apresentado
no Capítulo4, para adaptar os parâmetros da linearização exata do sistema tornando-a mais robusta
e sensível a mudanças durante a execução do controle.

Capítulo 6: Controle Preditivo Baseado em Modelo

O Capítulo 6 apresenta o controle preditivo baseado em modelo (MPC), uma técnica de controle
usual para sistemas lineares, aplicado a um sistema não-linear com a linearização exata adaptativa.
Assim tem-se uma técnica de controle eficiente para processos não-lineares multivariáveis.
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Capítulo 7: Resultados Simulados

Resultados de simulações são discutidos no Capítulo 7 com aplicações da associação entre a
linearização exata adaptativa e controle preditivo baseado em modelo e proporcional-integral (PI).

Capítulo 8: Conclusões e Pesquisa Futuras

O Capítulo 8 apresenta as conclusões desse trabalho.
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Capítulo 2

Estratégias de Controle Não-Linear

Este capítulo apresenta uma revisão sobre con-
trole e estimação linear de processos não-lineares.
Inicialmente apresenta-se a parte de estimação
para controle seguida de uma apresentação de al-
gumas implementações de controle para sistemas
não-lineares.

Introdução

O controle de sistemas não-lineares é objeto de estudo de diversos trabalhos acadêmicos e in-
dustriais. Este capítulo apresentará algumas estratégias de estimação e controle de sistemas não-
lineares. Os trabalhos escolhidos são baseados em dissertações de mestrado, teses de doutorado,
artigos publicados em periódicos ou recentes conferências. Inicialmente apresenta-se estudos sobre
estimação de sistemas lineares e não-lineares utilizando diversas técnicas, como estimação multi-
modelos em batelada, estimação recursiva pelo filtro de Kalman e suas derivações não-lineares
e trabalhos baseados em estimação recursiva pelo método dos mínimos quadrados. Além disso
mostra-se de forma resumida uma estrutura de controle preditivo não-linear com funções não-
lineares explicitamente utilizadas na função de custo, além de diversas aplicações de técnicas li-
neares a sistemas não-lineares, controle preditivo e controle robusto. Técnicas utilizando sistemas
inteligentes para controlar e estimar sistemas serão também apresentadas, assim como recentes
publicações envolvendo alguma forma de adaptação nos parâmetros da função não-linear estática
da linearização exata.

2.1 Estimação para Controle

O trabalho de Schön [Schön 2001] apresenta uma técnica de identificação multi-modelos para
aplicação em controle preditivo. Com foco em identificação de sistemas, com o objetivo de utilizar
modelos como base para um controlador preditivo. Assim o modelo interno do controlador é
identificado de diversas formas em diversos pontos de operação com uso de estimação em batelada.

Neste tipo aplicação tem-se diferentes modelos para os diferentes pontos de operação, como
o trabalho trata apenas do problema de identificação para controle preditivo deve-se utilizar o
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modelo identificado em cada passo da predição ou utilizar um controlador de escalonamento de
ganho.

Bitencourt Junior em [Bitencourt Junior 2003] faz um estudo sobre aplicações do filtro de
Kalman como estimador recursivo aplicado a sistemas não-lineares. Nesse estudo além da descrição
original do filtro de Kalman outras duas derivações do algoritmo são desenvolvidas para sistemas
não-lineares: o filtro de Kalman estendido (EKF) e o Filtro de Kalman Unscented (UKF).

Além da teória básica de estimadores recursivos, especialmente sobre o filtro de Kalman, Biten-
court Junior apresenta aplicações da estimação recursiva de sistemas não-lineares aplicados ao sis-
tema de Lorenz e ao Circuito de Chua [Aguirre 2004, cap. 15],[Aguirre, Rodrigues e Mendes 1997].
Mostra também que devido às não-lineares do sistema caótico de Chua o UKF apresenta melhores
resultados que o EKF pois este utiliza um modelo linearizado na propagação das covariâncias, veja
no capítulo 4 seção 4.2, diferente do UKF que utiliza a ‘Transformação Unscented’, proposta por
Julier et al. em [Julier, Uhlmann e Durrant-Whyte 2000], para propagação de covariâncias como
discutido em [Bitencourt Junior, Torres e Aguirre 2004].

Wan et al. em [Wan, Merwe e Nelson 2000] apresenta o filtro de Kalman Unscented como
derivação do filtro de Kalman baseado na transformada Unscented. O FKU tem-se mostrado
uma técnica de estimação de sistemas não-lineares bastante eficaz, principalmente em sistemas que
possuem não-linearidades complexas, neste caso o FKU pode-se destacar em relação à aplicação
do FKE e mesmo em relação a filtro de partículas [Bølviken et al. 2001], veja Borges e Menezes
em [Borges G.A. 2006].

2.2 Controle Preditivo Não-Linear Direto

Os processos industriais devem operar sob especificações de desempenho e segurança, além de
um conjunto de restrições. Assim as diversas técnicas de aplicação de controle preditivo a sistemas
não-lineares [Findeisen 2002] torna-se uma abordagem interessante. O controle preditivo não-linear
direto1 utiliza o modelo não-linear do processo diretamente na função de custo a ser minizada. Isto
leva a um problema que normalmente não tem solução ótima garantida [Qin e Badgwell]. Assim o
controle preditivo não-linear direto fica restrito a problemas onde é possível encontrar uma solução
ótima global garantida. Neste contexto é difícil garantir estabilidade e convergência da solução.
No caso linear com função de custo quadrática tem-se uma única solução ótima [Rossiter 2003,
Camacho e Bordons 2003]. A Figura 2.1 mostra a estrutura do controlador preditivo não-linear
apresentada por Findeisen e Allgower em [Findeisen 2002].

A Figura 2.1 apresenta os blocos funcionais do controle preditivo direto aplicado por Findeisen
e Allgower: a planta não-linear, um estimador de estados e o controlador preditivo não-linear.
Sendo o controlador composto por: um modelo interno da planta, uma função de custo associada
a restrições nos estados e um otimizador dinâmico.

1O termo ‘Controle Preditivo Não-Linear Direto’ é usado neste trabalho para diferenciar do Controle Preditivo
Não-Linear baseado em Modelos Lineares, ou seja, este é o tipo de controle que utiliza a função não-linear do sistema
de forma explícita na função de custo a ser otimizada.
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Figura 2.1: Estrutura de Controlador Preditivo Não-Linear apresentado por Findeisen e Allgower
[Findeisen 2002]

2.3 Controle Não-Linear Baseado em Modelos Lineares

O trabalho de Pimenta [Pimenta 2003] apresenta um controle preditivo generalizado adapta-
tivo, do inglês Adaptive Generalized Predictive Control (AGPC) com base em modelos identificados
pelo método dos mínimos quadrado [Isermann R. 1992, Ljung 1999] ou pelo método do gradiente.
Note que o modelo deverá ser diferente para cada ponto de predição e assim de forma correspon-
dente será calculado o sinal de controle com o Generalized Predictive Control (GPC).

A estimação e a modelagem baseada no filtro de Kalman estendido é outra forma comum de
utilização de técnicas lineares de controle preditivo, como o recente trabalho de Bellemans et al.
[Bellemans, De Schutter B. e De Moor 2006], que faz a aplicação do FKE para identificação de
modelos do processo para uso no controlador linear. Nesse recente trabalho o modelo interno do
controlador é alterado a cada instante de amostragem, ou seja, o modelo utilizado é um modelo
com estados estimados pelo FKE. Esse modelo é, na verdade o mesmo utilizado na propagação da
matriz de covariâncias da estimação recursiva via filtro de Kalman, veja mais detalhes nas Seções
4.1 e 4.2.

Uma abordagem comum em aplicações de controle preditivo linear em sistemas não-lineares
é a utilização de modelos de Hammerstein e de Wiener como apresentam os trabalhos de Go-
mez em [Gomez, Jutan e Baeyens 2004], Bloemen et. al em [Bloemen, Boom e Verbruggen 2000]
e Yun em [Yun et al. 2005]. Tais modelos são compostos por dois elementos básicos um mode-
lo dinâmico linear e um bloco estatico não-linear na entrada, no caso dos modelos de Ham-
merstein, ou na saída, caso de Wiener. Muitos processos podem ser modelados dessa forma
[Fruzzeti, Palazoglu e Mcdonald 1997]. Assim pode-se controlar um sistema não-linear com técni-
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cas de controle preditivo linear como apresentado em [Abdennour M. Ksouri 2002] por Abdennour
e por Cervante et al em [Cervantes, Agamennoni e Figueroa 2003] onde se utilizam técnicas de
estimação recursiva com controle preditivo na parte dinâmica linear dos modelos de Hammerstein
e Wiener.

Fruzzetti et al. em [Fruzzeti, Palazoglu e Mcdonald 1997] apresentam um técnica de controle
preditivo não-linear que utiliza modelo de Hammerstein, cuja estrutura é ilustrada na Figura 2.2,
onde F representa um filtro linear, Gc é o controlador preditivo baseado em modelo, do inglês
Model Predictive Control, (MPC) linear, NL é o elemento estático não-linear, NLI é a inversa da
não-linearidade NL (suas raízes), x é a saída do controlador, ym é a saída do modelo e h é uma
variável auxiliar de forma que h = y − ym.

,

Figura 2.2: Estrutura do Controlador de Fruzzetti

A função custo a ser minimizada é:

Jf =
N2∑

i=N1

Ψe2(t + i) +
Nu∑
i=1

Λ∆x2(t + i− 1), (2.1)

onde Ψ e Λ são as respectivas ponderações de e(t) e ∆x.

Como a não-linearidade do sistema é representa por uma expansão polinomial finita, a inversa
da não-linearidade pode ser representada diretamente utilizando suas raízes. O projeto do con-
trolador preditivo é linear gerando x(t) que, a partir de NLI, gera o sinal de controle, u(t), a ser
aplicado na planta. O sinal de controle deve ser selecionado dentre as raízes válidas (valores reais
que atendam às restrições) do polinômio de NL, equação (2.1), sendo recomendável que este tenha
grau impar para garantir pelo menos uma solução real.

O controle linear robusto H∞ aplicado a sistemas não-lineares foi objeto de estudo da tese
de doutorado de Franco [Franco 2006]. Nesse trabalho a aplicação da técnica de controle robusto
linear foi utilizada como controlador de um sistema não-linear de levitação magnética a partir da
linearização exata robusta apresentada em [Franco et al. 2006].

A principal deficiência da linearização exata clássica 2 citada na tese é a dependência desta
técnica dos valores dos parâmetros do processo. Um dos objetivos do corrente trabalho é resolver
este problema com a adpatação da linearização exata, ver seção de objetivos 1.3.

2Temo utilizado pela autora da tese para diferenciar da linearização robusta proposta em [Franco 2006,
Franco et al. 2006]
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A linearização exata robusta é uma técnica que produz como resultado um modelo linearizado
em cada ponto de operação do processo. Seja o seguinte sistema não-linear: ẋ = f(x) + g(x)u = f(x) +

m∑
i=1

gi(x)ui,

y = λ(x),

(2.2)

um sistema não-linear quadrado, ou seja, como m entradas e m saídas. O modelo utilizado no
controle robusto via linearização exata robusta será obtido como uma aproximação linear do sistema
2.2 em torno de x0. O resultado da tal aproximação (escolhido, sem perda de generalidade, como
x0 = 0)[Franco 2006, cap. 1] é dado por:{

ẋ = Arxr + Brvr,

y = Crx,
(2.3)

onde:

Ar =
∂f

∂x
|x=0, (2.4)

Br = g(0), (2.5)

Cr =
∂λ

∂x
|x=0, (2.6)

note que o sinal de controle utilizado é vr e não ur, ou seja, este não é o sinal que será aplicado no
processo não-linear, pois se fosse aplicado este diretamente no processo tem-se a linearização no
ponto de operação. Em [Franco et al. 2006] apresenta-se a transformação necessária para mudar o
sinal de atuação do modelo linear para o sinal de atuação a ser enviado para o processo não-linear.
Novamente ressalta-se o grande interesse acadêmico na utilização de técnicas lineares aplicadas a
sistemas não-lineares.

Figura 2.3: Sistema de dois tanques acoplados apresentado Poulsen et al.

A aplicação de controle preditivo linear em sistema não-linear de nível de líquidos foi objeto
de estudo do trabalho apresentado por Poulsen em [Poulsen, Kouvaritakis e Cannon 2001]. Nesse
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trabalho foi utilizado um sistema de nível de líquidos com dois tanque acoplados, como mostrado
na Figura 2.3. A equação 2.7 apresenta um modelo modificado do sistema, onde os nível dos
tanques h1 e h2 são as variáveis de estado do sistema não-linear e a saída do sistema é o nível do
tanque 2, y = h2, os tanques estão acoplados por uma válvula pela qual passa um fluxo dependente
da diferença de nível. A saída de líquido do sistema ocorre pelo tanque 2, que também é função
do nível neste tanque, qo = k2

√
h2. Assim tem-se o seguinte modelo não-linear do sistema:

{
ḣ1 = qi − k12

√
h1 − h2

ḣ2 = k12

√
h1 − h2 − k2

√
h2

(2.7)

A aplicação da linearização exata foi empregada para possibilitar a aplicação do controle
linear ao sistema. O controle MPC com restrições aplicado no modelo fornecido pela Line-
arização Exata do modelo mostrado em 2.7 foi implementado e comparado a um controlador
PID para aplicações em pequenos sinais como apresentado na secção de resultados do trabalho
[Poulsen, Kouvaritakis e Cannon 2001]. Vale ressaltar que este processo é um sistema SISO e que
o controlador não possui característica antecipativa. Assim, a equação estática da linearização
exata é:

Φ(u, h) = (α1ut + α2)
√

h1 − h2 + α3(
h1 − h2

h2
− 1)

√
h2, (2.8)

onde:

α1 =
2C

a2
, (2.9)

α2 = C(2a2 −
a2

1

a2
)e (2.10)

α3 = a1C, (2.11)

para maiores detalhes de como a equação (2.8) foi encontrada ver texto original de Poulsen et al.
em [Poulsen, Kouvaritakis e Cannon 2001].

A equação (2.7) foi adaptada para a forma de modelagem utilizada nesse trabalho, pois os
autores não trabalham a notação compacta com k2 e k12. Logo no texto original tem-se que:

k12 = σ1a1

√
2g, (2.12)

k2 = σ0a0

√
2g, (2.13)

onde:

a0 = 0, 8cm2 (2.14)

é a área da secção transversão da conexão entre os tanques,

a1 = 0, 5cm2 (2.15)
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é a área da secção transversão da conexão de saída do tanque 2 e

C = 153, 9cm2 (2.16)

é a área da secção transversal dos tanques 1 e 2. Assim substituíndo os valores de k12 e k2, equações
(2.12) e (2.13), na equação 2.7 tem-se o modelo original [Poulsen, Kouvaritakis e Cannon 2001].

2.4 Controle Não-Linear via Sistemas Inteligentes

As redes neurais artificiais são aproximadores universais, como a lógica fuzzy [Ljung 1999],
[Haykin 2001] e [Hangos, Bokor e Szederkényi 2004]. As redes neurais são aplicadas em engenha-
ria de controle tanto na identificação quanto no controle de sistemas não-lineares [Haykin 2001,
Haykin 2001, Huang e Lewis 2003]. O controle preditivo utilizando redes neurais artificiais é bas-
tante comum como mostram os recentes trabalhos de Peng et al. [Peng, Nakano e Shioya 2007],
Kishor e Singh [Kishor e Singh 2007] e Smith e Hashtrudi-Zaad [Smith e Hashtrudi-Zaad 2005]. A
lógica fuzzy bem como sistemas neuro fuzzy são freqüentemente utilizados em sistemas de controle
seja para identificar ou mesmo como controlador de processos não-lineares [Lu e Tsai 2007].

Peng et. al em recente trabalho [Peng, Nakano e Shioya 2007] apresentam uma estrutura mista
com redes neurais de base radial (RBF), acrônimo do inglês ‘radial basis function’, com lineariza-
ção local baseada em modelos auto-regressivo com entradas exógenas (ARX), acrônimo do inglês
‘autoregressive with exogenous inputs’, para descrever a dinâmica de processos industriais que
possuem não-linearidades suaves e não-estacionárias. Essa estrutura permite o tratamento de pro-
cessos variantes no tempo e dependentes do ponto de operação, desde que tenham localmente um
comportamento linear, tendo assim um modelo RBF-ARX, associação entre redes neurais de base
radial e um modeloo auto-regressivo com entradas exógenas.

O modelo RBF-ARX é um modelo pseudo-linear previamente identificado, a rede de base ra-
dial servirá para definição do ponto de operação, atuando como um escalonador de ganho. Em
[Peng, Nakano e Shioya 2007] apresenta-se também um controlador preditivo não-linear baseado
no modelo RBF-ARX, além disso discute-se a estabilidade do controlador não-linear sob certas
circunstâncias. A praticidade e eficácia desse controlador, assim como as melhorias, são demons-
tradas com uma aplicação industrial ao processo de decomposição do óxido do nitrogênio (NOx)
em plantas térmicas.

2.5 Linearização Exata Adaptativa

Os trabalhos de [Zhang e Singh 2001] e [Ko, Strganac e Kurdila 1999] fazem aplicações de li-
nearização exata adaptativa em sistemas não-lineares. Esses trabalhos apresentam aplicações de
linearização exata com estimadores recursivos para adaptação dos parâmetros.

Diferentemente do presente trabalho aqueles autores não aplicam técnicas de controle preditivo
nem utilizam o filtro de Kalman na estimação dos parâmetros. Este dois trabalhos têm foco na
linearização exata adaptativa associada a estimadores recursivos de estados e parâmetros. Neste
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trabalho o foco será a associação do filtro de Kalman com a linearização exata que possibilita
aplicação de técnicas de controle linear a sistemas não-lineares.

2.6 Resumo do Capítulo

O foco deste capítulo foi mencionar trabalhos recentes onde houve a aplicação de técnicas
e aplicações recentes de controle de sistemas não-lineares, principalmente aplicações de métodos
lineares. A seção 2.1 apresentou trabalhos com foco em técnicas de estimação iniciando com um
trabalho de estimação em batelada. Apresentou também trabalhos de estimação baseados no
filtro de Kalman e suas derivações, assim mostrou-se a importância acadêmica dos estudos de
identificação de sistemas e de estimação de estados e parâmetros com o filtro de Kalman estendido
e com o filtro de Kalman ‘unscented’, sendo que também foi apresentada a origem da transformação
‘unscented’ que permite a propagação das covariâncias do filtro de Kalman de forma não-linear.

A seção seguinte mostrou alguns trabalhos de controle preditivo utilizando funções não-lineares
diretamente no cálculo da função de otimização. A seção 2.3 apresentou o contexto principal
deste trabalho: a aplicação de técnicas de controle linear em sistemas não-lineares. Incialamente
mencionou-se uma tese de doutorado onde estimadores recursivos associados a GPC foi utilizado
para controlar juntas robótica de forma adaptativa. Foi citado um recente trabalho que utiliza o
FKE como estimador recursivo de estados e de modelo linearizado como modelo interno de um
controlador preditivo.

Outros trabalhos que utilizam modelos de Hammerstein e Wiener foram apresentados como
forma de aplicar o conhecimento de controle linear em sistemas não-lineares, tendo um modelo
dinâmico linear e uma função não-linear estática.

A linearização exata robusta proposta em [Franco et al. 2006] como técnica capaz de gerar
sistemas lineares para aplicação de controladores lineares robustos mostra o recente interesse aca-
dêmico pela aplicação de técnicas lineares a sistemas não-lineares como abordagem de controle de
processos.

Ao final da seção foi mostrado o trabalho [Poulsen, Kouvaritakis e Cannon 2001] desenvolvido
por Poulsen et al. onde utiliza-se linearização exata associada a controle preditivo baseado em mo-
delo linear para controlar um sistema de nível SISO, processo de dois tanques acoplados. Poulse
et al. trabalha com um sistema onde as válvulas não são modificadas durante a operação e com-
para resultados de controle preditivo baseado em modelo como controle proporcional, integral e
derivativo em grandes sinais utilizando degrua de 20 cm de altura para a referência.

A seção 2.4 citou alguns trabalhos de redes neurais e lógica fuzzy no controle preditivo de
sistemas não-lineares, a seção seguinte mencionou alguns trabalhos de linearização exata com
adaptações nos parâmetros da função não-linear, estimados de forma recursiva.
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2.7 Conclusões

Atualmente técnicas de controle não-linear de diversas formas estão em estudo por pesqui-
sadores, mas a aplicação de técnicas de controle linear em sistemas reais ainda é uma realidade
em pesquisa, como foi apresentado neste capítulo, assim pode-se concluir que técnicas como a
linearização exata adaptativa possui expressivo interesse para aplicações práticas de controle de
processos.
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Capítulo 3

Sistema de Nível de Líquidos

Este capítulo apresenta o sistema multivariável de
nível de líquidos do laboratório LAVSI-UnB. Um
processo de quatro tanques, duas entradas e duas
saídas, onde o quarto tanque possui secção tran-
versal variável a partir de um terço da altura to-
tal.

Introdução

O processo de nível de líquidos do LAVSI mostrado na Figura 3.1, é composto por quatro
tanques acoplados e duas entradas e duas saídas de líquido conforme esquematizado na Figura 3.2.
Pode-se observar que o tanque 1 possui alimentação de líquido através da entrada 1, u1, e está
acoplado ao tanque 2 por uma válvula regulável. O tanque 2 possui saída de líquido através de
uma vávlvula de saída e está acoplado ao tanque 3 por uma válvula regulável. O tanque 3 possui
alimentação de líquido através da entrada 2, u2, e está acoplado ao tanque 4 por uma válvula
regulável.

As variáveis de estado são as alturas de líquido nos tanques, h1, h2, h3 e h4. As variáveis
manipuladas são as vazões das bombas 1 e 2, qi1 e qi2, respectivamente. Nesta configuração tem-se
um sistema multivariável de quarta ordem. As entradas de líquidos qi1 e qi2 estão conectadas nos
tanques 1 e 3, respectivamente. As variáveis controladas são as alturas dos níveis dos tanque 2 e
4, repectivamente h2 e h4.

O sinal de controle do sistema pode assumir tanto valores positivos quanto negativos, como
apresentado por Bernardes et al. em [Bernardes et al. 2006]. Isso ocorre porque para cada entrada
tem-se duas bombas uma para colocar e outra para retirada de líquido nos tanques 1 ou 3, veja as
equações do sistema não-linear em 3.3. Onde pode-se observar as entradas influenciado as variáveis
h1 e h3.

Com isso pode obter diversas configurações de sistemas SISO, MIMO ou MISO, dependendo
das saídas desejadas, escolhidas dentre as variáveis de estado: h1, h2, h3 e h4. Neste trabalho
apresenta-se principalmente a configuração multivariável com as variáveis de saída sendo as alturas
nos tanques 2 e 4, tem-se assim um sistema com duas entradas e duas saídas, veja equações (3.3).
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Figura 3.1: Imagem do Processo de Nível de Líquidos

3.1 Modelo Não-Linear

A modelagem matemática de um sistema físico muitas vezes é realizada utilizando-se simplifi-
cações para permitir simulações e o estudo dos sistemas dinâmicos. Para a modelagem do sistema
de nível de líquidos assumem-se as seguintes simplificações:

1. A água é imcompressível;

2. A perda de carga nos dutos que transportam água é nula;

3. O fluxo de saída é turbulento (k
√

h) 1

4. A variação no nível de tanque é dada pela diferença entre entrada e saída de líquidos naquele
tanque. A equação 3.1 mostra essa relação

5. A equação de Bernoulli é válida;

Assim pode-se utilizar a seguinte expressão:

dv

dt
= A

dh

dt
=

∑
qi −

∑
qo, (3.1)

1O fluxo de saída turbulento pode ser descrito por qo = k
√

h. De fato, para uma modelagem mais precisa
teriamos que adotar qo = k(h)

√
h. Para fluxo laminar teriamos que adotar qo = k · h

16



Figura 3.2: Esquemático do Processo de Nível de Líquidos

para obter a variação do volume em um determinado tanque, onde:

• v - volume de líquido no tanque em cm3;

• A - área da secção tranversal do tanque em cm2;

• h - o nível de líquido no tanque em cm;

• qi - a vazão de entrada no tanque em cm3/s;

• qo - a vazão de saída do tanque em cm3/s;

A equação que determina a vazão de saída de líquido pode ser obtida como conseqüência da
aplicação da equação de Bernoulli. Podemos também simplificar tal resultado e colocar apenas um
parâmetro, k, e assim a vazão em função da altura resulta em:

q = k ·
√

h, (3.2)

onde o parâmetro k depende de diversos fatores como a geometria de válvula e da aceleração da
gravidade, sua dimensão é cm2,5/s.

Utilizando as simplificações aqui apresentadas pode-se obter o seguinte modelo não-linear para
o sistema de nível de líquidos de quarta ordem:


A1ḣ1 = qi1(t)− q12(t)signal(h1(t)− h2(t))− qo1(t)
A2ḣ2 = q12(t)signal(h1(t)− h2(t))− q23(t)signal(h2(t)− h3(t))− qo2(t)
A3ḣ3 = qi3(t) + q23(t)signal(h2(t)− h3(t))− q34(t)signal(h3(t)− h4(t))− qo3(t)
A4ḣ4 = q34(t)signal(h3(t)− h4(t))− qo4(t)

(3.3)

O modelo apresentado pelas equações (3.3) considera saída de líquidos em todos os tanques,
como no tanque 1 e 3 temos entrada de líquidos pode-se simplificar o modelo considerando apenas
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o sinal de atuação nos tanques 1 e 3. Na verdade nestes tanques não existe saída de líquidos, como
mostra [Bernardes et al. 2006], o que ocorre é uma saída pela conexão das bombas de entrada e
retirada de líquido. Assim obtém-se o modelo:


A1ḣ1 = q1(t)− q12(t) · signal(h1 − h2)
A2ḣ2 = q12(t) · signal(h1 − h2)− q23(t) · signal(h2 − h3)− qo2(t)
A3ḣ3 = qi3(t) + q23 · signal(h2 − h3)− q34(t) · signal(h3 − h3)
A4ḣ4 = q34(t) · signal(h3 − h4)− qo4(t),

(3.4)

onde:

• Ai - área da secção tranversal do tanque i em cm2 em função do nívelno respectivo tanque,

• hi - o nível no tanque i em cm,

• qi1 - a vazão de entrada (positiva ou negativa) de líquido no tanque 1 em cm3/s,

• qi3 - a vazão de entrada (positiva ou negativa) de líquido no tanque 3 em cm3/s,

• qo2 - a vazão de saída de líquido do tanque 2 em cm3/s,

• qo4 - a vazão de saída de líquido do tanque 4 em cm3/s,

• q12 - a vazão entre os tanques 1 e 2 em cm3/s,

• q23 - a vazão entre os tanques 2 e 3 em cm3/s,

• q34 - a vazão entre os tanques 3 e 4 em cm3/s,

• A função signal é definida da seguinte forma:

signal =

{
1, se x ≥ 0
−1, se x < 0.

(3.5)

A área da secção tranversão do tanque 4 sofre variação com o nível, mas as áreas dos tanques 1,
2 e 3 podem ser consideradas constante e iguais a: 60cm2. Para o tanque 4 até o nível de 14, 7cm
a área da secção transversal é de 60cm2 após este nível a área sofre aumento linear com o nível do
líquido como mostra a equação2

A4 =


60cm2 ∀ h4 < 14, 7cm

(
(h4 − 14, 7)

20, 2− 10
49, 5− 14, 7

+ 10
)
· 6 ∀ h4 ≥ 14, 7cm.

(3.6)

2Os valores indicados nã fração
20, 2− 10

49, 5− 14, 7
representam as seguintes características:

• 10 - a menor largura do tanque,

• 20,2 - largura do tanque 4 na altura máxima,

• 14,7 - altura onde se inicia a variação de largura,

• 49,5 - altura máxima do tanque.
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A equação 3.6 mostra que o tanque 4 do sistema de nível de líquidos do LAVSI possui uma
secção tranversal variável quando a altura passa de 14, 7 cm. A área da secção tranversal tem valor
mínimo de 60cm2, e atinge o valor de 121, 2 cm2 quanto o nível do tanque é de 49, 5 cm. Este
tanque possui como análogo elétrico um capacitor cuja capacitância é variável.

A variação da área da secção tranversal gera um sistema que precisa de uma adaptação no
controle para o nível, pois a linearização do modelo em um ponto com o ponto de operação do
sistema não é satisfatória.

Utilizando a equação (3.2) pode-se obter os valores das vazões entre os tanques do modelo
não-linear, equação (3.3), obtendo as equações:

qo2 = ko2

√
h2(t), (3.7)

qo4 = ko4

√
h4(t), (3.8)

q12 = k12

√
|h1(t)− h2(t)|, (3.9)

q23 = k23

√
|h2(t)− h3(t)|, (3.10)

q34 = k34

√
|h3(t)− h4(t)|, (3.11)

substituindo-se os valores das equações (3.7) a (3.11) na equação (3.4) temos o seguinte modelo
não-linear:



A1ḣ1 = qi1(t)− k12

√
|h1 − h2|signal(h1 − h2)

A2ḣ2 = k12

√
|h1 − h2|signal(h1 − h2) . . .

−k23

√
|h2 − h3|signal(h2 − h3)− ko2

√
h2

A3ḣ3 = qi2(t) + k23

√
|h2 − h3|signal(h2 − h3) . . .

−k34

√
|h3 − h4|signal(h3 − h4)

A4ḣ4 = k34

√
|h3 − h4|signal(h3 − h4)− ko4

√
h4

(3.12)

3.2 Limitações de Atuação e Referências

O atuador do sistema de nível de líquidos é um conjunto formado por duas moto-bombas, assim
tem-se um sinal de atuação positivo e negatio. Porém nem todo par R2, R4 de referências do nível
h2 e h4 é realizável com as limitações Q+i1 e Q+i2, estes são os máximos valores das entradas qi1

e qi2, respectivamente. Define-se também os valores mínimos das entradas qi1 e qi2 como: Q−i1 e
Q−i2, respectivamente.

Nesta seção analisa-se duas possibilidades a referência para o tanque 2 é maior que a referência
para o tanque 4, definidos respectivamente como r1 e r2 e o caso contrário, onde referência para o
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tanque 4 é maior que a referência para o tanque 2. No primeiro caso temos que:

qo1 = k2

√
R2, (3.13)

qo2 = k4

√
R4, (3.14)

assim podemos encontrar os níveis dos tanques 2, 3 e 4 em regime permanente, definidos como:
H2, H3 e H4. logo:

H2 = R3, (3.15)

H4 = R4, (3.16)

H3 =
k2

4H4

k2
34

+ H4, (3.17)

assim tem-se os seguintes sinais de atuação em regime permanente, Qi1 e Qi2, que podem ser
facilmente derivados das equações (3.7) a (3.11) e o modelo, equação (3.12):

Qi1 = k2

√
H2 + signalal(h2 − h3)k23

√
|H2 −H3|, (3.18)

Qi2 = k4

√
H4 − signalal(h2 − h3)k23

√
|H2 −H3|, (3.19)

onde k23

√
|H2 −H3| é o valor de vazão que flui do tanque 2 para o tanque 3, caso a referência r1

seja maior que r2, caso contrário o fluxo se dará do tanque 3 para o tanque 2.

Assim, para que o controle com referências R2 e R4 seja exeqüível, deve-se observar as seguintes
restrições de atuação:

Q−i1 ≤ Qi1 ≤ Q+i1, (3.20)

Q−i2 ≤ Qi2 ≤ Q+i2, (3.21)

no sistema de nível atual os valores de vazão máxima e mínima são, respectivamente: 75cm3/s e
−80cm3/s para ambas as entradas, como mostrado em [Bernardes et al. 2006].

Assim caso os valores de Qi1 e Qi2, para um dado par de referências, não estejam dentro dos
intervalos indicados nas equações (3.20) e (3.21) o par de referências não será atingível devido a
restrições de atuação.

3.3 Conclusões

Este capítulo apresentou o sistema de nível de líquidos do Laboratório de Automação Visão e
Sistemas Inteligentes. Sistema este que possui válvulas configuráveis entre tanques interconectados
gerando um sistema não-linear multivariável que pode ser objeto de estudo e aplicação de técnicas
de controle de sistemas não-lineares. Uma das grandes vantagens deste sistema é a possibilidade
de configurações das válvulas entre os tanques.

O sistema é configurável e pode-se ser aplicado a estudos de controle em diversas formas, desde
controle de sistema SISO de primeira e segunda ordem a controle multivariável de quarta ordem
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com duas entrdas e duas saídas. Além disso pode-se realizar comparações entre algoritimos de
controle e de estimação aplicados a sistemas não-lineares. Outra vantagem é a fácil configuração
das válvulas entre os tanques e a possibilidade de mudança durante a execução de um experimento.

Apresentou-se também uma análise das limitações de atuação para um para qualquer de refe-
rências dos níveis dos tanques 2 e 4. Mostrando assim mais uma das dificuldades de controle do
sistema na configuração multivariável com as saídas sendos os níveis dos tanques 2 e 4.
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Capítulo 4

Estimação Não-Linear Beseada no Filtro
de Kalman

Este capítulo apresenta a estimação conjunta de
estados e parâmetros do modelo do processo pelo
filtro de Kalman Estendido. O FKE é um estima-
dor recursivo sub-ótimo de sistemas não-lineares
bastante utilizado em estimação e controle de pro-
cessos. O FKE é responsável pela parte adap-
tativa da linearização exata adaptativa, onde os
estados e parâmetros são estimados de forma re-
cursiva.

Introdução

O controle de processos pode ser realizado com diversas técnicas, algumas delas exigem um
modelo de processo acurado, seja em tempo de projeto ou de execução, como controle adaptativo,
controle ótimo e controle preditivo. A obtenção de um modelo para o processo pode ser feita
pelas leis física, também denominada modelagem caixa branca, pela identificação caixa preta e
pela identificação caixa cinza [Aguirre 2004].

A modelagem caixa branca é baseada num modelo matemático do processo baseado na aplicação
de leis físicas que atuam no sistema a ser modelo. A modelagem caixa preta utiliza somente padrões
de entrada e saída do processo numa estrutura predefinida, não baseado na modelagem física do
processo[Ljung e Glad 1994], e ajusta os parâmetros deste modelo. A identificação caixa cinza é
um meio-termo entre a identificação caixa branca que tem o modelo totalmente baseado em leis
físicas e a caixa preta, onde desconhece-se o processo em estudo, assim inclui-se termos baseados
no processo e outros genéricos [Aguirre 2004]. Em qualquer tipo de modelagem pode-se estimar
os parâmetros do modelo com a finalidade de melhorar o modelo para ser utilizado no controle do
processo [Ljung 1999].

O modelo de um sistema físico pode assumir diversas formas [Rossiter 2003, Ljung 1999],
como Finite impluse response (FIR), Controllerd Auto-Regressive Integrated Moving Average (CA-
RIMA), funções de transferência, espaço-de-estados e outras formas de modelagem de sistemas.
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Este trabalho utilizará o modelo no espaço-de-estados tanto para as equações não-lineares quanto
para as linearizadas e lineares. Quando se tem um modelo definido pode-se utilizar técnicas de
estimação para obter os valores de dos parâmetros modelados. Neste trabalho utilizamos o filtro
de Kalman e suas derivações como estimadores recursivos para estados e parâmetros do modelo.

As técnicas de estimação podem ser utilizadas em identificação de sistemas [Aguirre 2004],
sendo assim, uma de suas etapas, para estimar os valores dos parâmetros de um modelo de processo
utilizando os dados medidos, técnica básica para aplicação de controladores adaptativos. Outra
aplicação é a estimação de variáveis de estado de sistemas dinâmicos, isso com o objetivo de
melhorar a medida de tais variáveis que podem estar sob influência de ruído ou mesmo para
estimar uma variável que não pode ser medida diretamente.

A estimação recursiva fornece novas estimativas, para as variáveis de estados ou para os parâ-
metros do modelo, a cada iteração do algoritmo. Aguirre em [Aguirre 2004] apresenta aplicações
de técnicas de estimação recursiva de sistemas lineares e não-lineares. A estimação utilizada neste
trabalho utiliza apenas os valores medidos, as entradas do processo e as estimativas na iteração an-
terior para gerar novas estimativas das variáveis de estados e dos parâmetros do processo, ou seja,
estimação conjunta de variáveis e parâmetros do modelo utilizando o filtro de Kalman estendido.

4.1 O Filtro de Kalman - FK

O filtro de Kalman é um estimador recursivo ótimo para sistemas lineares e variantes no tempo
[Kalman 1960] que foi desenvolvido por Rudolf Kalman em 1960. Isso significa que a estimação
do vetor de estado é realizada com o valor previamente estimado e com as medidas atuais, em
contraste com os métodos de estimação em batelada. Nestes são necessários valores históricos de
observações ou valores estimados. O FK não só funciona muito bem na prática como é uma solução
teoricamente elegante porque é possível mostrar que de todas as possibilidades de filtragem o FK
é a solução que minimiza a variância do erro estimação[Simon 2006].

O filtro de Kalman é provavelmente o estimador quadrático recursivo mais utilizado em enge-
nharia de controle. Uma forma de utilização bastante comum é a estimação de estados e parâmetros
de um sistema, estimação conjunta, que pode ser feita simultaneamente ou de forma desacoplada
[Jazwinski 1970]. O trabalho original de Kalman [Kalman 1960] era restrito para sistemas mode-
lados em tempo discreto. No ano seguinte Kalman e Bucy [Kalman e Bucy 1961] desenvolveram
uma versão do filtro de Kalman para o caso contínuo, neste caso o filtro também é conhecido como
filtro de Kalman-Bucy.

A estimação de sistemas utilizando o filtro de Kalman é realizada em duas fases, a primeira é
denominada predição, equações 4.7-4.9, e a segunda correção, equações 4.10 e 4.11. Na predição
utiliza o modelo linear do processo, os estados estimados na iteração anterior, quando for o caso
da estimação conjunta os parâmetros anteriormente estimados e a entrada do processo no instante
atual, assim obtém-se os estados ou estados e parâmetros preditos.

Na fase de correção utiliza-se as medições do processo para realizar uma ponderação entre a
predição e a medição, assim tem-se os valores estimados pelo filtro ótimo para sistemas lineares. A
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inicialização gera os valores iniciais da estimação x̂0 e da matriz de covariância do erro de estimação
P0, ver as equações 4.5-4.6.

4.1.1 Algoritmo do filtro de Kalman

Este é o algoritmo básico do filtro de Kalman para sistemas discreto [Kalman 1960]. As fases
de inicialização, predição e correção são apresentadas para o sistema descrito pela equação 4.1

Seja o seguinte sistema linear, modelado no espaço-de-estados:

{
xk+1 = Fkxk + Bkuk + wk+1,

yk = Hkxk + vk,
(4.1)

onde wk e vk são ruídos Gaussianos independentes de média nula e matrizes de covariâncias Qk e
Rk, respectivamente, ou seja,

wk ∼ N(0,Qk), (4.2)

vk ∼ N(0,Rk). (4.3)

Sendo que wk é o ruído de processo e vk é o ruído de medição do sistema modelado no espaço-de-
estados.

Inicialização:

k = 0, (4.4)

x̂0 = E[x0], (4.5)

P0 = E[(x0 − E[x0])(x0 − E[x0])T ]. (4.6)

Fase de predição da estimação:

x̂−k = Fk|k−1x̂k−1 + Bk|k−1uk. (4.7)

Propagação da matriz de covariância do erro de estimação:

P−k = Fk|k−1Pk−1FT
k|k−1 + Qk−1. (4.8)

A matriz de ganho de Kalman é definida como:

Kk = PkHT
k (HkPkHT

k + Rk). (4.9)

Fase de correção do valor predito

x̂+
k = x̂−k + Kk(yk −Hkx̂−k ). (4.10)

Atualização da matriz de covariância do erro de estimação

P+
k = (I −KkHk)P−k . (4.11)
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4.2 O Filtro de Kalman Estendido - FKE

A maioria dos sistemas presentes na natureza são não-lineares, como comentado no capítulo 2, e
o filtro de Kalman é um estimador para sistemas lineares, ou seja, como aplicar o FK em sistemas
não-lineares, uma vez que este é um estimador ótimo de sistemas lineares. O FKE permite a
aplicação do filtro de Kalman a sistemas não-lineares, tornando-se assim uma das mais aplicadas
[Haykin 2001] derivações do FK aplicado a sistemas não lineares [Jazwinski 1970].

Além do EKF existe também o filtro de Kalman ‘unscented’ que é baseado na transformação
‘unscented’ apresentada por Julier et al. em [Julier, Uhlmann e Durrant-Whyte 2000]. Wan et
al. apresenta uma aplicação do filtro de Kalman ‘unscented’ na estimação conjunta de estados e
parâmetros em [Wan, Merwe e Nelson 2000][Haykin 2001, cap. 7].

Diversos autores investigaram o uso do filtro de Kalman estendido (FKE) na estimação de
parâmetros de sistemas dinâmicos (lineares ou não-lineares). Esta idéia não é recente, como de-
monstra [Jazwinski 1970]. No caso da estimação apenas de parâmetros, o problema pode ser
formulado ainda como o de estimação de estados de um sistema dinâmico estocástico, onde o filtro
de Kalman possui a mesma formulação do algoritmo de quadrados mínimos recursivo com ganho
normalizado [Ljung 1999]. Quando o problema envolve estimação simultânea de estados e de parâ-
metros de um processo, podendo servir de base para controle adaptativo ou mesmo para controle
preditivo de forma adaptativa, uma reformulação aumentada do problema em espaço-de-estados é
a solução mais comumente empregada [Chen e Liu 2000, Simon 2006].

Entretanto, o emprego deste estimador recursivo inspira cuidado, principalmente por empregar
um modelo linearizado do problema de estimação simultânea dos estados do processo e dos parâme-
tros do modelo, o que pode resultar em divergência. Outros trabalhos empregaram a mesma idéia,
como em [Leu e Baratti 2000] que apresenta uma abordagem sistemática de ajuste das matrizes
de covariância do filtro.

O FKE foi utilizado por Williams em [Williams 1992] para ajustar os parâmetros de redes
neurais recorrentes. Aragones et al. em [Aragones, Borges e Fournier 2002] utilizam o FKE como
estimador de parâmetros do modelo cinemático de um robô móvel omnidirecional objetivando
reduzir erros de odometria. Para problemas de estimação de estados de sistemas não-lineares a
abordagem Bayesiana representada por Monte Carlo (filtro de Partículas) é outra solução sub-ótima
que pode reduzir o risco de divergência como mostrado em [Doucet, Freitas e Gordon 2001].

Na sua derivação, algumas hipóteses são estabelecidas [Jazwinski 1970], tais como:

1. Incertezas da distribuição Gaussiana,

2. O conhecimento exato do modelo,

3. A consistência estatística da estimativa inicial.

Quando todas as hipóteses são respeitadas, a convergência e a consistência na estimação são
garantidas. Para sistemas não-lineares discretos, este estimador tem sido aplicado utilizando o
modelo linearizado do processo, que é obtido em torno da estimativa precedente (fase de predição)
ou em torno da estimativa predita (fase de correção), quando as observações são integradas para
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corrigir a estimativa predita de estado e sua matriz de covariâncias. Esta variante do estimador é
conhecida como filtro de Kalman estendido (FKE). Entretanto, o FKE é um estimador sub-ótimo
sem garantia de convergência [Jazwinski 1970].

Algumas técnicas de projeto e de ajuste têm sido usadas com o intuito de minimizar a possi-
bilidade de divergência, fazendo do seu ajuste uma ‘arte’.

4.2.1 Algoritmo do Filtro de Kalman Estendido

O algoritimo do filtro de Kalman estendido é bem semelhante ao apresentado na secção 4.1.1.
O que muda é que o modelo do processo agora utiliza as derivadas do modelo não-linear do sistema
real, como mostra a 4.12. A fase de predição do filtro de Kalman estendido pode ser realizada
utilizando o modelo não-linear 4.17, mas no passo de propagação das matrizes de covariâncias
utilizam-se a matrizes Jacobianas do sistemas não-linear como mostram as equações 4.13 e 4.18.
Esta é a principal diferença em relação ao filtro de Kalman ‘unscented’, pois este não utiliza a
Jacobiana na propagacão de covariâncias.

Seja o seguinte sistema não-linear modelado no espaço-de-estados:{
xk+1 = f(k,xk) + wk

yk = h(k,xk) + vk,
(4.12)

onde wk e vk são ruídos Gausianos independentes de média nula e matrizes de covariâncias Qk e
Rk, respectivamente. Sejam as definições de Fk e Hk:


Fk =

∂f

∂x
|x=x̂k|k−1,uk

,

Hk =
∂h

∂x
|x=x̂k|k−1

,

(4.13)

ou seja , Fk e Hk são as matrizes Jacobianas de f(k,xk) e h(k,xk)

Inicialização:

k = 0, (4.14)

x̂0 = E[x0], (4.15)

P0 = E[(x0 − E[x0])(x0 − E[x0])T ]. (4.16)

Fase de predição da estimação:

x̂k|k−1 = f(k, x̂k−1|k−1,uk, 0). (4.17)

Propagação da matriz de covariância do erro de estimação:

P−k = Fk|k−1Pk−1FT
k|k−1 + Qk−1. (4.18)

A matriz de ganho de Kalman é definida como:

26



Kk = PkHT
k (HkPkHT

k + Rk). (4.19)

Fase de correção do valor predito

x̂+
k = x̂−k + Kk(yk −Hkx̂−k ). (4.20)

Atualização da matriz de covariância do erro de estimação

P+
k = (I −KkHk)P−k . (4.21)

4.2.2 Aplicação ao processo de nível de líquidos

Freitas et al. em [Freitas, Borges e Bauchspiess 2004] investigaram a aplicação de um filtro
de Kalman estendido para a estimação on-line dos parâmetros de processos não-lineares reais de
um sistema de nível de líquidos de terceira ordem, o mesmo sistema havia sido controlado via
linearização exata por Gosmann em [Gosmann 2002]. Em simulações é sabido que não há maiores
dificuldades, como também verificado neste trabalho, uma vez que não haja discrepância entre o
modelo gerador dos sinais e o modelo utilizado pelo filtro de Kalman estendido. Neste trabalho
apresenta-se o FKE como estimador de estados e parâmetros de um sistema de nível de líquidos
de quarta ordem.

Como sempre existem discrepâncias entre o modelo utilizado no filtro de Kalman e o pro-
cesso real é muito provável que haja dificuldades na implementação prática de um controla-

dor baseado nos parâmetros estimados pelo filtro de Kalman. Seja x =
[
h1 h2 h3 h4

]T

e

θ =
[
k2 k4 k12 k23 k34

]T

vetores representando as variáveis de estado e os parâmetros de in-
teresse do modelo apresentado no Capítulo 3. A estimação recursiva e simultânea destas variáveis é
feita considerando-se o seguinte modelo estendido para a evolução em tempo discreto dos estados:

zk =

[
xk

θk

]
+ wk =



h1

h2

h3

h4

k2

k4

k12

k23

k34


+ wk, (4.22)

no qual zk é o vetor de estados estendido, estados e parâmetros do sistema, wk ∼ N(0,Qk) é um
ruído Gaussiano branco e k é o índice de tempo discreto. O processo wk modela as incertezas na
evolução de x e de θ, que incluem imperfeições do modelo. Entretanto, supor que wk é Gaussiano
pode ser uma aproximação grosseira, principalmente quando se lida com modelos não-lineares. Uma
apropriada escolha de sua matriz de covariâncias Qk de modo que suas componentes modelem uma
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incerteza superior às incertezas intrínsecas do processo pode minimizar o risco de divergência da
estimação [Jazwinski 1970].

Devido à dificuldade em determinar correlações entre as incertezas da evolução de x e de θ, Qk

é suposta uma matriz diagonal, com os elementos da diagonal principal representando as variâncias
dos ruídos gaussianos de evolução de cada variável de estado do modelo estendido, logo temos:

Qk =

[
0, 05 · I4×4 05×5

04×4 0, 01 · I5×5

]
, (4.23)

note que mesmo Qk podendo variar em função do índice de tempo discreto, mas neste trabalho
utiliza-se um valor constante.

De acordo com o formalismo do FKE, com a evolução no tempo do processo, são mantidas
estimativas de ẑk e de sua matriz de covariâncias P̂k. Por meio da predição, ẑk−1 e P̂k−1 são
propagadas ao instante k, resultando assim em ẑk|k−1 e P̂k|k−1, como mostrado na sub-seção 4.2.1.

Quando observações são efetuadas sobre o processo físico, estas são usadas para corrigir as
estimativas preditas. Para tanto, o seguinte modelo de medição é usado:

yk =

[
I4×4 04×5

05×4 05×5

]
zk + vk, (4.24)

no qual vk ≈ N(0,Rk) é um ruído branco de medição, suposto Gaussiano. A integração das
medições é feita usando as fórmulas de atualização do FKE, veja 4.2.1, resultando assim em
estimativas ẑk e P̂k. Note que a medição ocorre somente nas variáveis de estado do sistema, pois
não existe sensor para medir os parâmetros do processo. Considerando o novo modelo estendido
de estados e parâmetros, 4.22, temos as seguintes matrizes como Jacobianas do novo sistema

Jfk =


0 −signal(h1−h2)

√
|h1−h2|

A 0 0 0
√

h2
A

signal(h1−h2)
√
|h1−h2|

A

−signal(h2−h3)
√
|h2−h3|

A 0 0

0 0 signal(h2−h3)
√
|h2−h3|

A
−
√

h3−h4
A 0

0 0 0
√

h3−h4
A

−
√

h4
A4

 , (4.25)

Jfx =
1

2A


∂f1

∂h1

∂f1

∂h2

∂f1

∂h3

∂f1

∂h4
∂f2

∂h1

∂f2

∂h2

∂f2

∂h3

∂f2

∂h4
∂f3

∂h1

∂f3

∂h2

∂f3

∂h3

∂f3

∂h4
∂f4

∂h1

∂f4

∂h2

∂f4

∂h3

∂f4

∂h4

 ,
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onde:
∂f1

∂h1
= −k12signal(h1 − h2)√

|h1 − h2|
, (4.27)

∂f1

∂h2
= −k12signal(h1 − h2)√

|h1 − h2|
, (4.28)

∂f1

∂h3
= 0, (4.29)

∂f1

∂h4
= 0, (4.30)

∂f2

∂h1
=

k12signal(h1 − h2)√
|h1 − h2|

, (4.31)

∂f2

∂h2
= −k23signal(h2 − h3)√

|h2 − h3|
+

k12signal(h1 − h2)√
|h1 − h2|

− k2√
h2

, (4.32)

∂f2

∂h3
= −k23signal(h2 − h3)√

|h2 − h3|
, (4.33)

∂f2

∂h4
= 0, (4.34)

∂f3

∂h1
= 0, (4.35)

∂f3

∂h2
=

k23signal(h2 − h3)√
|h2 − h3|

, (4.36)

∂f3

∂h3
= −k34signal(h3 − h4)√

|h3 − h4|
+

k23signal(h2 − h3)√
|h2 − h3|

, (4.37)

∂f3

∂h4
= −k34signal(h3 − h4)√

|h3 − h4|
, (4.38)

∂f4

∂h1
= 0, (4.39)

∂f4

∂h2
= 0, (4.40)

∂f4

∂h3
=

k34signal(h3 − h4)√
|h3 − h4|

, (4.41)

∂f4

∂h4
= −k34signal(h3 − h4)√

|h3 − h4|
− k4√

h4
, (4.42)

, (4.43)

assim o modelo linearizado F utilizado na propagação das covariâncias do filtro de Kalman esten-
dido aplicado ao sistema de nível de líquidos é:

F9×9 =

[
Jfx Jfk

05×4 I5×5

]
,

Nota-se que o modelo de medição incorpora simultaneamente medições de nível dos quatro
tanques. Estas medições são supostas independentes, o que é razoável dado o processo em questão,
resultando em Rk uma matriz diagonal. E mais, sendo as medições variáveis do modelo que
são os níveis de cada tanque, fica mais fácil controlar a convergência de suas estimativas dadas
pelas quatro primeiras componentes de ẑk. De fato, estas estimativas podem divergir apenas
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se as componentes associadas ao ruído de processo wk forem consideradas de variância muito
pequena com relação ao ruído de medição vk. Isto torna mais fácil determinar as quatro primeiras
componentes Qk. Rk é relacionada à precisão e repetibilidade do sensor de nível, e pode ser
determinada experimentalmente.

Por outro lado, determinar as componentes de Qk associadas aos parâmetros θk não é uma
tarefa fácil. Com um sistema real isto é ainda dificultado pelo fato do filtro empregar um modelo de
processo, equação (4.13), aproximado para propagação das covariâncias. Neste caso, a convergência
de xk pode levar à divergência de θk, uma vez que erros de modelagem, modelo apresentado na
equação 4.22, são propagados pelas correlações cruzadas estabelecidas pelo modelo.

4.3 Conclusões

Este capítulo apresentou um resumo sobre o filtro de Kalman e sua principal derivação para
sistemas não-lineares, o filtro de Kalman estendido. Além disso apresentou-se também a derivação
do FKE na estimação conjunta de estados e parâmetros do sistema de nível de líquidos com todas
as equações e parâmetros do processo. Os algoritmos básicos tanto do filtro de Kalman quanto do
FKE foram mostrados de forma resumida, bem como as referências e outros trabalhos apresentados.

A aplicação do FKE como estimador de parâmetros do sistema de nível de líquidos foi apre-
sentada em detalhe para um sistema tanques acoplados de quarta ordem.
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Capítulo 5

Linearização Exata Adaptativa

Este capítulo apresenta a proposta de controle uti-
lizada neste trabalho para sistemas não-lineares.
A LEA consiste no uso de um estimador sub-
ótimo, o filtro de Kalman estendido, que realiza
a estimação conjunta de estados e parâmetros do
processo melhorando o controle não-linear por li-
nearização exata. Assim tem-se um modelo linear
para uso no controle preditivo baseado em modelo.
Este modelo dinâmico simplificado não sofre in-
fluência dos parâmetros do processo.

Introdução

A linearização de sistemas não-lineares em torno de um ponto de operação e um controlador
linear é uma das formas de atuação mais usuais. Esse método tem como principal vantagem
possibilitar a aplicação das técnicas de síntese de controladores lineares, esta mais consagrada que
a teoria de sistemas não-lineares. A desvantagem é que essa aproximação é válida apenas numa
região em torno do ponto de operação do sistema.

A linearização exata por realimentação é a solução para eliminação da dependência do ponto
de operação. Esse método transforma o sistemas não-linear em duas malhas de controle, uma
malha externa dinâmica e linear na forma canônica de Brunovsky e uma malha interna estática
e não-linear, como mostra Figura 5.1. Essa transformação, uma cópia difeomórfica do sistema,
ocorre na forma de mudança de variáveis de estado e de sinal de controle do sistema, assim há um
sistema linear onde o conjunto de variáveis de estado é diferente do conjunto do sistema não-linear
original. Neste contexto, as técnicas de sistemas lineares podem ser aplicadas facilmente na malha
dinâmica e linear gerada pela linearização exata, esta malha é composta pela associação entre a
malha interna não-linear e o sistema não-linear. Desta forma, ocorre um cancelamento das não-
linearidades do sistema com as suas inversas na lineararização exata e gera-se um modelo na forma
de cadeia de integradores que poderá ser controlado utilizando-se técnicas lineares [Isidori 1989].

A linearização exata é um boa técnica para controle de sistemas não-lineares, mas esta não
é aplicável a qualquer sistema, mas somente a sistemas onde seja possível encontrar uma trans-

31



formação difeomórfica que gere um sistema linear na forma canônica de Brunovsky. Ou seja,
para um conjunto de variáveis de estado {x1, x2, x3, ..., xn}, e uma transformação de variáveis
z = Θ = {z1, z2, z3, ..., zn}, onde as funções de coordenadas de Θ forem continuamente diferen-
ciáveis em relação às variáveis {x1, x2, x3, ..., xn} e se, além disso, essa transformação for bijetora.
Resumidamente, para que a aplicação da linearização exata a sistema não-linear seja possível é
necessário a existência de uma transformação de variáveis bijetora e continuamente diferenciável.

Utilizando o método da linearização entrada-saída tem-se que para que um sistema não-linear
seja completamente linearizável é necessário que este tenha grau relativo igual ao número de esta-
dos. Ou seja, seja ri um dos graus relativos do sistema multivariável, para este seja linearizável é
necessário: ∑

ri = n, (5.1)

onde n é o número de estados do sistema. Quando
∑

ri < n tem-se dois sub-sistemas um li-
nearizável e outro denominado dinâmica nulo. Devasia et al. em [Devasia, Chen e Paden 1996]
apresentam um método para eliminação da dinâmica nula de um sistema pela adição de um sinal
de atuação ao sinal gerado após a linearização exata.

Figura 5.1: Estrutura do Controle por Linearização Exata

5.1 Linearização Exata Adaptativa

A proposta de controle não-linear deste trabalho é baseado no uso de técnicas lineares aplicadas
a sistemas não-lineares. O modelo resultante da aplicação da linearização exata adaptativa a um
sistema não-linear é linear e desacoplado. O modelo resultante pode ser controlado com qualquer
técnica de controle linear como PID, alocação de pólos, controle ótimo, controle preditivo baseado
em modelo, controle robusto linear dentre outras técnicas lineares.

Umas das grandes desvantagens da linearização exata é a dependência dos valores do con-
junto de parâmetros do modelo não-linear conforme apresentado em [Sousa 1998, Isidori 1989,
Franco 2006]. Afim de contornar tal problema a linearização exata neste trabalho será associada
ao filtro de Kalman de estendido, apresentado no Capítulo 4 utilizado como estimador de estados
e parâmetros de forma conjunta. Assim tem-se a linearização exata adaptativa que fornece um
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modelo linear para o controlador preditivo baseado em modelo. A adaptação ocorre somente na
parte estática e não-linear, ver LinearizacaoExata(x, θ,v) na Figura 5.1, assim o modelo dinâmico
permanece o mesmo durante toda a execução do processo. Isso facilita a aplicação do controlador
e melhora o resultado do sistema como um todo, assim pode-se, por exemplo, aplicar um controle
ótimo ao sistema linear que este será válido em toda a faixa de operação do sistema não-linear. A
Figura 5.1 apresenta a estrutura na forma de diagrama de blocos da linearização exata adaptativa.

Figura 5.2: Estrutura da Linearização Exata Adaptativa

5.2 Linearização Exata

A eliminação da dependência do ponto de operação e a possibilidade do uso de técnicas li-
neares de controle de processos são os objetivos alcançados com a linearização exata de um pro-
cesso. Em Foss et al [Foss, Johansen e Sorenson 1994] apresenta-se uma aplicação de controle
preditivo utizando modelos locais, como os modelos apresentados na seção anterior, ou seja uma
configuração sub-ótima que é o controle preditivo aplicado a um modelo sub-ótimo de lineari-
zação local do processo. Com a linearização exata elimina-se a adaptação no controle que se
faz necessário quando se utilizam técnicas como EKF em [Freitas, Borges e Bauchspiess 2004],
filtros de partículas [Liu e Chen 1998] e outras técnicas sub-ótimas para estimação de sistemas
[Ljung 1999, Hangos, Bokor e Szederkényi 2004].

Diversos sistemas não-lineares, assim como o sistema de nível de líquidos do LAVSI, podem ser
descritos como:1

1Nesta seção hi é uma função não-linear que mapea os estados para uma saída do sistema e não mais representa
um nível de líquido.
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

dx
dt

= f(x) +
m+∑

i

gi(x)ui

y1 = h1(x)
y2 = h2(x)
...

ym = hm(x)

(5.2)

onde hi não representa o nível de um tanque mas uma função não-linear entre os estados do sistema
e uma das saída deste.

O sistema possuirá grau relativo r se para todo 1 menor ou igual a j que seja menor ou igual
a m, para todo 1 menor ou igual a i que é menor ou igual a m para todo k < ri − 1, e para todo
x em uma vizinhança de x0 e a matriz A (5.3) tiver posto pleno.

LgiL
k
fhi(x) = 0

A(x) =


Lg1L

r1−1
f h1(x) Lg2L

r1−1
f h1(x) · · · LgmLr1−1

f hi(x)
Lg1L

r2−1
f h2(x) · · · · · · L1h2(x)

...
...

...
...

Lg1Lrm−1
f hm(x) · · · · · · LgmLrm−1

f hm(x)

 (5.3)

As funções LgiL
k
fhi(x) são definidas recursivamente como

LgiL
k
fhi(x) =

∂LgiL
k−1
f hi(x)

∂x
f(x), (5.4)

com L0
fhi(x) = hi(x) . A função Lfhi(x) é chamada de derivada de hi ao longo de f (derivada

de Lie) e é definida como:

Lfh(x) =
n∑

i=1

∂hi(x)
∂x

fi(x), (5.5)

da mesma forma, a derivada de hi ao longo de f e depois ao longo de g é dada por:

LgLfhi(x) =
∂Lfhi(x)

∂x
g(x). (5.6)

Fazendo uma substituição do sinal de atuação do sistema não-linear tem-se o seguinte modelo:
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dx
dt

= f(x) + g(x)ρa(x) + g(x)ρb(x)

y1 = h1(x)

y2 = h2(x)

...

ym = hm(x)

(5.7)

ρa(x) = −A(x)B(x) (5.8)

ρb(x) = A−1(x),

onde A está definida em 5.3 e B é definida como

B(x) =


Lr1−1

f h1(x)
...
...

Lrm
f hm(x)

 , (5.9)

nesse caso o conjunto de funções
φi

k(x) = Lk−1
f hi(x) (5.10)

para todo 1 ≤ k ≤ ri e 1 ≤ i ≤ m definem uma transformação de coordenadas em x0 que,
juntamente com a realiamentação de estados

u = ρa + ρbv, (5.11)

levam o sistema para uma representação linear e controlável.

Note que o sinal de atuação do sistema será resultado da aplicação de uma função não-linear
estática que depende tanto dos estados como dos parâmetros do sistema não-linear, de fato, como
ocorrerá um cancelamento de não-linearidades este será efetivo quando o modelo e os parâmetros
do modelo estiverem coerentes e próximos dos valores reais. A inclusão de estimação sub-ótima de
sistemas não-lineares tem como objetivo tornar os parâmetros e estados mais próximos dos valores
reais gerando assim um cancelamento de não-linearidades válido em toda a faixa de operação.

5.3 Linearização Exata do Sistema de Nível de 4a Ordem

A linearização do processo de quarta ordem de tanque acoplados, ver Capítulo 3, gera um
modelo linear desacoplado, ou seja, obtêm-se dois sub-sistemas de segunda ordem na forma de
cadeia de integradores, como mostrado na Figura 5.3

, onde v1 e v2 são as saídas variáveis manipuladas pelo controlador linear, utilizadas para
diferenciar do sinal de controle, u, aplicado no sistema não-linear.
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Figura 5.3: Sistema linear obtido com a linearização exata do sistemas de nível de líquidos

Utilizando o modelo da equação 3.4 e definindo as alturas dos níveis h2 e h4 como as variáveis
controladas, tem-se uma configuração multivariável do sistema de nível de líquidos pode-se aplicar
as técnicas de linearização exata de sistemas não-lineares. Seguindo o formalismo da linearização
exata apresentado em [Sousa 1998, Isidori 1989] e adotando-se a notação xi = h1, para 1 ≤ i ≤ 4
tem-se o seguinte resultado:

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2, (5.12)

com

y1 = h1(x) = x2, (5.13)

y1 = h2(x) = x4, (5.14)

(5.15)

sendo estas, no caso do sistema de nível:

f(x) =


f1(x)
f2(x)
f3(x)
f4(x)

 , g1(x) =


1
A

0
0
0

 g2(x) =


0
0
1
A

0

 , (5.16)

onde, fazendo A1 = A2 = A3 = A na equção 3.12 tem-se:

f1(x) =
1
A

(−k12signal(x1 − x2)
√
|x1 − x2|) (5.17)

f2(x) =
1
A

(k12signal(x1 − x2)
√
|x1 − x2| − k23signal(x2 − x3)

√
|x2 − x3| − ko2

√
x2)(5.18)

f3(x) =
1
A

(k23signal(x2 − x3)
√
|x2 − x3| − k34signal(x3 − x4)

√
|x3 − x4|) (5.19)

f4(x) =
1

A4
(k34signal(x3 − x4)

√
|x3 − x4| − ko4

√
x4), (5.20)

Deve-se calcular Lk
fhi(x):
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Para i = 1 tem-se:

L0
fh1(x) = h1(x) = x2 (5.21)

L1
fh1(x) =

∂h1

∂x
f(x) =

[
0 1 0 0

]


f1(x)
f2(x)
f3(x)
f4(x)

 = f2(x) (5.22)

L2
fh1(x) =

∂f2

∂x
f(x) =

∂f2

∂x


f1(x)
f2(x)
f3(x)
f4(x)

 , (5.23)

onde:

∂f2

∂x
=

1
2A

[
k12signal(h1−h2)√

|h1−h2|
k12signal(h1−h2)√

|h1−h2|
− k23signal(h2−h3)√

|h2−h3|
− k2√

h2
−k23signal(h2−h3)√

|h2−h3|
0
]

(5.24)

Para i = 2 tem-se que:

L0
fh2(x) = h2(x) = x4 (5.25)

L1
fh2(x) =

∂h2

∂x
f(x) =

[
0 0 0 1

]


f1(x)
f2(x)
f3(x)
f4(x)

 = f4(x) (5.26)

L2
fh2(x) =

∂f4

∂x
f(x)

=
1

2A

[
0 0 k34·signal(x3−x4)√

|x3−x4|
(−k34·signal(x3−x4)√

|x3−x4|
− k4√

x4
)
]


f1(x)
f2(x)
f3(x)
f4(x)

 , (5.27)

tem-se ainda que a derivada Lie para o sistema de nível de líquidos de hi ao longo de f e depois
ao longo de g é:

Lg1L
0
fh1(x) =

∂h1

∂x
g1(x) =

[
0 1 0 0

]


1/A

0
0
0

 = 0, (5.28)

Lg1L
1
fh1(x) =

∂f2

∂x
g1(x) =

[
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

∂f2

∂x3

∂f2

∂x4

]


1/A

0
0
0

 6= 0, (5.29)

=
1
A

∂f2

∂x1
6= 0, (5.30)

=
1

2A2

k12 · signal(x1− x2)√
|x1− x2|

6= 0, (5.31)
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como o resultado é não nulo deve-se parar o procedimento e iniciar o mesmo procedimento da
derivada Lie em ao longo de g2,

Lg2L
0
fh1(x) =

∂h1

∂x
g2(x) =

[
0 1 0 0

]


0
0

1/A

0

 = 0 (5.32)

Lg2L
1
fh1(x) =

∂f2

∂x
g2(x) =

[
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

∂f2

∂x3

∂f2

∂x4

]


0
0

1/A

0

 6= 0 (5.33)

=
1
A

∂f2

∂x3
6= 0, (5.34)

logo conclui-se que r1 = 2. Assim caso r2 seja igual a 2 teremos o sistema com grau relativo
completo e linearizável, procede-se então com o cálculo de r2

Lg2L
1
fh1(x) =

1
2A2

k23 · signal(x2− x3)√
|x2− x3|

(5.35)

como o resultado é não nulo tem-se que r1 = 2. Da mesma forma:

Lg1L
0
fh2(x) =

∂h2

∂x
g1 =

[
0 0 0 1

]


1/A

0
0
0

 = 0 (5.36)

Lg1L
1
fh2(x) =

∂f4

∂x
g1 =

[
∂f4

∂x1

∂f4

∂x2

∂f4

∂x3

∂f4

∂x4

]


1/A

0
0
0

 = 0, (5.37)

logo para g2 tem-se:

Lg2L
1
fh2(x) =

∂f4

∂x
g2 =

[
∂f4

∂x1

∂f4

∂x2

∂f4

∂x3

∂f4

∂x4

]


0
0

1/A

0

 =
1

2A2

k34 · signal(x3− x4)√
|x3− x4|

, (5.38)

ou seja, tem-se que r2 = 2 logo como o grau relativo do sistema está completo este não possui
dinâmica nula para as saídas selecionadas. Assim tem-se as matrizes A e B da equação 5.9 como:

A =

[
Lg1L

1
fh1(x) Lg2L

1
fh1(x)

Lg1L
1
fh2(x) Lg2L

1
fh2(x)

]
, (5.39)

substituindo os valores encontrados na equação 5.39 tem-se que:
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A =

 1
2A2

k12·signal(x1−x2)√
|x1−x2|

1
2A2

k23·signal(x2−x3)√
|x2−x3|

0 1
2A2

k34·signal(x3−x4)√
|x3−x4|

 , (5.40)

nota-se que A tem posto pleno, ou seja, posto(A(x)) = 2.

Assim tem-se que o sistema possui grau relativo r1, r2 = 2, 2 em qualquer ponto x0, desde que
que x1 6= x2, x2 6= x3 e x3 6= x4. Se x0 é tal que x1 = x2 ou x2 = x3 ou x3 = x4 nenhum grau
relativo pode ser definido.

Sabe-se que:

B =

[
L2

fh1(x)
L2

fh2(x)

]
, (5.41)

onde:

L2
fh1(x) =

∂f2

∂x
f(x) =

[
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

∂f2

∂x3

∂f2

∂x4

]


f1(x)
f2(x)
f3(x)
f4(x)

 (5.42)

e

L2
fh2(x) =

∂f4

∂x
f(x) =

[
∂f4

∂x1

∂f4

∂x2

∂f4

∂x3

∂f4

∂x4

]


f1(x)
f2(x)
f3(x)
f4(x)

 (5.43)

os valores da derivadas parciais foram apresentados no Capítulo 4 na seção 4.2.2 e os valores da
funções f1(x), f2(x), f3(x), f4(x) estão nas equações 5.17 a 5.20. As derivadas parciais de interesse
são:

∂f2

∂x1
=

1
2A

k12signal(x1 − x2)√
|x1 − x2|

(5.44)

∂f2

∂x2
= − 1

2A

k23signal(x2 − x3)√
|x2 − x3|

+
1

2A

k12signal(x1 − x2)√
|x1 − x2|

− 1
2A

k2√
x2

(5.45)

∂f2

∂x3
= − 1

2A

k23signal(x2 − x3)√
|x2 − x3|

(5.46)

∂f2

∂x4
= 0 (5.47)

∂f4

∂x1
= 0 (5.48)

∂f4

∂x2
= 0 (5.49)

∂f4

∂x3
=

1
2A

k34signal(x3 − x4)√
|x3 − x4|

(5.50)

∂f4

∂x4
= − 1

2A

k34signal(x3 − x4)√
|x3 − x4|

− 1
2A4

k4√
h4

. (5.51)
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O sinal de atuação aplicado ao sistema não-linear será:

u = −AB + A−1v, (5.52)

onde A e B são as matrizes anteriormente definidas e v é o sinal de atuação gerado pelo controlador
linear.

Utilizando-se a equação 5.52 pode-se propagar as restrições de atuação do sinal u para o sinal
de saída do controlador v realizando-se a inversa da equação 5.52 assim obtém-se:

Vmax = B + AUmax, (5.53)

Vmin = B + AUmin. (5.54)

5.4 Linearização Exata Adaptativa do Sistema de Nível de Líqui-
dos

Aplicando a Linearização Exata no sistema de nível de líquidos tem-se o seguinte diagrama de
blocos resultante, mostrado na figura 5.4.

Figura 5.4: Diagrama de Blocos Linearização Exata do Sistema de Nível de Líquidos

A parte estática não-linear da linearização exata adaptativa possui a seguinte assinatura:

u = f(x, θ, v), (5.55)

a LEA é formada pela associação entre o FKE, apresentado no capítulo 4 e a LE, demonstrada na
seção 5.2. A atualização dos parâmetros do sistema θ pode ser feita a uma taxa de amostragem
múltipla da taxa de amostragem do FKE, assim pode-se evitar problemas de estabilidade do
conjunto. O estudo da estabilidade desta abordagem de linearização exata adaptativa está fora
do escopo deste trabalho. A linearização exata de sistema de nível de líquido já aplicada em
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[Gosmann 2002] e aplicação do FKE num sistema físico semelhante foi aplicado em simulações e
experimentos práticos em [Freitas, Borges e Bauchspiess 2004]. Com esta associação procura-se
obter uma estratégia de controle de sistemas não-lineares baseada na aplicação de técnicas de
controle linear.

O controle de um sistema não-linear com a linearização exata adaptativa tem forma de con-
trolador não-linear, mas com todas as vantagens do controle de sistemas lineares, aplicando-se
assim estratégias de controle linear, caso mais estudo em cursos de graduação e conhecido pelos
Engenheiros com os sistema físicos reais.

A associação da linearização exata adaptativa com o sistema de nível de líquido gera o seguinte
modelo linear:

ż =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 z +


1 0
0 0
0 1
0 0

v

y =

[
0 1 0 0
0 0 0 1

]
z.

(5.56)

Nota-se que o modelo 5.56 apresenta dois sistemas lineares desacoplados com a seguinte função
de transferência G(s) = 1

s2 , ou seja, uma cadeia com dois integradores. A desacoplagem do sistema
de nível facilita aplicações de técnicas de controle linear aplicadas a sistemas SISO, pois tem-se dois
sistemas SISO desacoplados e não mais um sistema MIMO acoplado. Assim pode-se representar o
sistema do conjunto LEA + Sistema de Nível como dois sistemas com o seguinte modelo:

ż =

[
0 0
1 0

]
z +

[
1
0

]
v

y =
[
0 1

]
z,

(5.57)

ou seja:
ż1 = v1

ż2 = z1

y1 = z2,

(5.58)

ż3 = v2

ż4 = z3

y1 = z4,

(5.59)

5.5 Conclusões

A Linearização Exata Adaptativa como estratégia que possibilita a aplicação direta de técnicas
de controle linear a sistemas não-lineares foi apresentada neste capítulo, sendo que o estimador
sub-ótimo foi apresentado no capítulo 4. Assim com a linearização exata associada a um estimador
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de estados e parâmetros de um sistema não-linear tem-se a linearização exata adaptativa que possui
os valores dos parâmetros da função não-linear alterados pelo estimador do processo.

Acredita-se que este processo pode ser eficiente para diversos sistemas, pois a aplicação da
Linearização Exata é uma alternativa consistente e eficiente que foi bastante estudada desde os
anos 80, como apresenta [Isidori 1989], e com o auxílio de estimadores pode-se eliminar sua prin-
cipal desvantagem e aplicar a sistemas de parâmetros variantes no tempo e mesmo a sistemas de
parâmetros invariantes no tempo, mas onde não se tem o valor exato no momento de projeto do
controlador.

Como resultado da LEA tem-se um sistema linear que pode ser controlador por técnicas bas-
tante conhecidas e estudadas. Porém neste trabalho aspectos importante no estudo de controle
adpatativo como: garantia de convergência, estabilidade e dinâmica da adaptação não foram trata-
dos de forma teórica, pois entende-se que estão fora do escopo deste e podem ser objeto de estudos
de trabalhos futuros. Uma forma de minimizar problemas de adaptação na LEA é a utilização do
FKE para estimar em tempo real somente os parâmetros que podem sofre alterações durante o
experimento. Neste contexto os parâmetros que não sofrem mudanças podem ser estimados off-line
ou em experimentos específicos.

A proposta de aplicação da linearização exata adaptativa a um sistema não-linear é baseada
nos seguintes passos:

1. Ajuste e validação do estimador de estados e parâmetros;

2. Aplicação do estimador e ajuste dos valores iniciais do filtro para os estimados;

3. Alteração do conjunto de parâmetros que será estimado em tempo real para o conjunto
mínimo necessário;

4. Aplicação da linearização exata ao sistema;

5. Escolha da taxa de atualização dos parâmetros estimados para a linearização exata;

6. Validação dos resultados.
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Capítulo 6

Controle Preditivo Baseado em Modelo

Introdução

O controle preditivo de processos se enquadra nas técnicas de controle ótimo como mostra
Imsland em et al. [Imsland, Bar e Foss 2005], pois possui uma função de custo a ser otimizada.
Além da função de custo o controle preditivo possui outros componentes básicos, um modelo do
processo, um comportamento básico das predições e o horizonte deslizante de predição e controle
[Camacho e Bordons 2003, Rossiter 2003].

O controle preditivo é baseado num modelo processo, modelo este que é utilizado para veri-
ficar o que acontecerá com o processo num determinado horizonte [Clark, Mohtadi e Tuffs 1987,
Clark, Mohtadi e Tuffs 1987] e é um importante fator do controle preditivo, pois só se consegue
um bom controle se houver um bom modelo de predições, ou seja o resultado do seu controle de-
pende diretamente do modelo utilizado, bem como da função otimização, do horizonte de predição
e outros fatores. A Figura 6.1 apresenta o horizonte deslizante (recending horizon) utilizado em
controle preditivo que será atualizado em cada instante de amostragem pelo preditor do sistema.

Uma grande vantagem do controle preditivo é a capacidade de considerar na função de otimi-
zação as diversas restrições do processo a ser controlado, como limites de entrada e saídas, limites
nos estados e capacidade de variação do sinal de atuação dentre outras restrições. Em ambientes
industriais essa característica é bastante utilizada e importante [Findeisen 2002] para aplicações
nas mais diversas áreas, como indústria química, economia e processos industriais em geral.

Existem diversas abordagem e algoritmos de controladores preditivos como mostra a Tabela
6.11. A maioria dos algoritmos de controle preditivo baseados em modelos é bastante simi-
lar com algumas distinções na modelagem e predição. Existem também diferenças no uso ou
não de filtros ou mesmo na substituição do sinal de referência como forma de atuação do con-
trole preditivo, como nos trabalhos de [Bemporad 1997, Bauchspiess, Alfaro e Dobrzanski 2001].
Neste trabalho utiliza-se o Controle Preditivo baeado no Generalized Predictive Control (GPC) de
[Clarke, Mohtadi e Tuffs 1987].

1Os termos estão em inglês porque são mais conhecidos neste idioma.
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Tabela 6.1: Algoritmos de Controle Preditivo

Sigla Algoritmo
DMC Dynamic Matrix Control
GPC Generalized Predictive Control
GPCI Generalized Predictive Control with an internal model
GPCT Generalized Predictive Control with a T-Filter
IHPC Infinite Horizon Predictive Control
IMC Internal Model Control

LQMPC Linear Quadratic optimal Model Predictive Control
PFC Predictive Funcional Control
UPC Unified Predictive Control
FMP Following Model Predictive control

6.1 Controle Preditivo

O Controle Preditivo Baseado em Modelo é um algoritmo de controle multivariável que tem os
seguintes módulos:

• Um modelo interno da dinâmica do processo,

• Um histórico do sinal de controle passado,

• Uma função de custo a ser otimizada sob um horizonte de predição.

A Figura 6.1 mostra os blocos funcionais de um controlador preditivo, onde os princípais
elementos são:

Um filtro de referências que representa o comportamento do sinal desejado para a saída no
futuro. É o conhecimento prévio desta trajetória que garante ao controlador uma característica
antecipativa.

O modelo do sistema é o modelo matemático interno do processo que deve ser capaz de repre-
sentar o seu comportamento dinâmico de forma suficientemente precisa. Conforme a necessidade
este modelo pode ser linear ou não-linear e podendo, ainda, ser atualizado através de métodos de
identificação on line conferindo ao controlador uma característica adaptativa. A estrutura apresen-
tada na Figura 2.1 apresentada um controlador com função interna não-linear, enquanto o controle
preditivo desse trabalho é baseado no modelo linear obtido após a aplicação da linearização exata
adaptativa no modelo não-linear do processo. A formulação matemática da linearização exata foi
apresentada no Capítulo 5

O preditor tem como função fornecer através do modelo matemático uma previsão da saída
futura com base na informação atual da planta.

O otimizador realiza a minimização da função custo a cada período de amostragem de forma
a obter uma ação de controle que garanta um desempenho adequado ao sistema. A função a
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ser minimizada pode contemplar, além de parcelas associadas ao erro futuro e ao incremento no
sinal de controle, outros termos que forneçam ao controlador propriedades que melhorem o seu
desempenho frente às particularidades do processo. Quando da utilização de uma função custo
quadrática, modelos lineares e na ausência de restrições o problema de otimização apresenta uma
solução analítica, caso contrário, algum método de otimização numérica deve ser empregado.

Figura 6.1: Estrutura de um controlador preditivo

O Controle Preditivo considera, de forma explícita, as restrições de um sistema. Estas podem
ser restrições nos estados ou na saída do controlador. A função de custo a ser minimizada no
controle preditivo utiliza um horizonte de controle para atingir o valor desejado de referência,
minimizando o sinal de atuação e gera como resultado mais de um sinal de atuação, dentro do
horizonte de controle que atingirá o sinal de referência dentro do horizonte de predição. Assim o
primeiro sinal é aplicado ao sistema e novamente recalcula-se os sinais de saída do controle preditivo
a cada instante de amostragem.

O formato geral de um preditor é:

y
→k

= H∆ u
→k−1

+ P x
←k

, (6.1)

onde H é a matriz Toeplitz CG/∆ da resposta ao degrau do sistema e P depende da forma direta
dos parâmetros do modelo [Rossiter 2003].

A predição pode ser feita com base em diversas técnicas as mais utilizadas são predição no
espaço-de-estados e predição utilizando modelo Controllerd Auto-Regressive Integrated Moving
Average (CARIMA) [Rossiter 2003], esta é feita com base no modelo interno do processo, ver
seção 6.1.1.
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A função de custo a ser otimizada possui o seguinte formato geral:

J =
ny∑

i=nw

‖Wyek+1‖2
2 + λ

nu∑
i=0

‖Wu∆uk+i‖2
2, (6.2)

onde:

• ny é o horizonte de predição,

• nu é o horizonte de controle,

• nw é a parte do horizonte de predição onde inicia-se a predição do erro, esta pode ser bastante
interessante para controle de sistemas com atraso de transporte ou mesmo sistemas de fase
não mínima, como explorado em [Rossiter 2003],

• Wy matriz de pesos das saídas do sistema, caso multivariável como do sistema de nível de
líquidos,

• Wu matriz de pesos dos sinais de controle do sistema, caso multivariável como do sistema de
nível de líquidos.

A figura 6.1 ilustra o horizonte de predição do controle preditivo. O horizonte é dito deslizante,
pois faz a predição sempre k passos a frente do instante atual e atua de forma a minizar a ação de
controle e atingir o valor desejado dentro deste horizonte.

Figura 6.2: Horizonte Deslizante em Controle Preditivo

6.1.1 O Modelo Interno do Controle Preditivo

A modelagem de um processo é um passo importante no controle preditivo de sistemas. En-
contrar um modelo pode ser indicativo de sucesso ou não da estratégia de controle o modelo
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utilizado deve procurar ser ao mesmo tempo simples e que forneça predições acurados do processo
[Rossiter 2003]. Pode-se também modelar pertubações internamente com objetivo de rejeitá-las na
estratégia de controle, neste caso pode-se utilizar modelos simples e realizar evoluções com base
em testes executados. Em alguns casos utiliza-se também filtros para reduzir ruído de medição,
como neste trabalho utiliza-se o filtro de Kalman estendido, ver Capítulo 4 para estimar estados
do sistema, não se necessita de filtragem de medidas.

Existem diversas formas de modelagem de sistemas como: resposta finita ao impulso, função
de transferência, descrição matriz-fração, entre outras. A modelagem utilizada neste capítulo é
baseada em modelo espaço-de-estados de sistemas. A equação 6.3 apresenta um sistema linear
modelado no espaço-de-estados que servirá de base para o controle desenvolvido neste capítulo. A
modelagem apresentado nesta seção segue o padrão mostrado em [Rossiter 2003]

{
xk+1 = Axk + Buk

yk = Cxk,
(6.3)

com este modelo pode-se encontrar o predidor do sistema de forma recursiva utilizando a equação
6.1, assim tem-se que:

xk+1 = Axk + Buk (6.4)

xk+2 = A2xk + ABuk + Buk+1 (6.5)

xk+3 = A3xk + A2Buk + ABuk+1 + Buk+2, (6.6)

logo tem-se o seguinte sistema linear ampliado:



xk+1

xk+2

xk+3

xk+4

...
xk+ny


=



A

A2

A3

A4

...
Any


xk +



B 0 0 ... 0
AB B 0 ... 0
A2B AB B ... 0
A3B A2B AB ... 0

...
...

... ...
...

Any−1B Any−2B Any−3B ... B





uk

uk+1

uk+2

uk+3

. . .

uk+ny−1


(6.7)

na forma compacta tem-se que:
x
→k

= Pxxxk + Hx u
→k−1

, (6.8)

onde a saída do sistema é:



yk+1

yk+2

yk+3

yk+4
...

yk+ny


=



CA

CA2

CA3

CA4

...
CAny


xk +



CB 0 0 ... 0
CAB CB 0 ... 0
CA2B CAB CB ... 0
CA3B CA2B CAB ... 0

...
...

... ...
...

CAny−1B CAny−2B CAny−3B ... CB


=



uk

uk+1

uk+2

uk+3

. . .

uk+ny−1


, (6.9)
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na forma compacta tem-se que:
y
→k

= Pxxk + H u
→k−1

. (6.10)

Assim o modelo para predição de sistemas lineares modelados no espaço-de-estados na forma
compacta é:  x

→k
= Pxxxk + Hx u

→k−1

y
→k

= Pxxk + H u
→k−1

(6.11)

6.1.2 A Minimização da Função de Custo

Utilizando a modelagem no espaço-de-estados a função definida na equação 6.2, tem-se a se-
guinte função de custo:

minuJ = [ x−→− xss]T Q[ x−→− xss] + [ u−→− uss]T R[ u−→− uss], (6.12)

onde uss é o sinal de controle em regime permanente, estado xss, para a referência atual do sistema.

A miminização da função de custo original J fornece u = −Kx com a translação do ponto de
operação temos tem-se que u = −K(x− xss) + uss. Assim como:

x−→ = Pxxx−Hx u−→, (6.13)

min u−→
J = [Pxxx−Hx u−→]T Q[Pxxx−Hx u−→] + u−→

T R u−→, (6.14)

u−→ = −[HT
x QHx + R]−1HT

XQPxxx, (6.15)

assim tem-se que:

uk − uss = −eT
1 [HT

x QHx + R]−1HT
XQPxx(x− xss). (6.16)

6.2 Aplicação do MPC ao Sistema de Nível Multivariável

Utilizando o modelo obtido pela linearização exata do processo temos um controle como mostra
a Figura 6.2. O modelo do processo utilizado no controlador preditivo é um modelo linear, mas a
ação de controle preditivo à qual o sistema não-linear está sujeito é uma ação de controle preditivo
não-linear, devido a ação conjunta do controle preditivo baseado em modelo com a linearização
exata adaptativa. O modelo interno utilizado é o modelo obtido pela linearização exata do sistema
de nível de líquidos, descrito no Capítulo 5:
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Figura 6.3: Diagrama de Blocos da Linearização Exata Adaptativa com Controle Preditivo

A =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 ,

B =


1 0
0 0
0 1
0 0

 ,

C =

[
0 1 0 0
0 0 0 1

]
,

(6.17)

assim aplica-se um controlador preditivo multivariável, mas com a desacoplagem do sistema de nível
gerando dois sub-sistemas na forma de cadeia de integradores pode-se utilizar dois controladores
preditivos, um para cada sub-sistema, neste caso o modelo interno de cada controlador é:

A =

[
0 0
1 0

]
,

B =

[
1
0

]
,

C =
[
0 1

]
.

(6.18)

Substituindo-se estes modelos nas equações predição tem-se a forma de predição para o conjunto
MPC + LE + FKE. Nota-se que devido à simplicidade do modelo produzido pela linearização exata
do sistema de nível de líquidos do LAVSI.
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6.3 Conclusões

Este capítulo apresentou um resumo sobre controle preditivo baseado em modelo e sua associ-
ação com a linearização exata adaptativa.

Em relação ao controle preditivo mostrou-se seus componentes principais e funcionalidade, bem
como uma lista de diversas abordagens de controle preditivo linear, ver tabela 6.1. A seção 6.1
apresentou a estrutura básica e o formato genérico de um preditor.

A modelagem no espaço-de-estados foi estratégia utilizada para apresentar o modelo interno
do contole preditivo baseado em modelo e uma função de custo geral foi descrita na sub-seção
6.1.2. Ao final foi apresentado a forma associada do controlador preditivo com a linearização exata
adaptativa aplicada ao sistema de nível de líquido com os modelos que devem ser utilizados no
modelo interno do controlador.
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Capítulo 7

Resultados Obtidos
Este Capítulo apresenta resultados experimentais
da aplicação do filtro de Kalman estendido, da li-
nearização exata e da linearização exata adapta-
tiva para o sistema de nível de líquidos do LAVSI.

Introdução

Os resultados apresentados nesse capítulo são resultados de simulações das situações indicadas,
assim sabe-se os valores corretos das possições das válvulas do processo, além dos corretos valores
das variáveis de estado. A simulação do Processo de Nível Líquidos foi realizada utilizando o método
de Euler para simulação, Freitas et al. em [Freitas, Borges e Bauchspiess 2004] foram apresentados
resultados do controle do processo real e simulações baseadas no método de Euler e os resultados
estavam coerentes com as simulações realizadas. Esta foi relizada com um intervalo de integração
10 vezes a frequência de controle do processo simulado, assim temos uma simulação bastante rápida
num método pouco eficiente, mas devido a alta taxa de simulação pode-se considerar os resultados
como satisfatórios [Franklin, Powell e Workman 1997].

A aplicação de filtro de Kalman estendido como estimador de estados e parâmetros será apresen-
tada com experimentos em malha aberta e em malha fechada, ambos com variações dos parâmetros
durante os experimentos, assim pode-se observar a capacidade e qualidade da estimação conjunta
do FKE para o sistema de nível de líquidos.

As simulações realizadas incluem nas medidas um ruído gaussiano de variância de 1,5, tendo
em vista que os sensores capacitivos utilizados no sistema de nível de líquidos possuem precisão
de 0,5mm [Bernardes et al. 2006] este valor pode ser considirado bom para simular os sensores em
uso no sistema real.

7.1 Estimação de Estados e Parâmetros com o Filtro de Kalman
Estendido em Malha Aberta

A aplicação do FKE para estimar os estados e parâmetros do sistema de nível de líquido foi
apresentada de forma teórica no Capítulo 4 e nesta seção apresenta-se resultados da estimação
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conjunta de estados e parâmetros do sistema. Os sinais de entrada mostrados na Figura 7.1 foram
aplicados no sistema de nível em malha aberta, com mudança nas válvulas durante a operação.
A Figura 7.2 mostra os valores estimaos dos estados para a entrada da Figura 7.1 e a Figura 7.3
apresenta os resíduos de estimação dos estados no intervalo de confiança ±3σ.

Figura 7.1: Sinal dos Atuadores em Malha Aberta

A Figura 7.4 mostra o resultado da estimação dos parâmetros k12, k23 e k34 do modelo não-
linear do sistema de nível, equação 3.12. Note que os valores dos parâmetros k12, k23 e k34 sofrem
alterações durante a operação e o FKE consegue acompanhar tal variação. As Tabelas 7.1, 7.2 e
7.3 apresentam os valores dos parâmetros k12, k23 e k34 alterados em função do tempo.

A Figura 7.1 mostra o resultado da estimação dos parâmetros k2 e k4 do modelo não-linear
do sistema de nível, equação 3.12. Estes parâmetros não foram testados com mudanças durante
a operação, pois se tratam dos furos nos tanques 2 e 4, assim não se tem mudança durante um
experimento.

Tabela 7.1: Alterações no valor de k12

Instante de Tempo (s) Valor real de k12

0 12,12
300 13,332
700 14,665
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Figura 7.2: Valores Estimados dos Estados em Malha Aberta

Tabela 7.2: Alterações no valor de k23

Instante de Tempo (s) Valor real de k23

0 4,49
200 4,04
600 3,23
800 4,20

Tabela 7.3: Alterações no valor de k34

Instante de Tempo (s) Valor real de k34

0 16,88
400 18,57
900 20,42
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Figura 7.3: Resíduos de Estimação dos Estados em Malha Aberta

Figura 7.4: Valores Reais e Estimação de k12, k23 e k34 em Malha Aberta
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Figura 7.5: Valores Reais e Estimação de k2 e k4 em Malha Aberta
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7.2 Aplicação da LEA ao Sistema de Nível de Líquidos

A linearização exata adaptativa facilita o controle de sistemas não-lineares de forma indepen-
dente do ponto de operação, assim como para grandes sinais. No caso do sistema de nível de
líquidos apresenta-se um resultado da referência variando 20 cm, na forma de onda quadrada, as-
sim mostra-se a aplicação do conjunto linearização exata com filtro de Kalman estendido aplicado
a grandes sinais. Neste caso a atualização dos parâmetros para a linearização exata ocorre a cada
dez instantes de amostragem e não a cada instante de atuação do controlador.

Os sinais de entrada mostrados na Figura 7.7 são a saída do controlador PI que será uma das
entradas da linearização exata, juntamente com os estados e parâmetros estimados pelo FKE. A
Figura 7.8 mostra os valores estimaos dos estados o controle PI utilizando a linearização exata
adaptativa e a Figura 7.9 apresenta os resíduos de estimação dos estados no intervalo de confiança
±3σ. Os valores utilizados no controlador foram P = 0,5 e I = 0,001.

O diagrama de blocos da Figura 7.6 apresenta a estrutura desse controlador, onde pode-se
observar que o PI mesmo contante e linear é percebido pelo sistema como um controlador não-
linear.

Figura 7.6: Diagrama de blocos do associação entre a LEA com o controle PI

A Figura 7.10 mostra o resultado da estimação dos parâmetros k12, k23 e k34 do modelo não-
linear do sistema de nível, equação 3.12. Note que os valores dos parâmetros k12, k23 e k34 sofrem
alterações durante a operação e o FKE consegue acompanhar tal variação, a alteração é a mesma
do experimento em malha aberta. A Figura 7.11 mostra o resultado da estimação dos parâmetros
k2 e k4 do modelo não-linear do sistema de nível, equação 3.12.
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Figura 7.7: Sinal dos Atuadores - LEA com controle PI

Figura 7.8: Valores estimados dos estados - LEA com controle PI
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Figura 7.9: Resíduos de estimação dos estados - LEA com controle PI

Figura 7.10: Valores reais e estimados de k12, k23 e k34 - LEA com controle PI
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Figura 7.11: Valores reais e estimados de k2 e k4 - LEA com controle PI
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7.3 Aplicação de Controle Preditivo com LEA ao Sistema de Nível
de Líquidos

O controle preditivo de processos é juntamente com as derivações do PID o par de técnicas de
controle com maior uso industrial, mas o controle preditivo possui grande uso e aceitação acadêmica
também, tornando-se possuidor de uma combinação única entre industria e pesquisa acadêmica.
Assim torna bastante interessante aplicar o MPC ao sistema de nível de líquidos. O modelo interno
utilizado é o modelo obtido pela linearização exata do sistema de nível de líquidos:

ẋ =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

x +


1 0
0 0
0 1
0 0

 v

y =

[
0 1 0 0
0 0 0 1

]
x

, (7.1)

assim aplica-se um controlador preditivo multivariável, mas com a desacoplagem do sistema de nível
gerando dois sub-sistemas na forma de cadeia de integradores pode-se utilizar dois controladores
preditivos, um para cada sub-sistema, neste caso o modelo interno de cada controlador é:

ẋ =

[
0 0
1 0

]
x +

[
1
0

]
v

y =
[
0 1

]
x

. (7.2)

O diagrama de blocos da Figura 7.12 apresenta a estrutura desse controlador, onde pode-se
observar que o MPC atua como se fosse um NMPC, devido a parte não-linear da linearização exata
adaptativa. Assim tem-se as vantagens do projeto de controladores lineares aplicado a sistemas
reais.

Figura 7.12: Diagrama de blocos do associação entre a LEA com o controle MPC
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A linearização exata adaptativa facilita o controle de sistemas não-lineares de forma indepen-
dente do ponto de operação, assim como para grandes sinais. No caso do sistema de nível de
líquidos apresenta-se um resultado da referência variando 20 cm, na forma de onda quadrada, as-
sim mostra-se a aplicação do conjunto linearização exata com filtro de Kalman estendido aplicado
a grandes sinais. Neste caso a atualização dos parâmetros para a linearização exata ocorre a cada
dez instantes de amostragem e não a cada instante de atuação do controlador.

A Figura 7.13 mostra os valores estimaos dos estados no experimento com controlador MPC
utilizando a linearização exata adaptativa e a Figura 7.14 apresenta os resíduos de estimação dos
estados no intervalo de confiança 3σ.

A Figura 7.15 mostra o resultado da estimação dos parâmetros k12, k23 e k34 pelo FKE e seus
valroes reais que sofrem alterações durante a execução do experimento. A Figura 7.16 mostra o
resultado da estimação dos parâmetros k2 e k4 pelo filtro de Kalman estendido.

Os sinais de entrada mostrados na Figura 7.17 são a saída do controlador MPC que será uma
das entradas da linearização exata, juntamente com os estados e parâmetros estimados pelo FKE.
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Figura 7.13: Valores estimados dos estados - LEA controle MPC
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Figura 7.14: Resíduos de estimação dos estados - LEA controle MPC

Figura 7.15: Valores reais e estimados de k12, k23 e k34 - LEA controle MPC
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Figura 7.16: Valores reais e estimados de k2 e k4 - LEA controle MPC

Figura 7.17: Sinal dos atuadores - LEA controle MPC
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A Figura 7.18 apresenta o controle MPC associado a linearização exata adpatativa sendo exe-
cutado em toda a faixa de operação do sistema de nível de líquidos. Nota-se que no controle do
nível do tanque 2 para valores altos de referência possui uma certa oscilação. Mas neste caso o
fator predominante á altura máxima do nível que está próximo do seu valor limite gerando um
sinal de atuação mais ruidoso que o normal.
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Figura 7.18: Valores medidos e referência da aplicação de controle MPC com LEA em toda a faixa
de operação do sistemas de nível de líquidos
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7.3.1 Controle Preditivo Baseado em Modelo com Linearização Exata

O controle MPC associado foi associado a linearização exata do sistema de nível de líquidos,
sendo que os valores utilizados não eram os valores reais do sistema, ver Tabelas 7.1, 7.2 e 7.3 de
mudanças nos parâmetros durante o experimento. Com isso aplicou-se o controle preditivo sem
característica antecipativa. A Figura 7.19 mostra o resultado da estimação dos estados pelo FKE,
já que a característica que não foi associada foi a estimação dos parâmetros.

A Figura 7.20 mostra detalhes do controle. Fica visivelmente claro que o sistema possui uma
característica oscilatória perto da objetivo mais visível no nível dos tanques 1 e 2, já no tanque 4 o
resultado deixou um erro em regime permanente. Este fato mostra a importância dos valores dos
parâmetros do modelo no procedimento de linearização exata. O sinal de controle da linearização
exata apresentado na Figura 7.21 ressalta que o sistema trabalha de forma semelhante a um
controlador liga-desliga, oscilando entre os valores máximo e mínimo do atuador, na aplicação real
esta característica pode nem mesmo ser percebida, pois dada a freqüência do sinal de atuação pode
ser o atuador filtre parte deste melhorando o resultado do controle.

Figura 7.19: Valores estimados dos estados - LE controle MPC

67



Figura 7.20: Detalhe dos valores estimados dos estados - LE controle MPC

Figura 7.21: Sinal dos atuadores - LE controle MPC
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7.4 Resumo

Na Secção 7.2 apresentou-se a invariância ao ponto de operação e à mudança de valores nos
parâmetros do sistema proveniente da associação entre a linearização exata adaptativa e o controle
PI de sistemas lineares de uma entrada e uma saída.

Na Secção 7.3 a Figura 7.18 apresentou-se a invariância do conjunto LEA-MPC em relação ao
ponto de operação do sistema de nível de líquidos, bem como em relação à mudança de valores
nos parâmetros durante a execução de um experimento. Ou seja, esse experimento valida a LEA
associada ao MPC para controle de sistemas não-lineares. O MPC foi aplicado como controlador
de sistemas multivariável, mas poderia também ser decomposto em dois controladores de sistemas
SISO.

A Secção 7.3.1 apresentou-se a associação entre a linearização exata e o controle preditivo
baseado em modelo que produz um controlador invariante ao ponto de operação do sistema de
nível de líquidos, porém este controlador depende dos corretos valores de parâmetros utilizados na
linearização exata. Assim pode-se afirmar que para sistemas como este a aplicação da linearização
exata é insuficiente, pois não possui robustez em relação à variação dos valores dos parâmetros do
sistema não-linear.
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Capítulo 8

Conclusões e Pesquisa Futuras

8.1 Conclusões

A linearização exata adaptativa abordada neste trabalho composta pela associação da line-
arização exata clássica com um estimador recursivo, no caso o filtro de Kalman estendido, foi
detalhadamente apresentada e mostrou-se uma solução para a aplicação de técnicas de controle
linear a sistemas não-lineares, assim evita-se os problemas dos sistemas não-lineares com as vanta-
gens do controle linear. A utilização da Linearização Exata com controle preditivo mostra-se uma
abordagem mais efetiva que a abordagem de utilização de modelos locais utilizada e mais simples
que abordagem de uso das equações não-lineares na função de custo do controlador.

Os resultados apresentados nesse trabalho mostraram a eliminação da influência do ponto de
operação em sistemas lineares no resultado do controle do processo, ou seja o controle gerar os
mesmo resultados em toda a faixa de operação do processo. No capítulo 7 a LEA foi aplicada em
conjunto com controle PI e com MPC controlando o sistema de nível de líquidos em toda sua faixa
de operação, sem necessidade de alterações no controlador. Como a linearização exata adaptativa
gera um modelo linear pode aplicar as técnica de controle linear a sistema como o sistema de nível
de líquidos, desde que seja possível realizar a linearização exata do processo.

Alguns fatores característicos de sistemas adaptativos que não estão no escopo do estudo deste
trabalho como a estabilidade podem ter seus problemas minimizados utilizando-se uma taxa de
atualização dos parâmetros superior a taxa de amostragem do sistema. Assim o FKE não realizaria
a atualização dos parâmetros da linearização exata a cada instante de tempo, mas por exemplo,
a cada 20 amostras. O filtro de Kalman estendido funcionou muito bem para estimação conjunta
de estados e parâmetros do sistema, mas outra forma de minimizar possíveis problemas seria a
redução do número de parâmetros estimados pelo FKE a aqueles que sofrem variações durante os
experimentos.

O Controle Preditivo Baseado em Modelo é uma técnica que não só tem aceitação acadêmica
e industriais como produz bons resultados numa grande diversidade de sistemas. Uma das di-
ficuldades de utilização de técnicas de Controle Preditivo é a grande quantidade de parâmetros
configuráveis, como pesos de entrada e saída, horizontes de controle e predição, bem como quando
aplicar tais horizontes. Ou seja o tunning do controlador preditivo não é fácil nem existe uma
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estratégia unificada e bem definida para tal, se o controle MPC já possui tantas variantes imagine
um controle que a função a ser minimizada tem com base funções não-lineares nesse contexto de
complicação e grande liberdade o uso da Linearização Exata para gerar e utilizar o modelo num
controlador MPC é bastante eficaz como mostrado nesse trabalho para o caso Multivariável.

8.2 Pesquisa Futuras

Como pesquisas futuras tem-se as seguintes propostas:

• Estudo teórico da estabiliade da linearização exata adaptativa;

• Aplicação do controle preditivo com característica antecipativa ao sistema de nível;

• Comparação da linearização exata adaptativa com outras técnicas que possibilitam controlar
sistemas não-lineares com técnicas de controle linear.
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