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RESUMO

ESTABILIDADE E CONTROLE H∞ DE SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE

COM ATRASOS VARIANTES NO TEMPO E INCERTEZAS DE MODELO

Autor: Luis Felipe da Cruz Figueredo

Orientador: Prof. Adolfo Bauchspiess, Depto. de Engenharia Elétrica / Universidade

de Brasília

Co-orientador: Professor João Yoshiyuki Ishihara, Depto.de Engenharia Elétrica /

Universidade de Brasília

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, 18 de março de 2011

Esta dissertação propõe novas estratégias para a análise deestabilidade robusta e para o pro-

jeto de controladores robustosH∞ para sistemas de controle em rede com atrasos variantes

e sujeitos a perda e/ou desordenamento de pacotes. Visando amelhor compreensão dos teo-

remas propostos e das contribuições do trabalho, é feita umaintrodução sobre as principais

questões relativas a sistemas de controle em rede e uma revisão sobre os conceitos básicos

que envolvem a análise de estabilidade. A metodologia de análise é baseada na representação

de sistemas de controle em rede por equações diferenciais atrasadas o que permite o estudo

de sua estabilidade através de teorias de estabilidade parasistemas atrasados. Os critérios

de análise desenvolvidos utilizam uma abordagem inédita que envolve o fracionamento do

intervalo que delimita o atraso variante e a construção de uma nova função candidata de

Lyapunov-Krasovskii que incorpora explicitamente termosdependentes do atraso variante

e dos subintervalos resultantes do fracionamento. As condições resultantes estipulam um

limite máximo para o atraso variante, para o qual o sistema emmalha fechada mantém-se

estável. As técnicas de controle desenvolvidas podem ser aplicadas para o controle de di-

versos sistemas reais através de redes de comunicação. Os critérios são robustos no sentido

que consideram a possibilidade da existência de incertezasde modelo e de perturbações

aplicadas ao sistema e asseguram o cumprimento de especificações de desempenhoH∞.

Ademais, consideramos o problema de controle de trajetóriaatravés de redes de comunica-

ção. As estratégias de controle desenvolvidas na dissertação são estendidas para assegurar

a estabilidade assintótica robusta de sistemas de controleem rede com erro de rastreamento

limitado no sentido da normaH∞. Por fim, os critérios desenvolvidos são avaliados através

de exemplos numéricos (benchmarkstípicos da área) em todos os capítulos e simulações,

de forma a ilustrar sua eficácia e demonstrar seu bom desempenho em relação aos métodos

estado-da-arte conhecidos da literatura.





ABSTRACT

STABILITY AND H∞ CONTROL FOR UNCERTAIN NETWORKED CONTROL

SYSTEMS WITH TIME-VARYING DELAYS

Author: Luis Felipe da Cruz Figueredo

Supervisor: Prof. Adolfo Bauchspiess, Depto. de Engenharia Elétrica / Universidade

de Brasília

Co-advisor: Professor João Yoshiyuki Ishihara, Depto. de Engenharia Elétrica /

Universidade de Brasília

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

This thesis presents new robust stability analysis andH∞ control design strategies for un-

certain networked control systems with time-varying delays and packet dropouts. For the full

comprehension of the thesis theorems and contributions, anintroduction on the main issues

related to networked control systems and a review on basic stability concepts are presen-

ted. The overall networked control system is modeled by continuous-time delay differential

equation and the stability is studied under the framework ofsystems with time-varying de-

lays. Novel stability criteria are established with the introduction of a new delay-fractioning

approach and the development of a new Lyapunov-Krasovskii functional which explicitly

considers the delay-dependent and the delay-interval-dependent terms introduced with the

delay partitioning. The analysis concerns the establishment of a maximum allowable de-

lay bound for continuous time networked control systems. The control strategies are robust

for ensuring stability andH∞ performance properties of networked control systems liable

to model uncertainties and external disturbances. Furthermore, we consider the problem of

synthesize feedback controllers to make the output of a given plant asymptotically tracks a

desired reference whereas ensuring disturbances attenuation properties. The analysis is en-

riched with several numerical examples that illustrate theadvantages of our criteria which

outperform state-of-the-art criteria in the literature.
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2.5 (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para váriosτmin com dmax e dmin

desconhecidos. .................................................................................. 53

2.6 (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para váriosτmin com dmax e dmin

desconhecidos. .................................................................................. 54

3.1 Sistema de controle em rede sujeito a perda de pacotes e atrasos de transmissão. 60

3.2 Diagrama de tempo para os atrasos de transmissão (se n=10, por exemplo,

entãoick = 10, ick+1 = 12, ick+2 = 13 e iak = 10, iak+1 = 13)......................... 62

3.3 Evolução do atraso variante em sistemas de controle em rede....................... 64

4.1 (Exemplo 4.6.5) Evolução do valor do traçoλ (4.34) com incremento do

número de iterações do algoritmo (a). Mesma análise após a eliminação do

valor obtido na primeira iteração do algoritmo (k=1). ................................ 106

4.2 Erro de Rastreamento do Teorema 4.3.2 em comparação com oresultado de

[5]. ................................................................................................. 108

5





LISTA DE TABELAS

2.1 (Exemplo 2.3.1) Valor máximo para o limite superior do atraso,τmax, para

τmin=0 e vários valores dedmin edmax ...................................................44

2.2 (Exemplo 2.3.2) Valor máximo para o limite superior do atraso,τmax, para

τmin=0 e vários valores dedmin edmax ...................................................46

2.3 (Exemplo 2.3.3) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin, dmax =

0, 3 edmin desconhecido...................................................................... 48

2.4 (Exemplo 2.3.3) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin, e para

dmax edmin desconhecidos................................................................... 48

2.5 (Exemplo 2.3.4) Valor máximo deτmax para vários valores dedmax, τmin=0

e paradmin desconhecido..................................................................... 49

2.6 (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin, e para

dmax=0, 1 edmin=− 0, 1 .................................................................... 50

2.7 (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin, e para

dmax=0, 5 edmin=− 0, 5 .................................................................... 51

2.8 (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin comdmax

edmin desconhecidos .......................................................................... 52

2.9 (Exemplo 2.3.6) Valor máximo para o atraso contanteτc afetado por uma

função ruído de magnitude0, 001 cuja derivada é0, 001 ............................. 56

2.10 (Exemplo 2.3.7 – sistema incerto) Valor máximo deτmax para vários valores

dedmax, τmin=0 e paradmin desconhecido .............................................. 56

2.11 (Exemplo 2.3.8 – sistema incerto) Valor máximo deτmax para vários valores

dedmax, τmin=0 e paradmin desconhecido .............................................. 58

2.12 (Exemplo 2.3.8 – sistema incerto) Valor máximo do limite superior do atraso,

τmax, paraτmin=0.1 e vários valores dedmin edmax – Teorema 2.2.1 comη=2 58

3.1 (Exemplo 3.4.1) Valor máximo para o atraso varianteτmax comτmin = 0....... 72

3.2 (Exemplo 3.4.1) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin............... 73

3.3 (Exemplo 3.4.2) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin............... 74

3.4 (Exemplo 3.4.2) Valor máximo deτmax para diversos valores deτmin utili-

zando o Teorema 3.2.1 comη = {1, 2, 6, 12} ........................................... 75

3.5 (Exemplo 3.4.3) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin............... 75

3.6 (Exemplo 3.4.4) Valor máximo para o atraso varianteτmax comτmin = 0....... 76

4.1 (Exemplo 4.6.1) Menor valor aceitável deγ para o qual o sistema é estável

comτmax = 0, 8695 e τmin = 0 ............................................................ 101

4.2 (Exemplo 4.6.3) Menor valor aceitável deγ para o qual o sistema é estável

comτmax = 0, 430 e vários valores distintos paraτmin .............................. 103

7



4.3 (Exemplo 4.6.4) Menor valor aceitável deγ para o qual o sistema é estável

comτmax = 0, 430 e vários valores distintos paraτmin .............................. 104

,



LISTA DE SÍMBOLOS

No decorrer da dissertação, utilizaremos os símbolos aqui listados. A apresentação de

cada símbolo é prontamente acompanhada de uma descrição sucinta de seu significado. Sím-

bolos utilizados com menor freqüência ou de escopo limitadoserão apresentados sempre que

necessário.

:= É definido por

≡ Equivalente a

∃ Existe

∈ Pertence a

⊂ Está contido em⋃
União de

∀ Para todos

min Minimizar

N Conjunto dos números naturais,N = {0, 1, 2, . . . ,∞}

N∗ Conjunto dos números naturais não nulos,N = {1, 2, . . . ,∞}

R Conjunto dos números reais

Rn Conjunto dos vetores reais den componentes

Rn×m Conjunto dos matrizes reais de dimensãon×m

C Conjunto dos números complexos

I Matriz identidade de dimensão apropriada

0 Matriz nula de dimensão apropriada

L2[0,∞) Espaço de Lebesgue das funções de quadrado integrável no intervalo no

intervalo[0,∞) (espaço dos sinais contínuos de energia limitada)

‖ · ‖ NormaL2 (Euclidiana)

γ restrição de projeto para normaH∞

Siglas

BMI Desigualdade Matricial Bilinear (do inglêsBilinear Matrix Inequality)

LARA Laboratório de Automação e Robótica

LMI Desigualdade Matricial Linear (do inglêsLinear Matrix Inequality)

NCS Sistema de Controle em Rede (do inglêsNetworked Control System)

SDP Progamação Semidefinida (do inglêsSemidefinite Programming)

SLIT Sistema Linear Invariante no Tempo
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NOTAÇÃO

Neste trabalho, o transposto de uma matrizP é descrito porP T e sua inversa é descrita

por P−1. Descrevemos uma matriz diagonal comodiag(·), de forma quediag(P1 . . . Pn)

denota uma matriz em bloco diagonal formada pelas matrizesP1 . . . Pn. O traço de uma

matrizP é representado portr (P ). DenotamosP > 0 (ou P < 0) quando a matrizP

for simétrica definida positiva (ou definida negativa) eP ≥ 0 (ouP ≤ 0) quando a matriz

P for simétrica semi-definida positiva (ou semi-definida negativa). As matrizes simétricas

terão termos simétricos em relação à diagonal principal representados por∗, por exemplo, a

matriz

Ω =

[
A B

BT C

]

será descrita por

Ω =

[
A B

∗ C

]
.

Notações específicas serão apresentadas sempre que necessário.
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1 INTRODUÇÃO

A teoria de controle desempenha um papel fundamental na análise de sistemas físicos,

químicos e, mais recentemente, na análise de sistemas biológicos, econômicos, sociais, etc

[6]. Um sistema de automação consiste em um ou mais dispositivos que gerenciam, coman-

dam, regulam ou investigam outros dispositivos e sistemas,em geral sistemas dinâmicos [7].

Em particular, estudaremos sistemas de controle. Durante vários anos, diversas estratégias

de controle foram estabelecidas a partir de teorias clássicas de sistemas e de controle [7].

Neste período, as estratégias de controle evoluíram de simples sistemas de controle em ma-

lha aberta até estratégias de controle complexas e sofisticadas, como controle robustoH∞.

Contudo, a recente expansão e popularização das redes de comunicação, em especial redes

compartilhadas (como a internet) e redes sem fio, impulsionou o surgimento e o desenvol-

vimento de aplicações de controle caracterizadas por uma atuação remota sobre o sistema

dinâmico. Neste contexto, surge o ramo da teoria de sistemasque lida com sistemas cuja

malha de realimentação é fechada por uma rede de comunicaçãocompartilhada, os chama-

dossistemas de controle em rede.

Operações de controle através de redes de comunicação não é um problema novo em

situações práticas envolvendo sistemas de automação. Há mais de trinta anos, pesquisadores

e engenheiros utilizam aplicações de controle teleoperadopara a área de exploração espacial

ou para a análise de sistemas em ambientes de risco (em especial na indústria química) [8].

Contudo, estas aplicações são fortemente dependentes de redes de comunicação dedicadas

e especializadas que forneçam as informações para o controlador em tempos predefinidos

de maneira a garantir a estabilidade do sistema, enquanto o conceito atual de sistemas de

controle em rede sugere redes de comunicação não-ideais, compartilhadas e de uso genérico,

nas quais as propriedades de operação estável não são mais asseguradas [9], principalmente

devido ao tráfego variável.

Na medida em que o conceito de sistemas de controle em rede se desenvolve e se popu-

lariza, principalmente por conta de seu grande potencial deaplicações, também crescem os

desafios inerentes a obtenção de sistemas de controle confiáveis e eficientes [7]. A tarefa de

controlar um sistema que pode estar do outro lado do mundo a partir de redes imperfeitas de

comunicação, que não são projetadas para para lidar com os problemas de controle em tempo

real, seguramente não é uma tarefa trivial. A inserção de umade rede comunicação com-

partilhada na malha de realimentação de sistemas de controle torna a análise de sistemas de

controle em rede em um problema multidisciplinar que exige aintegração contínua e coesa

de tecnologias de redes de comunicação, de processamento desinais, de robótica e de tecno-

logia da informação com as teorias de controle de sistemas dinâmicos. Todas estas áreas do

conhecimento em convergência para que possamos controlar um sistema dinâmico do outro

lado do mundo (ou do espaço). Neste contexto, alguns dos principais teóricos de sistemas
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Figura 1.1: Representação genérica de um sistema de controle em rede.

de controle da atualidade, como Murray, Åström, Boyd, Brockett e Stein [10], classificam

sistemas de controle em rede como sendo uma das questões fundamentais para o futuro da

área de controle.

1.1 SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE

Sistemas de controle em rede, NCS (do inglêsnetworked control systems), remetem à

uma classe de sistemas de controle cujos elementos (planta,controladores, atuadores, sen-

sores, etc) estão interligados por meio de uma rede de comunicação digital em tempo real e

as informações são trocadas na forma de pacotes de dados [11,12, 13, 14, 15]. Uma repre-

sentação genérica para sistemas de controle em rede é apresentada na Figura 1.1. Observe

que os elementos do sistema de controle (planta, controladores, atuadores e sensores) são

conectados por meio de uma rede de comunicação compartilhada.

A arquitetura tradicional de comunicação para sistemas de controle é a arquitetura ponto-

a-ponto, na qual todos os elementos do sistema são diretamente conectados e os atrasos ine-

rentes a comunicação são desprezíveis [16]. Contudo, a rápida evolução e expansão das

tecnologias de comunicação, o aumento de desempenho e a drástica redução dos custos

associados aos dispositivos de rede incentivaram a inserção de redes de comunicação com-

partilhada nas malhas de realimentação de sistemas de controle. A utilização destas redes de

comunicação para interligar os elementos de um sistema de controle é vantajosa em vários

sentidos. Além da redução dos custos de instalação e manutenção [17], a sua utilização in-
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(a) (b)

Figura 1.2: Representação de um sistema de controle em rede de sentido único.

crementa a flexibilidade, a modularidade e a confiabilidade do sistema de controle no sentido

de facilitar e tornar mais rápida a verificação e o diagnóstico de falhas [16, 18, 19]. Além

disso, controladores em rede permitem um rápido e eficiente compartilhamento de dados e

informações, incrementando a viabilidade de aplicações teleoperadas [7]. Neste contexto,

pesquisadores de grande influência na área de controle como Murray, Åström, Boyd, Broc-

kett e Stein [10] classificam o controle por meio de redes de comunicação como como sendo

uma das questões fundamentais para o futuro da área de controle (tradução livre do inglês:

key future directions for control).

É consideravelmente extenso o número de aplicações que se enquadram como sistemas

de controle em rede, e.g., sistemas teleoperados, sistemasde larga escala complexos com

vários subsistemas, veículos aéreos não-tripuláveis, exploração espacial, robótica colabora-

tiva, automação industrial, processos químicos, controleem rede de sensores e em ambientes

inteligentes, etc, [20, 21, 17, 22, 23, 24, 25, 26, 27].

Além disso, um sistema de controle em rede pode assumir diversas configurações dis-

tintas. A arquitetura tradicional é composta por um sistemade controle cujas malhas de

realimentação entre os elementos sensores e o controlador eentre o controlador e o atuador

são fechadas por meio de uma rede de comunicação compartilhada, conforme apresentado

na Figura 1.1. Outra possibilidade é a presença da rede de comunicação em apenas uma das

malhas de realimentação, conforme apresentado na Figura 1.2. Este configuração, conhe-

cida como NCS de sentido único [19], é menos complexa em comparação com a arquitetura

tradicional devido à existência de uma conexão direta entreos elementos da rede. Existem

uma série de outras configurações mais simples que em sua maioria podem ser analisadas

por meio da arquitetura tradicional ou por meio de NCSs de sentido único.

Não obstante, a utilização de uma rede compartilhada em contraste com conexões dedi-

cadas ponto-a-ponto entre os elementos introduz uma série de desafios que tornam a análise

e o projeto destes sistemas consideravelmente mais complexos [11, 16]. Por conseguinte,

as teorias de controle convencionais que assumem uma série de condições ideais (controle

sincronizado, ausência de atrasos, etc) devem ser reavaliadas para que possam ser aplica-
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das a NCSs [11]. Devido a maneira significante como afetam a dinâmica dos sistemas de

controle, a rede de comunicação e suas propriedades devem ser explicitamente considera-

das [21]. Neste contexto, apresentamos as seguintes questões fundamentais que devem ser

abordadas de maneira apropriada para a análise de sistemas de controle em rede.

1.1.1 Questões Fundamentais Envolvendo Sistemas de Controle em Rede

Atrasos induzidos pela rede

Em um sistema de controle em rede, os sinais em tempo contínuoamostrados pelos mó-

dulos sensores são codificados na forma de pacotes de dados digitais e transmitidos pela

rede de comunicação; então, finalmente, decodificados por umdispositivo receptor em outra

ponta da rede de comunicação [19]. Este processo distingue-se consideravelmente da amos-

tragem periódica de sistemas digitais. Em especial, devidoa existência de atrasos induzidos

por conta da transmissão de dados através de uma rede de comunicação compartilhada.

Os atrasos de comunicação entre os dispositivos da rede são basicamente constituídos

pelo atraso advindo da camada MAC (do inglêsmedium access protocol) de acesso à rede

de comunicação, e pelo atraso referente a transmissão de dados sobre o meio físico de trans-

missão. Não obstante, estes atrasos são dependentes de condições altamente variáveis, e.g.,

congestionamento da rede ou qualidade dos canais [17]. Assim, o atraso de comunicação

induzido é também altamente variável. Alguns autores, visando facilitar a análise conside-

ram atrasos constantes de comunicação [12]. Contudo, para esta análise ser factível, deve-se

considerar o pior caso de atraso como atraso de referência constante. Assim, pacotes re-

cebidos com atrasos menores que o atraso constante deverão ser armazenados e utilizados

posteriormente. Outros autores, consideram atrasos de comunicação aleatórios modelados

por processos estocásticos específicos [16] Neste trabalho, consideramos atrasos variantes

de um maneira genérica. Desta forma, não impomos nenhuma restrição ou hipote se sobre o

comportamento do atraso variante de comunicação.

Perda de pacotes

Outra importante propriedade que deve ser levada em consideração para a análise de

sistemas de controle em rede é a possibilidade de perda de pacotes durante a transmissão

de dados pela rede. Geralmente, a ocorrência de perda de pacotes se deve a falhas no meio

físico de comunicação (muito mais comum em redes sem fio) ou por conta de estouro de

buffer (geralmente devido a congestionamentos) [19]. Apesar da maioria dos protocolos de

rede (protocolo TCP, por exemplo) estarem equipados com mecanismos de retransmissão,

eles só podem retransmitir até um certo limite de tempo. Apóseste tempo os pacotes serão

descartados [11]. Além disso, do ponto de vista de controle émais interessante que o pacote

antigo seja descartado e um novo contendo informações mais recentes do estado da planta

ou do sinal de controle seja transmitido, caso esteja disponível para transmissão [11].
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O comportamento em tempo real de um sistema de controle em rede irá depender di-

retamente destas características que por sua vez são dependentes dos parâmetros da rede

de comunicação, e.g., taxa de transmissão, protocolo de acesso à camada MAC, tamanho

dos pacotes, etc [11]. Tradicionalmente, a análise de sistemas de controle envolve o pres-

suposto que a conexão entre os elementos do sistema é feita por meio de canais ideais e,

portanto, estas características não são devidamente consideradas e investigadas. A análise

por meio da teoria de comunicação, apesar de considerar estas características e a transmissão

por meio de canais imperfeitos, não leva em conta os efeitos do atraso e da perda de pacotes

sobre o sistema dinâmico. Neste sentido, pode-se afirmar quesistemas de controle em rede

encontram-se na junção das teorias de controle e de comunicação [19]. Segundo Zhang et

al. [11], de acordo com a teoria a ser aplicada, podemos analisar NCSs através de duas abor-

dagens distintas. A primeira é projetar um sistema de controle sem levar em consideração as

propriedades de atraso e de perda de pacotes e, então, configurar um protocolo de comuni-

cação que minimize a probabilidade de ocorrência destes eventos. A segunda é assumir que

as características da rede de comunicação e suas propriedades são previamente estabelecidas

e, então, projetar estratégias de controle que considerem explicitamente estas propriedades.

Esta dissertação leva em consideração principalmente a perspectiva de controle, portanto,

assumimos propriedades da rede de comunicação conhecidas eassim procuramos estabe-

lecer condições que assegurem a estabilidade e a estabilização do sistema de controle em

rede. Estas condições serão estudadas por meio da abordagemde sistemas lineares sujeitos

a atrasos variantes no tempo cujas propriedades de estabilidade são estudadas há mais de 50

anos.

1.2 CONCEITOS BÁSICOS

1.2.1 Estabilidade de Sistemas Dinâmicos

A teoria de estabilidade desempenha um papel fundamental nateoria e na análise de

sistemas de controle. De maneira geral, podemos afirmar que em um sistema de controle o

primeiro aspecto e, provavelmente, o aspecto de maior importância a ser determinado refere-

se a estabilidade deste sistema [6]. Neste contexto, primeiramente introduziremos o conceito

de pontos de equilíbrio.

Pontos de equilíbrio são fundamentais à análise de sistemasdinâmicos, pois eles definem

os estados em que as condições de operação de um sistema dinâmico mantém-se constantes,

ou seja, nas situações em que a dinâmica do sistema encontra-se em condição estacionária

[1]. Em outras palavras, se existirem condições iniciaisx(0) tais que a trajetóriax(t) per-

maneça sempre igual (ou seja, igual ax(0)), diz-se quex(0) é umponto de equilíbrio [2].
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Neste sentido, considerando um sistema dinâmico

dx

dt
= F (x), (1.1)

dizemos que um estadoxe é um ponto de equilíbrio de (1.1) seF (xe) = 0, ou seja, se em um

determinado instante,te, o sistema dinâmico entrou em um ponto de equilíbriox(te) = xe,

então

xe é ponto de equilíbrio ⇔ ∀t ≥ te, x(t) ≡ xe. (1.2)

Um sistema dinâmico pode ter nenhum, um, vários ou infinitos pontos de equilíbrio. Visando

facilitar a análise, sempre que existir um ponto de equilíbrio xe 6= 0, efetuaremos uma

mudança de variáveis, de forma que



z = x− xe,

ż = F (z + xe).
(1.3)

Assim,ze = 0 é o ponto de equilíbrio correspondente ax = xe.

Em termos intuitivos, o ponto de equilíbrio é o ponto de operação desejado para o sistema

dinâmico. Em situações práticas, no entanto, é comum que as condições iniciais não se

encontrem neste ponto. Assim, se torna interessante estudar o comportamento do sistema

para este caso, i.e., o sistema se aproximará ou se afastará do ponto de equilíbrio. De maneira

geral, diremos que um ponto de equilíbrio é estável se todas soluções que começam em

pontos em sua vizinhança mantém-se perto do ponto de equilíbrio, caso contrário i.e., se

as soluções se afastarem, o ponto de equilíbrio é instável [28, 1]. Assim, introduzimos a

seguinte definição

Definição 1.2.1.[28, 2] O ponto de equilíbrioxe = 0 é estávelse para qualquerR > 0

existir umr > 0, o qual depende do valor deR e é menor que este valor, i.e.,0 < r(R) < R,

tal que se‖x(t0)‖ < r, em quet0 é o instante inicial, então‖x(t)‖ < R, para todot ≥ t0.

�

A Definição 1.2.1 mencionada acima implica que uma trajetória iniciada perto do ponto

de equilíbrio, especificamente dentro de uma bolar em torno do ponto de equilíbrio, nunca

sairá fora de uma bola de raioR em torno do ponto de equilíbrio [2]. Esta noção de estabi-

lidade é representada na Figura 1.3, na qual observa-se que oestadox(t) (curva pontilhada)

evolui no tempo dentro de um tubo de raioR (representado pelas curvas sólidas externas)

em torno do ponto de equilíbrio (curva sólida mais espessa).

Esta noção de estabilidade também é conhecida como estabilidade no sentido de Lyapu-

nov, por conta do matemático e engenheiro Aleksandr Mikhailovitch Lyapunov1 que incen-

tivado por seu orientador P. Tchebyshev foi o primeiro a estudar e deduzir uma teoria sobre

1Para mais informações sobre a biografia de A. Lyapunov, um dosautores mais importantes da teoria de

controle, leia [29].

6



Figura 1.3: Evolução do estadox no tempo (curva pontilhada) para um sistema com ponto

de equilíbrio estável (curva sólida espessa) emt > 0. Figura obtida de [1].

o comportamento dos pontos na vizinhança dos pontos de equilíbrio. Lyapunov propôs o

primeiro trabalho teórico sobre a estabilidade de sistemasdinâmicos não-lineares que foi

publicado em 1892 na sua tese de doutorado (The General Problem of Motion Stability)

[29]. Em seus trabalhos, Lyapunov propõe dois métodos para investigar a estabilidade de

um sistema dinâmico em torno do ponto de equilíbrio. O primeiro método permite a análise

e a investigação da estabilidade de sistemas não lineares através de seu modelo linearizado

[30]. O segundo método, conhecido como método direto de Lyapunov, permite a análise do

comportamento de sistemas dinâmicos em torno de um ponto de equilíbrio com o auxílio de

uma função escalar designada por função de Lyapunov [2].

A função de LyapunovV : Rn → R é uma função semelhante a uma função de energia

que pode ser utilizada para determinar a estabilidade de um sistema dinâmico [1]. Consi-

derando o conceito de energia, observamos que um sistema, quer seja mecânico, elétrico

ou de outro tipo, tem usualmente dissipação ou amplificação de energia. Assim, sempre

que a dissipação for superior à amplificação, a energia do sistema decairá e as variáveis do

sistema (amplitudes de oscilação, velocidades, tensões elétricas, correntes, etc.) tenderão a

evoluir para zero (ponto de equilíbrio). Estudando a energia associada ao sistema, ou outra

grandeza mais conveniente se torna possível a análise de seucomportamento, em particular

de sua estabilidade [2]. Neste contexto, estamos prontos para caracterizar as condições de

estabilidade para um ponto de equilíbrioxe = 0 para o sistema (1.1), comx ∈ Rn.

Teorema 1.2.1.2 (Teorema de estabilidade de Lyapunov) [28, 1, 2]Dado um ponto de

equilíbrio xe = 0, se existir uma bolaBR de raioR > 0 centrada no ponto de equilíbrio,

para a qual exista uma uma função contínuaV : Rn → R definida positiva com derivada

no tempo sobre a trajetória do sistema dinâmico (1.1),

V̇ =
∂V

∂x

dx

dt
=

∂V

∂x
F (x),

semi-definida negativa para todox ∈ BR, então o ponto de equilíbrio é localmente estável

no sentido de Lyapunov. Se tal afirmação for válida para todoR > 0, então o ponto de

equilíbrio é globalmente estável no sentido de Lyapunov. Além disso, sėV for definida

2Uma das provas do Teorema encontra-se em [28, Capítulo 3].
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Figura 1.4: Representação geométrica das curvas de nível deuma função de Lyapunov.

Figura obtida de [2].

negativa, então o ponto de equilíbrio será assintoticamente estável no sentido de Lyapunov.

�

As funçõesV que satisfazem as condições estipuladas no Teorema 1.2.1 são denomina-

dasfunções de Lyapunov. A Figura 1.4 apresenta uma representação geométrica para este

resultado. Observe que as curvas de nível para um função de Lyapunov definida positiva são

representadas por0 < V1 < V2 < V3. Assim, a condiçãoV̇ (x) ≤ 0 implica que a trajetória

do sistema deve se aproximar da origem passando por curvas denível com valores referen-

tes a função de LyapunovV cada vez menores. Ademais, se a derivadaV̇ (x) for definida

negativa, entãox(t) → 0 quandot → ∞.

É interessante ressaltar que o Teorema 1.2.1 refere-se a estabilidade local e global do

ponto de equilíbrioxe = 0. Um sistema localmente estável implica que o sistema será estável

na vizinhança de um determinado ponto de equilíbrio. Assim,um estado de equilíbrio (ponto

de equilíbrio) será globalmente estável se este for estávelqualquer que seja o valor inicial de

seu estado [2].

Além disso, o Teorema 1.2.1 refere-se à estabilidade e à estabilidade assintótica dos

pontos de equilíbrio. Em um sistema estável (também chamadode neutramente estável) no

sentido de Lyapunov podemos afirmar que para qualquer bolaBR de raioR > 0 centrada na

origem, se o estado inicial estiver dentro da bolaBR, ou seja,‖x(t0)‖ < R, em quet0 é o

instante inicial, então‖x(t)‖ < R, para todot ≥ t0. Uma representação gráfica desta análise

é apresentada na Figura 1.5. Observe que a norma do estado‖x(t)‖, apesar de não tender

a zero, é limitada emR para qualquert > 0. Não obstante, um sistema assintoticamente

estável no sentido de Lyapunov implica que, além do estadox(t) parat > t0 estar limitado

dentro da bola de raioR > 0, este convergirá ao ponto de equilíbrioxe = 0, ou seja,

limt→∞ x(t) → 0. Esta definição pode ser interpretada graficamente através da Figura 1.6.

Pelo restante do trabalho, consideraremos apenas a estabilidade assintótica no sentido de

Lyapunov. Desta forma, sempre que mencionarmos a estabilidade de um sistema dinâmico

8



Figura 1.5: Sistema com ponto de equilíbrioxe = 0 estável no sentido de Lyapunov. Figura

obtida de [2].

Figura 1.6: Sistema com ponto de equilíbrioxe = 0 assintoticamente estável no sentido de

Lyapunov. Figura obtida de [2].

estamos nos referindo a sua estabilidade assintótica (a menos que esteja especificamente

indicado o tipo de estabilidade).

Observação 1.2.1.[28] O Teorema de Lyapunov 1.2.1 fornece condições suficientes para a

estabilidade de sistemas dinâmicos. Contudo, não informa nada sobre se as condições são

também condições necessárias.3

É importante ressaltar que existem vários outros métodos que podem ser utilizados para

analisar a estabilidade de sistemas dinâmicos lineares invariantes no tempo (SLITs), e.g. o

critério de estabilidade de Nyquist, critério de Routh-Hürwitz etc [6]. Todavia, ao alterar-

mos as configurações destes sistemas seja pela inclusão de não-linearidades, de parâmetros

variantes no tempo, ou atrasos contantes ou variantes no tempo estes critérios deixam de ser

válidos. Neste sentido, o critério de estabilidade por Lyapunov é robusto e flexível à estas

3Existem alguns trabalhos que estabelecem para algumas formas de estabilidade condições que são de fato

necessárias, são os chamados Teoremas de Conversão [28].
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modificações, não-linearidades e incertezas. Especificamente, no caso de sistemas lineares

sujeitos a atrasos constantes ou variantes no tempo que serão tratados neste trabalho, a es-

tabilidade no sentido de Lyapunov fornece as ferramentas que precisamos para estabelecer

condições suficientes de estabilidade assintótica, conforme veremos na próxima seção.

1.2.2 Sistemas sujeitos a atrasos no tempo

Sistemas sujeitos a atrasos no tempo são também conhecidos como sistemas hereditá-

rios, sistemas defasados ou sistemas com tempo morto [4, 31]. De fato, sistemas sujeitos a

atrasos no tempo (ou sistemas atrasados) generalizam o conceito de sistemas com diversos

tipos de atrasos. Conforme detalhadamente descrito em [4],estes sistemas pertencem a uma

classe especial de equações diferenciais funcionais que, ao contrário das equações diferen-

ciais ordinárias, possuem dimensão infinita [31, 32]. Esta classe de equações é conhecida

pelo nome de equação diferencial funcional atrasada – RFDE (do inglêsretarded functional

differential equation) [4] ou, simplesmente, por equação diferencial atrasada – DDE (do in-

glêsdelayed differential equation) [19]. Esta classe de sistemas é definida genericamente da

seguinte forma, [4],

ẋ(t) = f(t, x(t), xt), (1.4)

em quef : R×Rn × C → Rn eC é o conjunto das funções contínuas mapeando o intervalo

[−τ, 0] emRn. A Equação (1.4) indica que a dinâmica do sistema em cadat depende do

estado no instantet, x(t), e da história de valores dex(t) no intervalo[t− τ, t], i.e.,xt.

Sistemas sujeitos a atrasos no tempo ocorrem em diversas situações práticas dado que

grande parte dos processos e sistemas físicos, químicos e biológicos envolvem reações que

não são instantâneas [3]. Assim, considerar a dependência de informações referentes ao

histórico temporal destes sistemas é fundamental para um modelamento matemático mais

realista de vários sistemas distintos. Desta forma, visando facilitar a análise e ilustrar a

ampla gama de aplicações nas quais verifica-se a ocorrência de atrasos, apresentamos os

seguintes exemplos

Exemplo 1.2.1.[3, 33]

Considere o chuveiro apresentado na Figura 1.7. Neste sistema, o ajuste de tem-

peratura é feito através da mistura de reservatórios contendo água quente e água fria.

Portanto, é natural que exista um atraso entre o instante de abertura das válvulas até

o instante que a água esteja na temperatura desejada. Assumindo que a água não seja

compressível e seja um fluído em regime estacionário, pode-se deduzir uma expressão

analítica para calcular o valor do atraso no tempo inerente ao sistema.

Com este intuito, investigamos a vazão da água, de acordo coma Lei de Poiseuille,

F =
πR4

8vl
∆p,
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Figura 1.7: [Exemplo 1.2.1] Diagrama esquemático de um chuveiro. Figura obtida de [3].

em quev representa o coeficiente de viscosidade da água,R e l representam respectiva-

mente o raio e o comprimento da tubulação e∆p correspondente a diferença de pressão

do fluído entre o início e o fim da tubulação. Assim, o atraso no tempoτ inerente ao

sistema pode ser calculado como

τ =
8v

∆p

(
l

R

)2

. �

Exemplo 1.2.2.[4, 34]

Considere a Figura 1.8 (a) que apresenta um processo de usinagem de uma peça ci-

líndrica por meio de um torno mecânico. A peça com forma geométrica de revolução

gira com uma velocidade angularω constante e a ferramenta de corte percorre um tra-

jetória ao longo do eixo desta peça com velocidade constanteωf

2π
, em quef é uma taxa

que corresponde à espessura do cavaco removido. A ferramenta gera uma superfície na

medida que o material é removido (região sombreada da figura), e qualquer vibração da

ferramenta é refletida nesta superfície. No contexto de usinagem com vibrações regene-

rativas, a superfície gerada pela passagem anterior da ferramenta se torna a superfície

superior do cavaco na passagem seguinte desta ferramenta. Um modelo genérico usual-

mente utilizado para estudar este tipo de processo baseia-se no processo apresentado na

Figura 1.8 (b) e pode ser descrito da seguinte maneira, [4],

mÿ(t) + cẏ(t) + ky(t) = −Ft (f + y(t)− y(t− τ)) ,

em quem, c e k correspondem às características de inercia, amortecimento e rigidez da

ferramenta, o atrasoτ = 2π
ω

corresponde ao tempo necessário para a peça fazer uma

revolução e, por fim,Ft representa a força de impulso que é dependente da espessura

do cavaco. Maiores detalhes quanto ao modelamento de sistemas de usinagem com vi-

brações regenerativas através de equações diferenciais atrasadas são apresentados em

[35]. �
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(a) (b)

Figura 1.8: [Exemplo 1.2.2] Processo de usinagem por meio deum torno (a). Processo de

usinagem com vibrações regenerativas (b). Figura obtida de[4].

No Exemplo 1.2.2, consideramos um sistema autônomo e, portanto, o atraso é resultado

das características inerentes ao sistema. A força de impulso Ft é usualmente considerada

linear e técnicas lineares para sistemas atrasados são utilizadas para a análise deste sistema

[4]. Recentemente, devido a exigências em usinagem de alta velocidade, houve uma conside-

rável expansão nas pesquisas e no interesse de sistemas não lineares e de sistemas atrasados

com aplicações para a indústria [4].

Exemplo 1.2.3.[4, 36]

No controle de motores de combustão interna, é usual a utilização de modelos basea-

dos no torque médio. Neste modelo, a rotação do virabrequim émodelada pela equação

de movimento

Jω̇(t) = Ti (t− τi)− Tf (t)− Tc(t),

em queTi indica o torque gerado pelo motor que é atrasado emτi segundos devido a

atrasos do ciclo do motor, sejam estes resultantes do atrasode ignição, de mistura do

ar-combustível, ou de propagação sobre os cilindros. Além disso, o termoTf representa

o atrito de fricção,Tc representa a carga,J representa o momento de inércia e,ω, a

velocidade angular do virabrequim.

A dinâmica do sistema e a ação de controle de realimentação aplicada para manipu-

lar o torque indicadoTi são definidos da seguinte forma,

ẋ(t) = f (x(t), ω(t)) ,

Ti(t) = h (x(t), ω(t)) .
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Então combinando as equações mencionadas, obtemos o sistema em malha fechada

ω̇(t) =
1

J
[h (x(t− τi), ω(t− τi))− Tf (t)− Tc(t)] ,

ẋ(t) = f (x(t), ω(t)) . �

Ao contrário dos exemplos anteriores, no Exemplo 1.2.3, o atraso é resultado da malha

de realimentação. Este tipo de atraso ocorre devido a atrasos no controlador ou atrasos na

medição (seja por conta da transmissão de dados ou pelo processo de aquisição destes) e são,

geralmente, prejudiciais ao desempenho e à estabilidade dosistema [4].

Além dos exemplos mencionados, existe na literatura uma ampla gama de sistemas que

são modelados considerando explicitamente o efeito de atrasos constantes ou variantes no

tempo. Por exemplo, podemos citar outros exemplos em sistemas de combustão [37], ou

exemplos em processos biológicos, químicos e econômicos ([38, 39, 40] e suas referências).

1.2.2.1 Estabilidade de sistemas sujeitos a atrasos no tempo

De maneira análoga ao caso de sistemas sem atrasos, a análisede estabilidade é também

fundamental para sistemas sujeitos a atrasos no tempo. As primeiras pesquisas relacionadas

a estabilidade deste tipo de sistema surgiram na década de 1940 com os trabalhos sobre a es-

tabilidade de quasi-polinômios (pseudo-polinômios com coeficientes definidos por funções

periódicas) de Pontryagin e de Chebotarev [4]. Em 1949, Myshkis formulou pela primeira

vez o problema relacionado aos valores iniciais e aos pontosde equilíbrio destes sistemas [4].

No entanto, apenas a partir do trabalho pioneiro de Nikolaı̃ Nikolaevich Krasovskii em 1959,

estabeleceu-se uma teoria capaz de analisar a estabilidadedestes sistemas de maneira eficaz.

Neste trabalho, traduzido para o inglês em 1963 [41], Krasovskii apresenta pela primeira

vez uma extensão da teoria de Lyapunov (Teorema 1.2.1) para lidar com sistemas sujeitos

a atrasos no tempo. Esta extensão é baseada em seus estudos pioneiros (1956) sobre a im-

portância de se considerar o estadox(t) em todo o intervalo de atraso, i.e.,xt, na construção

das funções de Lyapunov [4]. Em outras palavras, Krasovskiienfatiza a importância de se

considerar uma função de Lyapunov que leve em conta não só a evolução temporal do sis-

tema dinâmico mas também seu histórico temporal [3]. Assim,consideramos uma função de

LyapunovV (t, x(t), xt) que dependa do estado atualx(t) e, também, dext, que corresponde

ax(t) no intervalo[t−τ, t]. Com o intuito de distinguir esta função da função de Lyapunov

proposta originalmente, deu-se o nome de função de Lyapunov-Krasovskii. O objetivo é

analisar e quantificar o desvio não apenas dex(t) mas também dext em relação ao ponto de

equilíbrio.

Neste contexto, primeiro consideremos um sistema dinâmicoatrasado genérico, con-

forme descrito na Equação (1.4), em que as condições iniciais referentes ao estado são dadas

porx0(θ) = ρ(θ), θ ∈ [−τ, 0]. De maneira análoga ao caso sem atrasos, o sistema atrasado

genérico (1.4), terá ponto de equilíbrioxe = 0 estável no sentido de Lyapunov-Krasovskii
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se para qualquer instante inicial, existir um raioR > 0, tal que‖ρ‖M = max
−τ≤θ≤0

‖ρ(θ)‖ < R

implica que‖x(t)‖ < R para todot ≥ 0. A partir desta caracterização, estamos prontos

para estabelecer as condições segundo Krasovskii que assegurem a estabilidade de sistemas

dinâmicos sujeitos a atrasos no tempo

Teorema 1.2.2.4 (Teorema de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii) [4, 39, 30] Sejam

u, v, w funções contínuas semi-definidas positivas, tal queu(s) e v(s) são positivas para

s > 0 e nulas paras = 0. Se existir uma função contínua e diferenciávelV tal que as

afirmações

u (‖ρ(0)‖) ≤ V (t, ρ) ≤ v (‖ρ‖M) (1.5)

e

V̇ (t, ρ) ≤ −w (‖ρ(0)‖) (1.6)

sejam válidas, então o ponto de equilíbrioxe=0 é estável. Além disso, sew(s) for definida

positiva paras > 0, então o ponto de equilíbrio é assintoticamente estável no sentido de

Lyapunov-Krasovskii. �

Se a funçãoV satisfaz as condições estipuladas no Teorema 1.2.2, ela é denominada

função de Lyapunov-Krasovskii. A condição apresentada em (1.5) implica que a função

de Lyapunov-Krasovskii é definida positiva e que possui limite superior infinitesimal [39],

enquanto que a segunda condição (1.6) implica que a derivadada função é definida negativa

e, portanto, a função de Lyapunov-Krasovskii não cresce ao longo da trajetória do sistema

[4]. A princípio pode-se pensar que a condição (1.6) não permite a análise dependente de pa-

râmetros do atraso (como limites inferiores e superiores, ou sua derivada), contudo podemos

analisar estas características a partir da construção de funções candidatas consideravelmente

complexas que considerem explicitamente estas características [39].

Em geral, o Teorema de Lyapunov-Krasovskii (Teorema 1.2.2)exige uma complexa ma-

nipulação das características do atraso para a formulação de uma função candidata eficiente.

Este desafio pode ser significamente reduzido ao considerarmos uma segunda forma de aná-

lise de estabilidade para sistemas sujeitos a atrasos no tempo introduzida por Razumikhin

[43]. Não obstante, apesar de sua construção ser mais simples, o método de Razumikhin

pode ser obtido através do Teorema de Lyapunov-Krasovskii por meio da imposição de res-

trições adicionais à análise [4], e, portanto, seus resultados tendem a ser mais conservadores

[44, 45]. Assim, o método de Razumikhin não será abordado neste trabalho.

O foco deste trabalho é a análise de estabilidade e estabilização de sistemas lineares

sujeitos a atrasos variantes no tempo. Desta forma, a descrição generalizada para sistemas

atrasados (1.4) será redefinida considerando um sistema linear contínuo sujeito a atrasos no

tempo, da seguinte forma

ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− τ), t > 0, (1.7)

4A demonstração do Teorema de Lyapunov-Krasovskii encontra-se em [4, 39, 42].
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em quex(t) ∈ Rn é o vetor de estado da planta,A eAd são matrizes do sistema, conhecidas

ou não, com dimensões apropriadas, eτ ≥ 0 representa o atraso no tempo.

Mais precisamente, levaremos em consideração atrasos variantes no tempo (τ = d(t))

incertos, porém limitados da seguinte maneira

τmin ≤ d(t) ≤ τmax,

de forma que o sistema (1.7) possa ser reescrito como



ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d(t)), t > 0,

x(t) = ρ(t), t ∈ [−τmax, 0],

em queρ(t) é uma função que descreve as condições iniciais do estado.

Ao considerarmos sistemas dinâmicos lineares, a estabilidade do sistema no sentido de

Lyapunov-Krasovskii pode ser investigada e analisada por meio de ferramentas clássicas

como as desigualdades matriciais lineares.

1.2.3 Desigualdades matriciais na teoria de controle

Nesta subseção, descreveremos de forma sucinta a importância da utilização de desigual-

dades matriciais lineares (LMIs, do inglêslinear matrix inequalities) na teoria de controle.

Primeiramente, descreveremos de maneira concisa o histórico desta ferramenta de análise.

1.2.3.1 Histórico das desigualdades matriciais lineares

A aplicação deste tipo de desigualdade à análise de sistemasdinâmicos, mais especifica-

mente à análise de estabilidade de sistemas dinâmicos, teveinício há mais de cem anos com

os trabalhos de Aleksandr Mikhailovitch Lyapunov (1892) e anotória desigualdade

ATP + PA < 0, P > 0

que se tornou conhecida como a desigualdade de Lyapunov [29,46]. Neste caso específico,

a desigualdade era resolvida analiticamente através de umasérie de equações lineares.

Os avanços na teoria relacionada a desigualdades matriciais lineares são detalhadamente

discutidos em [46]. Inicialmente, pesquisadores utilizavam tipos específicos de LMIs para

a solução de problemas específicos. Na década de 1940, pesquisadores da antiga União

Soviética (Lur’e e Postinikov entre outros) foram os primeiros a aplicar a teoria de Lya-

punov para problemas de controle, em especial à análise de estabilidade de sistemas com

não-linearidades nos atuadores [46]. Não obstante, as desigualdades matriciais lineares re-

sultantes eram resolvidas analiticamente (manualmente) e, portanto, a análise era reduzida a

sistemas pequenos (segunda ou terceira ordem no máximo) [47]. Na década de 1960, pes-
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quisadores como Popov, Kalman, Tsypkin entre outros, verificaram que as desigualdades

resultantes dos problemas descritos por Lur’e [48] podiam ser resolvidas através de certas

ferramentas de análise gráfica, Nyquist, critério de Popov,entre outros [49, 50]. Além disso,

nesta época se tornou notória a importância do estudo de LMIspara a teoria de controle [51].

Por fim, em 1971, J.C. Willems demonstrou em seu trabalho sobre controle ótimo quadrático

[52], que a LMI [
ATP + PA+Q PB + CT

∗ R

]
≥ 0,

poderia ser resolvida através do estudo de soluções simétricas da equação algébrica de Ricatti

– ARE (do inglêsalgebraic Riccati equation),

ATP + PA+Q−
(
PB + CT

)
R−1

(
BTP + C

)
= 0,

que por sua vez pode ser resolvida por meio da decomposição dos autovalores da matriz Ha-

miltoniana correspondente [46]. Não obstante, além desta contribuição mais óbvia, Willems

em [52] sugere que a utilização destes métodos (equações algébricas de Ricatti, ferramentas

gráficas, etc) não propiciavam condições ideais para que a teoria referente a desigualdades

matriciais lineares se desenvolvesse e que seria interessante explorar sua capacidade por meio

de algoritmos computacionais [53]. Neste contexto, Pyatnitskii and Skorodinskii [54], en-

tre outros pesquisadores, observaram que o problema relacionado a construção de uma LMI

derivada de uma função de Lyapunov podia ser escrito como um problema de otimização

convexa e, portanto, solúvel por meio de certos algoritmos.

Contudo, foi através do desenvolvimento de poderosos e eficientes métodos de pontos

interiores para solucionar LMIs que estas finalmente se popularizaram na teoria de controle.

Em 1984, Karmarkar introduz um novo algoritmo de programação que resolvia programas li-

neares em tempo polinomial [46]. A partir deste trabalho, surgem outros vários baseados em

métodos de pontos interiores para programação linear. Neste contexto, em 1988, Nesterov e

Nemirovskii [55] desenvolveram métodos por pontos interiores que se aplicam diretamente a

problemas convexos envolvendo LMIs. A partir de então, vários algoritmos por pontos inte-

riores foram implementados com sucesso para a solução de problemas convexos envolvendo

LMIs que surgem na teoria de controle. Para um detalhamento sobre os métodos por pontos

interiores veja [46].

1.2.3.2 Desigualdades matriciais lineares

Neste trabalho, consideramos uma forma genérica de caracterização dos problemas en-

volvendo desigualdades matriciais lineares (LMIs), de forma que procuramos encontrar uma

soluçãox ∈ Rm para

F (x) = F0 +

m∑

i=1

xiFi ≥ 0, (1.8)

16



em quex é o vetor de variáveis de decisão eFi = F T
i , i = {0, . . . , m} são matrizes conhe-

cidas. O sinal da desigualdade emF (x) ≥ 0 significa queF (x) é semi-definida positiva,

i.e., zTF (x)z ≥ 0, para todoz 6= 0. A LMI (1.8) é uma restrição convexa emx, i.e., o

conjunto de soluçõesx que atende à restrição ({x | F (x)}) é convexo. Encontrar uma so-

lução que denominaremos comosolução factívelou solução viávelé encontrar umxfact

tal queF (xfact) > 0. Caso não encontremos esta solução denominaremos a LMI como

sendoinfactível ou sem solução viável. Observe que desigualdades matriciais formadas

pela combinação de um conjunto de variáveis matriciaisX1, X2, . . . , Xm são também referi-

das como LMIs, pois estas podem ser expressas na forma (1.8),em termos das componentes

das matrizesX1, X2, . . . , Xm, [56]. Outro problema envolvendo LMIs que levaremos em

consideração neste trabalho é o problema de minimizaçãomin {cTx} sujeito aF (x) ≥ 0,

em quec ∈ Rm. Esse problema é conhecido como problema de programação semi-definida

(SDP). Esta classe de problemas refere-se a problemas de otimização convexa, na qual a

função objetivo que se deseja minimizar é linear e as restrições são escritas na forma de

desigualdades matriciais lineares [57].

Dentre a enorme gama de problemas que podem ser caracterizados por meio de LMIs

podemos citar os problemas referentes à análise de estabilidade robusta de sistemas incertos

lineares invariantes no tempo [46, 58]; à análise do posicionamento de pólos em regiões

convexas do plano convexo, denominadaD-estabilidade [59, 56]; à análise das normasH2 e

H∞ e seus custos [60]; à síntese de controladores robustos por realimentação de estado [59];

dentre outros.

A formulação destes problemas por meio de LMIs é interessante pelas seguintes razões

[56, 61]:

• Convexidade e solução numérica eficiente:Os problemas envolvendo LMIs são pro-

blemas convexos e, portanto, solucionáveis utilizando métodos de pontos interiores

para otimização convexa em problemas de programação semi-definida (SDP) [61]. Es-

tes métodos possuem taxa de convergência polinomial, fornecendo desta maneira uma

solução eficiente para problemas que não possuem solução analítica, ou que possuem

solução analítica restritiva ou complicada [46].

• Robustez sobre incertezas:Baseando-se em uma descrição determinística das in-

certezas com estrutura e limites conhecidos, pode-se descrever o problema na forma

de problemas de programação semi-definida. Desta forma, a abordagem por LMIs é

viável para sistemas sujeitos a incertezas muito comuns nosproblemas de engenharia

onde constantemente erros de medida, modelagem, etc, estãopresentes [56].

• Problemas multi-objetivo: Esta é uma vantagem significativa quando se compara a

abordagem LMI aos métodos clássicos de otimização, que empregam apenas um cri-

tério para refletir um conjunto deles. A tarefa de se escolhero critério de otimização

mais relevante nem sempre é trivial [56]. Como a abordagem por LMIs permite a im-
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posição de diversos objetivos e restrições, consequentemente, esta abordagem oferece

maior flexibilidade para combinar várias especificações sobre o sistema a ser projetado

[46]

• Amplo escopo de aplicações:As características da abordagem por LMI permitem

uma vasta gama de aplicações que não se limitam à problemas decontrole e estimação

[56].

• Programas para solução de LMIs:Outra vantagem desta abordagem é a disponibili-

dade de vários programas comerciais ou gratuitos para a solução em tempo polinomial

de LMIs, e.g., LMI Control Toolbox [62], SeDuMi [63], a interface YALMIP [64, 65]

dentre outros. Neste trabalho, utilizaremos a interface YALMIP com os programas

SeDuMi e SDPT3 [66].

Por conta destas características e por sua flexibilidade de aplicações, a abordagem por de-

sigualdades matriciais lineares é ideal para lidar com o problema de estabilidade de sistemas

sujeitos a atrasos variantes no tempo, como veremos mais a frente.

1.3 OBJETIVO E CONTRIBUIÇÕES

Motivado pelo extenso número de aplicações práticas envolvendo o controle por meio de

redes de comunicação, e pela necessidade de se reavaliar as teorias de controle convencionais

para a análise desta nova classe de sistemas dinâmicos, estadissertação visou o estudo e

o desenvolvimento de técnicas para a análise de estabilidade de sistemas de controle em

rede com incertezas de modelo e de técnicas para a síntese de controladores robustos aos

intempéres da rede de comunicação e às perturbações sobre a saída do sistema em malha

fechada.

Visando este objetivo, as principais contribuições teóricas desta dissertação na área de

controle são:

• A análise teórica de estabilidade de sistemas atrasados com o desenvolvimento de dois

critérios de melhor qualidade (em termos da obtenção de limites máximos para o atraso

variante) em comparação com os métodos já existentes na literatura;

• A extensão deste método para lidar com sistemas sujeitos a incertezas de modelo;

• A análise teórica de estabilidade de sistemas de controle em rede sujeitos a incertezas

de modelo a partir das técnicas de análise de sistemas atrasados e das abordagens

desenvolvidas nesta dissertação;

• A análise de desempenho e a síntese de controladores robustos no sentidoH∞ para
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NCSs com o desenvolvimento de um critério de estabilização analisado por meio de

duas abordagens inéditas.

• A extensão deste critério e das abordagens correspondentes para o controle robusto

H∞ de trajetória no sentido de atenuar as perturbações sobre o erro de rastreamento.

As contribuições deste trabalho para a análise de estabilidade e de estabilização de sis-

temas atrasados e de sistemas de controle em rede deram origem às seguintes publicações

científicas

• [67] L.F.C. Figueredo, J.Y. Ishihara, G.A. Borges e A. Bauchspiess,Delay-Dependent

RobustH∞ Output Tracking Control for Uncertain Networked Control Systems,

Proceedings of the 18th IFAC World Congress, IFAC WC 2011, Agosto, 2011

(aceito para publicação);

• [68] L.F.C. Figueredo, J.Y. Ishihara, G.A. Borges e A. Bauchspiess,Robust stabi-

lity criteria of uncertain systems with delay and its derivative varying within inter-

vals, American Control Conference, ACC 2011, Junho, 2011(aceito para publica-

ção);

• [69] L.F.C. Figueredo, J.Y. Ishihara, G.A. Borges e A. Bauchspiess,Stability crite-

rion for networked control systems with delay varying within intervals, 8th IEEE In-

ternational Conference on Networking, Sensing and Control, ICNSC 2011, Abril,

2011(aceito para publicação);

• [70] L.F.C. Figueredo, J.Y. Ishihara, G.A. Borges e A. Bauchspiess,New delay-

and-delay-derivative-dependent stability criteria for systems with time-varying delay,

Proceedings of the 49th IEEE Conference on Decision and Control, CDC 2010,

Dezembro, 2010;

• [71] L.F.C. Figueredo, P.H.R.Q.A. Santana, E.S. Alves, J.Y. Ishihara, G.A. Borges

e A. Bauchspiess,Estabilidade e Estabilização de Sistemas de Controle em Rede

com Incertezas e Atrasos Variantes no Tempo, XVIII Congresso Brasileiro de Au-

tomática, CBA 2010, Setembro, 2010;

• [72] P.H.R.Q.A. Santana, L.F.C. Figueredo, E.S. Alves, J.Y. Ishihara, G.A. Borges

e A. Bauchspiess,Stability of Networked Control Systems with Dynamic Control-

lers in the Feedback Loop, 18th IEEE Mediterranean Conference on Control and

Automation, MED10, Junho, 2010;

• [73] L.F.C. Figueredo, P.H.R.Q.A. Santana, E.S. Alves, J.Y. Ishihara, G.A. Bor-

ges e A. Bauchspiess,Robust Stability of Networked Control Systems, 7th IEEE

Conference on Control and Automation, ICCA 2009, Dezembro,2009;
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• [74] L.F.C. Figueredo, F.L. Couto e A. Bauchspiess,An Evaluation of RSSI Based

Indoor Localization Systems in Wireless Sensor Networks, IIX Simpósio Brasileiro

de Automação Inteligente, SBAI 2009, Setembro, 2009;

Ao todo, o período como aluno de mestrado resultou na produção de seis artigos pu-

blicados em conferências internacionais e dois artigos publicados em conferência nacional.

Todos estes trabalhos são apresentados no Apêndice C.

1.4 APRESENTAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

Esta dissertação está organizada em cinco capítulos, incluindo esta introdução.

Capítulo 2 – Análise de Estabilidade para Sistemas Sujeitosa Atrasos Variantes no

Tempo: Neste capítulo, novos critérios de estabilidade assintótica e estabilidade assintó-

tica robusta para sistemas lineares sujeitos a atrasos variantes no tempo são apresentados. Os

critérios são desenvolvidos a partir de uma nova abordagem de análise por fracionamento do

intervalo de atraso variantes e pela construção de uma nova função candidata de Lyapunov-

Krasovskii, a qual incorpora explicitamente termos dependentes do atraso variante e dos

subintervalos resultantes do fracionamento. Esta abordagem inédita será detalhadamente

analisada no decorrer do capítulo. Ao fim do capítulo, introduzimos exemplos numéricos

com o objetivo de avaliar os resultados obtidos em comparação com os resultados dos méto-

dos estado-da-arte conhecidos da literatura de sistemas atrasados.

Capítulo 3 – Análise de Estabilidade para Sistemas de Controle em Rede: Neste

capítulo, a partir de um modelamento matemático específico que representa sistemas de con-

trole em rede por equações diferenciais atrasadas, estendemos a análise apresentada no ca-

pítulo anterior para lidar com sistemas de controle em rede sujeitos a atrasos desconhecidos

e variantes no tempo, e a perda e desordenamento de pacotes durante a transmissão. Como

resultado, desenvolvemos novos critérios de estabilidadeassintótica para sistemas de con-

trole em rede sujeitos a incertezas de modelo. Em seguida, demaneira análoga ao capítulo

anterior, apresentamos exemplos numéricos que demonstrama eficácia do nosso método de

análise e demonstram as vantagens deste em relação aos mais recentes métodos disponíveis

na literatura.

Capítulo 4 – Projeto de ControladoresH∞ para Sistemas de Controle em Rede:

Este capítulo apresenta soluções para o problema de análisede desempenho e de síntese

de controladores robustos que garantam a estabilidade assintótica e o bom desempenho, no

sentido da normaH∞, relativo à atenuação de sinais de perturbação. Apresentamos uma

abordagem ordinária de estabilização por meio da escolha prévia de parâmetros constantes e

uma abordagem inédita que permite a utilização de algoritmos de linearização por comple-

mentaridade cônica em conjunto com a introdução de matrizesde ponderação livre. Além
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disso, estendemos o problema de estabilização para a solução do problema de controle ro-

bustoH∞ de trajetória em sistemas de controle em rede. A análise é então enriquecida por

meio de uma série de exemplos numéricos e simulações que ilustram a eficácia dos métodos

propostos.

Em seguida, oCapítulo 5 apresenta as conclusões e discute propostas de continuidade

para este trabalho. Por fim, as provas de todos os teoremas desenvolvidos na dissertação são

apresentadas no Apêndice A. Além disso, incluímos no Apêndice B, as principais ferramen-

tas matemáticas utilizadas no decorrer do trabalho.
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2 ANÁLISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS SUJEITOS A ATRASOS

VARIANTES NO TEMPO

A existência de atrasos, variantes ou constantes, provoca uma série de modificações, não

esperadas por teorias de controle convencionais, nas propriedades de sistemas realimentados.

Conforme discutido no Capítulo 1, ignorar os efeitos resultantes da presença de atrasos, ou

realizar aproximações com relação a estes atrasos, é uma abordagem potencialmente desas-

trosa do ponto de vista de estabilidade, especialmente paraatrasos variantes no tempo [31].

Neste contexto, houve na última década, uma considerável expansão nas pesquisas referen-

tes à análise de estabilidade de sistemas sujeitos a retardos no tempo (consulte a Subseção

1.2.2, para uma revisão detalhada sobre o assunto).

Neste capítulo, abordaremos o problema de análise de estabilidade para sistemas linea-

res sujeitos a atrasos desconhecidos e variantes no tempo. Apartir do desenvolvimento de

uma nova função candidata de Lyapunov-Krasovskii, exploramos de maneira mais eficaz as

informações referentes aos limites que delimitam o atraso variante e aos limites que delimi-

tam sua derivada. Os critérios resultantes relativos à estabilidade assintótica e à estabilidade

assintótica robusta de sistemas de controle sujeitos a atrasos desconhecidos e variantes no

tempo são escritos na forma de um conjunto de desigualdades matriciais lineares. A aborda-

gem desenvolvida é fortemente baseada na aplicação de técnicas avançadas de análise para

problemas convexos, como por exemplo, a utilização das desigualdades de Jensen e de Park-

Moon, e do Lemma de Finsler. Ademais, incorporamos as técnicas mais recentes de análise

de sistemas com atrasos, através da aplicação do método de análise convexa, do método

por fracionamento de atrasos e do método de análise por partes do atraso. As condições de

estabilidade dependentes-do-atraso e dependentes-da-derivada-do-atraso são obtidas para o

caso em que a derivada do atraso é delimitada por um intervaloconhecido, i.e., quando a

variação do atraso é limitada e conhecida; para o caso em que apenas o limite superior deste

intervalo é conhecido; e por fim, para o caso em que não são impostas restrições sobre esta

derivada. Os resultados obtidos estipulam um limite máximopara o atraso variante, para o

qual o sistema em mantém-se estável.

O capítulo está organizado da seguinte maneira. A Seção 2.1 apresenta novos critérios

referentes a estabilidade assintótica para sistemas lineares sujeitos a atrasos variantes no

tempo. Esta análise é, em seguida, estendida para lidar com sistemas com atrasos variantes

sujeitos a incertezas de modelo, na Seção 2.2. Por fim, na Seção 2.3, enriquecemos a análise

com uma série de exemplos numéricos que visam ratificar a eficácia de nossos métodos para

sistemas sujeitos a atrasos variantes no tempo além de demonstrar as vantagens destes em

relação aos mais recentes métodos disponíveis na literatura.
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2.1 ANÁLISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS SUJEITOS A ATRASO S VA-

RIANTES NO TEMPO

Nesta seção, iremos apresentar novos critérios relativos àestabilidade de sistemas linea-

res contínuos sujeitos a retardos no tempo, conforme apresentado a seguir,
{

ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d(t)), t > 0

x(t) = ρ(t), t ∈ [−τmax, 0]
(2.1)

em quex(t) ∈ Rrx é o vetor de estado da planta, as matrizesA eAd são conhecidas, reais

e constantes com dimensões apropriadas; eρ(t) é uma função que descreve as condições

iniciais do estado. Ademais, a função contínuad(t) denota o atraso desconhecido e variante

que satisfaz:

τmin ≤ d(t) ≤ τmax, (2.2)

em que0 ≤ τmin ≤ τmax são as constantes que delimitam o intervalo de variação do atraso.

O atraso variante pode ser de rápida variação, i.e., quando não se possui informação sobre

sua derivada, ou diferenciável com os seguintes limites:

dmin ≤ ḋ(t) ≤ dmax, (2.3)

em quedmin ≤ dmax são as constantes que delimitam o intervalo da velocidade devariação

da função de atraso. Nesta seção, especificamente, iremos nos concentrar no caso em que os

limites que delimitam a derivada do atraso são conhecidos.

Ao considerarmos sistemas sujeitos a atrasos desconhecidos, (2.1)-(2.3), de maneira aná-

loga à análise de sistemas sem atrasos, uma das maneiras maisefetivas de se analisar a esta-

bilidade é utilizar funções de Lyapunov (Veja a Subseção 1.2.1). As noções de estabilidade

não são completamente diferentes para o caso sem e com atraso. Para o primeiro caso, é

necessária a construção de uma função de LyapunovV (t, x(t)), a qual de alguma maneira

deve ser uma medida quantificada do desvio do estadox(t) em relação a solução de equi-

líbrio xe(t)=0 [75, Capítulo 5]. Nesta função, o estadox(t) é necessário para especificar a

evolução futura do sistema além deti inicial. Não obstante, para sistemas sujeitos a retardo

no tempo, se faz necessáriox(t) no intervalo[t−τmax, t], i.e.,x(t−d(t)) [4]. Neste contexto,

utilizamos o método introduzido por Krasovskii [41] que propõe uma função de Lyapunov

V (t, x(t), x(t−d(t))) que depende dex(t−d(t)) e que também mede o desvio deste em re-

lação a solução de equilíbrio. Desda maneira, buscamos garantir a existência de uma função

candidata de LyapunovV definida positiva e estritamente decrescente, i.e., com suaderivada

V̇ definida negativa, implicando, por conseguinte, quex(t) ex(t−d(t)) decrescem ao longo

det (tendendo ao ponto de equilíbrioxe(t) = 0), o que em termos do Teorema 1.2.1 significa

que o sistema é assintoticamente estável [4].

Não obstante, apresentaremos dois critérios inéditos de estabilidade assintótica, baseados

em funções candidatas de Lyapunov-Krasovskii distintas, para sistemas lineares com atra-

sos variantes. Na Subseção 2.1.1, apresentaremos o primeiro critério, o qual é fortemente
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baseado na análise por partes do atraso. As principais contribuições deste novo critério são

apresentadas ao final da subseção. Na Subseção 2.1.2, combinamos os resultados obtidos

na Subseção 2.1.1 com uma nova abordagem por fracionamento do atraso, introduzida neste

trabalho. As contribuições referentes a esta nova metodologia são apresentadas ao final da

subseção.

2.1.1 Análise de estabilidade – Análise por partes do atraso

Nesta subseção, apresentaremos condições que se satisfeitas estipulam um limite má-

ximo para o atraso varianteτmax, para o qual o sistema linear sujeito a retardo no tempo

apresentado em (2.1)-(2.3) mantém-se estável. Não obstante, antes de estabelecermos o

novo critério dependente-do-atraso e dependente-da-derivada-do-atraso utilizando o método

de Lyapunov-Krasovskii, iremos primeiramente consideraro intervalo de variação desde

atraso[τmin, τmax]. Este intervalo será dividido em dois segmentos igualmenteespaçados

[τ1, τ2) e [τ2, τ3], em queτ1=τmin, τ3=τmax e τ2=
τmax + τmin

2
. Desda maneira, o sistema

sujeito a atrasos no tempo, descrito em (2.1), pode ser reescrito da seguinte maneira:





ẋ(t) = Ax(t)+χ[τ1,τ2] (d(t))Adx(t− d(t))

+
(
1− χ[τ1,τ2] (d(t))

)
Adx(t− d(t)) t>0

x(t) = φ(t), t ∈ [−τmax, 0]

(2.4)

em queχ[τ1,τ2]:R→{0, 1} é a função indicadora de[τ1, τ2], i.e. χ[τ1,τ2] (d(t)) =1, sed(t) ∈

[τ1, τ2] eχ[τ1,τ2] (d(t))=0, caso contrário. O principal intuito desta análise, conhecida como

análise por partes do atraso, é estabelecer diferentes condições referentes à análise de esta-

bilidade, na forma de desigualdades matriciais lineares, para cada subintervalo.

Desta maneira, estamos prontos para desenvolver o novo critério de estabilidade assintó-

tica para sistemas com atrasos variantes. Este critério é baseado na seguinte função candidata

de Lyapunov-Krasovskii:

V (t) =
∑7

i=1
Vi(t), (2.5)

em que

V1(t) = χ[τ1,τ2] (d(t))x
T (t)

[
d(t)−τ1

τ2−τ1
P1+

τ2−d(t)

τ2−τ1
P2

]
x(t)

+
(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

)
xT (t)

[
d(t)−τ2

τ3−τ2
P3+

τ3−d(t)

τ3−τ2
P1

]
x(t),

V2(t) =

∫ t−τ1

t−d(t)

xT (s)Q1x(s)ds,

V3(t) =

∫ t−τ1

t−τ2

[
x(s)

x(s−τ2+τ1)

]T [
N11 N12

NT
12 N22

][
x(s)

x(s−τ2+τ1)

]
ds,

V4(t) =

∫ t

t−τ1

xT (s)Mx(s)ds,
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V5(t) = τ1

∫ 0

−τ1

∫ t

t+β

ẋT (s)S1ẋ(s)dsdβ

V6(t) =

(∫ −τ1

−d(t)

∫ t

t+β

ẋT (s)Z1ẋ(s)dsdβ +

∫ −d(t)

−τ2

∫ t

t+β

ẋT (s)Z1ẋ(s)dsdβ

)

+

(∫ −τ2

−d(t)

∫ t

t+β

ẋT (s)Z2ẋ(s)dsdβ +

∫ −d(t)

−τ3

∫ t

t+β

ẋT (s)Z2ẋ(s)dsdβ

)
,

V7(t) = χ[τ1,τ2] (d(t))

[∫ −d(t)

−τ2

∫ t

t+β

ẋT (s) (R1 − R3) ẋ(s)dsdβ

]

+
(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

) [∫ −τ2

−d(t)

∫ t

t+β

ẋT (s) (R3 −R1) ẋ(s)dsdβ

]

+

∫ 0

−d(t)

∫ t

t+β

ẋT (s) (R1+R2) ẋ(s)dsdβ +

∫ −d(t)

−τ3

∫ t

t+β

ẋT (s) (R3+R4) ẋ(s)dsdβ.

Observe que se as seguintes condições

P1=
P3+P2

2
, P2>0, P3>0, Q1≥0, S1≥0, Z1>0, Z2>0, M≥0,

(R1+R2)>0, (R3+R4)>0, (Z1+R1−R3)>0, (Z2+R3−R1)>0,

e N=

[
N11 N12

NT
12 N22

]
≥0, (2.6)

forem satisfeitas, então a função de LyapunovV (t) em (2.5) é definida positiva. Note que

as restrições(Z1+R1−R3)>0 e (Z2+R3−R1)>0 na segunda linha de (2.6) são consequên-

cia direta da combinação dos termosV6(t) e V7(t) em (2.5). Ademais, através da maneira

específica que estruturamos o termoV7(t), explicitamos a redução dos limites relacionados

à restrição de positividade dos termosRk, k={1, 2, 3, 4}, que podem até assumir valores

negativos, caso seja conveniente (no máximo duas das quatromatrizes).

Além disso, pode-se observar que a função candidata de LyapunovV (t) é contínua emt,

em todo o escopo relativo ao intervalo que delimita o atraso variante, visto que

limd(t)→τ2 V1(t) = xT (t)P1x(t),

limd(t)→τ2 V7(t) =
∫ 0

−τ2

∫ t

t+β
ẋT (s)(R1+R2)ẋ(s)dsdβ

+
∫ −τ2

−τ3

∫ t

t+β
ẋT (s)(R3+R4)ẋ(s)dsdβ.

(2.7)

Desta maneira, assumindo a função descrita em (2.5) como função candidata de Lya-

punov, introduzimos condições referentes à estabilidade assintótica de sistemas sujeitos a

atrasos variantes no tempo, conforme descritos por (2.1)-(2.3), na forma do seguinte teo-

rema.

Teorema 2.1.1.Dados os seguintes escalaresτmin, τmax, dmin e dmax tal que0 ≤ τmin ≤

τmax e dmin < dmax, o sistema apresentado em (2.1) com atraso variante e desconhecido
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satisfazendo (2.2)-(2.3) é assintoticamente estável se existirem as matrizesPi, i ∈ {1, 2, 3},

Q1, S1, Z1, Z2, R1, R2, R3, R4, N eM com dimensões apropriadas, satisfazendo (2.6), e

(Z1+R1+Ud)>0, (Z2+R3+Ud)>0, (S1+U1)>0, (2.8)

para ḋ (t)→dmin e ḋ (t)→dmax, e se existirem as matrizes de ponderação livreF1 ∈ R6rx×3rx

eF2 ∈ R6rx×3rx tal que as seguintes afirmações sejam válidas:

Ω11|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω11|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω12|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω12|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω21|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω21|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω22|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω22|ḋ(t)→dmax

< 0,

(2.9)

em que

Ω11=

[(
Ψ(1)|d(t)→τ1 + F1G1+(F1G1)

T
)

(τ2−τ1)F1Γ1

∗ −(τ2−τ1) (Z1+R1+R4)

]
,

Ω12=

[(
Ψ(1)|d(t)→τ2 + F1G1+(F1G1)

T
)

(τ2−τ1)F1Γ2

∗ −(τ2−τ1) (Z1+R1+Ud)

]
,

Ω21=

[(
Ψ(2)|d(t)→τ2 + F2G2+(F2G2)

T
)

(τ3−τ2)F2Γ1

∗ −(τ3−τ2) (Z2+R3+R4)

]
,

Ω22=

[(
Ψ(2)|d(t)→τ3 + F2G2+(F2G2)

T
)

(τ3−τ2)F2Γ2

∗ −(τ3−τ2) (Z2+R3+Ud)

]
,

e

Ud =
(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4,

U1 =
1

τ1

(
R1+

(
1−ḋ(t)

)
R2+ḋ(t)R4

)
,

U2 =
1

τ3−τ2
(Z2+R3+R4),

U3 =
1

τ2−τ1

(
Z1+R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
,

G1=



0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

A Ad −I 0 0 0


, G2=



0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

A Ad −I 0 0 0


, Γ1=



0

I

0


, Γ2=



I

0

0


,

Ψ(1)=




Ψ11 0 d(t)−τ1
τ2−τ1

P1+
τ2−d(t)
τ2−τ1

P2 S1+U1 0 0

∗ Ψ22 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ
(1)
33 (d(t))+Ψ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ψ
(1)
44 N12 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ψ
(1)
55 U2−N12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −U2−N22




,
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Ψ(2)=




Ψ11 0 d(t)−τ2
τ3−τ2

P3+
τ3−d(t)
τ3−τ2

P1 S1+U1 0 0

∗ Ψ22 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ
(2)
33 (d(t))+Ψ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ψ
(2)
44 N12+U3 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ψ
(2)
55 −N12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N22




,

com

Ψ11 =
ḋ(t)

τ2−τ1
(P1−P2)+M−S1−U1,

Ψ22 = −
(
1−ḋ(t)

)
Q1,

Ψ33=τ 22S1 + (τ2−τ1)Z1 + (τ3−τ2)Z2 + τ2R1 + (τ3−τ2)R3,

Ψ
(1)
33 (d(t))=(τ3−τ2)R4 + (τ2−d(t))R4 + τ2

(d(t)−τ1)

τ2−τ1
R2 + τ1

(τ2−d(t))

τ2−τ1
R2,

Ψ
(2)
33 (d(t))=(τ3−d(t))R4 + τ3

(d(t)−τ2)

τ3−τ2
R2 + τ2

(τ3−d(t))

τ3−τ2
R2,

Ψ
(1)
44 = Q1 +N11 −M − S1 − U1,

Ψ
(1)
55 = N22−N11−U2,

Ψ
(2)
44 =Q1+N11−M−S1−U1−U3,

Ψ
(2)
55 = N22−N11−U3. (2.10)

�

PROVA

A prova detalhada do Teorema 2.1.1 é apresentada na Seção A.1no Apêndice A vi-

sando à melhor concisão da dissertação e evitando a inclusãode um número excessivo de

equações que acabam por desviar a atenção de discussões específicas do tema.

�

Observação 2.1.1.A aplicação direta do Teorema 2.1.1 é válida apenas para casos em que o

limite inferior do intervalo que delimita o atraso é estritamente maior que zero, i.e.,τmin>0.

Esta restrição é consequência unicamente da utilização do termoU1, em (2.10), que pos-

sui termos divididos porτmin. Este termo aparece quando derivamos a função candidata de

Lyapunov (2.5), especificamente, após a aplicação da desigualdade de Jensen sobre o termo

−
∫ t

t−τ1
ẋT (s)

(
R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds, (Equações (A.10) e (A.24) no Apêndice

A). Todavia, é fácil verificar que para o caso em queτmin=0, a integral é nula. Por con-

seguinte, é direto a extensão do resultado para o caso em queτmin=0. Neste caso, basta

considerarmosU1=0, que o Teorema 2.1.1 se torna válido para o caso em que o limiteinfe-

rior que delimita o atraso é nulo, i.e.,τmin=0.
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O Teorema 2.1.1 estipula condições para a estabilidade assintótica de sistemas sujeitos

a retardo no tempo, conforme apresentado em (2.1), com atrasos desconhecidos e variantes

satisfazendo (2.2) e (2.3). Para estabelecer este resultado, dividimos os limites conhecidos

do intervalo que delimita o atraso variante,d(t), em dois subintervalos1. Então, apesar de

considerarmos uma única função candidata de Lyapunov para todo o escopo no qual o atraso

variante está contido, para cada subintervalo resultante,derivamos condições distintas em

termos de desigualdades matriciais lineares. Esta abordagem de divisão do intervalo que

delimita o atraso varianted(t) em subintervalos a serem analisados separadamente, conhe-

cida como análise por fracionamento do atraso [76, 70], ou método de análise por partes

[77], é consideravelmente nova e, até esta data, existem poucos grupos de pesquisa que apre-

sentam trabalhos relacionados. Dentre os quais, destacam-se Fridman, Shaked e Liu [76];

Orihuela, Millan, Vivas e Rubio [78, 79]; Jiang, Han e Zhang [80, 81]; e Yue, Tian e Zhang

[77]. Neste trabalho, denominaremos esta abordagem pormétodo de análise por partes do

atraso. Não obstante, o presente trabalho apresenta inovações referentes a esta abordagem

não consideradas em nenhum destes trabalhos anteriores, conforme veremos a seguir.

Retornando à análise, é interessante ressaltar que, do ponto de vista teórico, poderíamos

dividir o intervalo que delimita o atraso em qualquer ponto do intervalo[τmin, τmax]. To-

davia, consideramos intervalos igualmente espaçados, a partir da escolha deτ2=
τmax+τmin

2
,

com o intuito de incrementar a relação do novo vetor de estadoauxiliar,x(t−τ2), com os ve-

tores relacionados aos limites inferior e superior do intervalo do atraso,x(t−τ1) ex(t−τ3),

respectivamente. Esta relação é especificamente explícitana construção do termoV3(t) da

função candidata de Lyapunov (2.5), no qual o termox (t−2τ2+τ1) obtido na derivada do

termo é igual ao vetor de estado atrasadox(t−τ3). Observe que se esta relação não fosse

válida, então o termoN12 deveria ser nulo. Não obstante, este termo, que relaciona osve-

toresx(t−τ1) com x(t−τ2) e x(t−τ2) com x(t−τ3), é importante para reduzir os efeitos

consequentes da existência de termos fora das diagonais dasmatrizesΩ11, Ω12, Ω21 e Ω22

das LMIs (2.9), conforme pode ser facilmente observado nos termosΨ(1) eΨ(2) em (2.10).

Neste ponto, observa-se que a solução apresentada é análogaà solução utilizada em [76] e

difere-se das soluções apresentadas em outros trabalhos que utilizam abordagens de análise

por partes do atraso [77, 78, 79, 80, 81]. Observe que se esta relação não fosse válida, então

os termosM12, M22 eM32 deveriam ser nulos. Não obstante, estes termos são importantes

para reduzir o tamanho e, por conseguinte, o efeito dos termos fora das diagonais das matri-

zesΩ11, Ω12, Ω21 eΩ22 das LMIs (2.9), conforme pode ser observado nos termosΨ
(1)
55 , Ψ(2)

55

eΨ15 em (2.10).

Outra importante contribuição advinda desta abordagem é a introdução de termos na fun-

ção de Lyapunov que são distintos para cada subintervalo. O único outro trabalho que con-

1A ideia de se particionar o atraso não é completamente nova e já foi aplicada através do método de discreti-

zação de funções de Lyapunov – DLF (do inglêsdiscretized Lyapunov functional) [4, 82]. Todavia, os métodos

desenvolvidos a partir desta abordagem só eram válidos paraa análise sistemas sujeitos a atrasos constantes e,

portanto, não eram aplicáveis ao problema em questão.
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sidera a introdução deste tipo de termo, que denominaremos aqui por termosdependentes-

do-intervalo, é [76]. Entretanto, este considera unicamente a utilização destes termos na

função de Lyapunov quadrática simples, e não faz nenhuma análise quanto à continuidade

da derivada da função de Lyapunov. Neste trabalho, expandimos consideravelmente a utili-

zação e a importância destes termos através da construção deV1(t) e V7(t). Os propósitos

almejados com os termos dependentes-do-intervalo são a introdução de termos que utilizem

explicitamente informações referentes ao subintervalo noqual estão contidos; e a obtenção

de valores e expressões distintas na função candidata de Lyapunov e em sua derivada para

cada subintervalo, ou seja, expressões que dependam do subintervalo. Não obstante, a cons-

trução destes termos incrementa os desafios referentes à análise, pois nem sempre é trivial

verificar se estes termos satisfazem as condições necessárias para a aplicação dos métodos

de Lyapunov. Devemos, portanto, garantir que, apesar da inclusão destes termos, a função

candidata seja definida positiva e decrescente em todo o intervalo det. Para tal, devemos

também provar a continuidade da função de Lyapunov e de sua derivada em todo o intervalo

det (ou, ao menos, provar que nos pontos de descontinuidade, a função candidata seja mo-

notonicamente decrescente). Esta condição é facilmente atendida para os termos usuais da

função de Lyapunov, todavia para a aplicação dos termos dependentes-do-intervalo devemos

garantir que estes sejam contínuos e suas derivadas também.Destarte, é relativamente fácil

observar que a função candidata de Lyapunov (2.5) é contínuaem t, conforme explicitado

em (2.7). Ademais, pode-se verificar que a derivada desta função é também contínua emt.

Apesar da análise para este caso não ser tão direta, pode-se recorrer às deduções das deriva-

das deV1(t) eV7(t) (Apêndice A, Equações (A.1) e (A.7) para o caso em queτ1≤d(t)<τ2 e

Equações (A.22) e (A.23) para o segundo intervalo).

V̇1(t,x(t−τ2))= lim
d(t)→τ2

V̇1(t, x(t−d(t)))|d(t)<τ2
= lim

d(t)→τ2
V̇1(t, x(t−d(t)))|d(t)>τ2

=
ḋ (t)

τ2−τ1
xT (t) (P1−P2) x(t) + ẋT (t)P1x(t) + xT (t)P1ẋ(t)

=
ḋ (t)

τ3−τ2
xT (t) (P3−P1) x(t) + ẋT (t)P1x(t) + xT (t)P1ẋ(t),

V̇7(t,x(t−τ2))= lim
d(t)→τ2

V̇7(t, x(t−d(t)))|d(t)<τ2
= lim

d(t)→τ2
V̇7(t, x(t−d(t)))|d(t)>τ2

= ẋT (t) [τ2 (R1+R2) + (τ3−τ2) (R3+R4)] ẋ(t)

−

∫ t

t−τ2

ẋT (s)
(
R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds−

∫ t−τ2

t−τ3

ẋT (s)(R3+R4)ẋ(s)ds.

É importante ressaltar a equivalência dos termos emV̇1(t, x(t−τ2)). Esta equivalência é

consequência da definição da matrizP1 em (2.6), que torna a expressão(P1−P2) = (P3−P1)

válida. Ademais, observa-se que(τ2−τ1) = (τ3−τ2), pois definimos subintervalos, derivados

de[τmin, τmax], igualmente espaçados.

Além disso, outro benefício advindo de nossa análise é a construção de termos dependen-

tes-do-atrasod(t). Nos primeiros trabalhos envolvendo estabilidade de sistemas sujeitos a
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retardo no tempo, estes termos eram evitados por não se sabercomo tratá-los eficientemente.

Uma das soluções adotadas era simplesmente considerar qualseria o pior caso que este

atraso poderia assumir para, então, substituir o atraso,d(t), por este caso [83, 84, 85, 86,

entre outros]. Por exemplo, se a derivada da função candidata de Lyapunov possuísse um

termo quadrático positivo ponderado pord(t), este seria substituído pelo valor máximo que

o atraso pode assumir (τmax, sed(t)≤τmax), pois este é o pior caso considerando que nosso

objetivo é que a derivada da função de Lyapunov seja negativa. Não obstante, Park e Ko,

[44], introduziram uma nova forma de analisar estes termos,a análise convexa. Esta aná-

lise apresenta resultados consideravelmente superiores,pois apesar de duplicar o número de

LMIs nas condições de estabilidade, as desigualdades resultantes são menos conservadoras

do que as desigualdades que obteríamos considerando a análise pelo pior caso. Seguindo

este raciocínio, introduzimos o maior número possível de termos dependentes-do-atraso de

forma a obtermos expressões distintas para cada uma das condições resultantes, conforme

explicitado nas derivadas deV1(t) e V7(t). A utilização do método de análise por partes

do atraso resulta em diferentes expressões contendo termosdependentes-do-atraso distin-

tos para cada subintervalo, conforme explicitado na derivação deV6(t) eV7(t) (Apêndice A,

Equações (A.12) e (A.26) para o primeiro subintervalo e parao segundo subintervalo, respec-

tivamente). Estes termos são analisados através da definição das variáveis auxiliaresξ1d(t),

ξd2(t), ξ2d(t) e ξd3(t), (Equações (A.14) e (A.27) no Apêndice A), seguida da aplicação

do método de Finsler. Assim, tornamos viável a introdução denovos termos dependentes-

do-atraso ponderados por matrizes de peso livre distintas.É interessante ressaltar que esta

combinação de termos dependentes-do-atraso e matrizes de ponderação livre distintas para

cada subintervalo juntamente com a aplicação da análise convexa constitui a contribuição

mais usual, e algumas vezes a única contribuição, presente nos outros trabalhos que utilizam

abordagens similares de análise por partes do atraso [77, 78, 79, 80, 81].

Por fim, uma outra contribuição mais imediata, todavia não menos importante, desta

abordagem é a possibilidade de considerar e incluir os novossubintervalos na construção de

termos da Lyapunov-Krasovskii com limites menos restritivos. Com o incremento de subin-

tervalos, podemos reduzir os intervalos de integração das integrais resultantes na derivada da

função de Lyapunov. Desta maneira, reduzimos consideravelmente o conservadorismo de-

corrente da aplicação da desigualdade de Jensen (Lema B.0.2, no Apêndice B). Obviamente,

os trabalhos que utilizam abordagens por partes do atraso incluem este particionamento do

intervalo[τmin, τmax] por definição.

Não obstante, estenderemos ainda mais a análise apresentada nesta subseção e a análise

por divisão dos intervalos de atraso, através da introduçãode divisões referentes ao intervalo

[0, τmin]. Uma discussão mais profunda desta análise e de seus benefícios com relação a

redução do conservadorismo da análise será apresentada na próxima subseção.
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2.1.2 Análise de Estabilidade – Abordagem por Fracionamento do Atraso

Nesta subseção, apresentaremos um novo critério de estabilidade assintótica dependente-

do-atraso e dependente-da-derivada-do-atraso para sistemas sujeitos a atrasos desconhecidos

e variantes, (2.1)-(2.3). Este novo critério é fundamentado no critério desenvolvido na sub-

seção anterior, o qual é fortemente baseado na utilização dométodo de análise por partes

e do método de análise convexa, introduzida por Park e Ko, [44]. Contudo, através da

utilização de variáveis de estado atrasadas auxiliares, introduzidas através do método por

fracionamento do atraso e nunca antes consideradas, obtemos uma notável redução do con-

servadorismo referente a análise de estabilidade em comparação com o critério desenvolvido

na subseção anterior.

O método por fracionamento do atraso consiste em dividir algum dos intervalos de atraso

de forma a se obter uma nova variável de estado atrasada auxiliar. Este método já foi uti-

lizado em outros trabalhos [87, 88, 89, 90], porém sem grandeefetividade no sentido de

reduzir o conservadorismo da análise de estabilidade. Estes trabalhos, em sua grande maio-

ria (inclusive os que utilizam o método de análise por partesdo atraso), referem-se à divisão

do intervalo[τmin, τmax] e, portanto, à introdução de variáveis auxiliares relacionadas às va-

riáveisx(t − τmin) ex(t − τmax), e.g.,xα=x(t− ατmax−(1−α)τmin), em que0 < α < 1.

Esta divisão, apesar de útil para análise por partes do atraso, não apresenta outras contribui-

ções para a análise, pois as relações entrex(t−τmin) ex(t−τmax) já estão bem estabelecidas,

conforme pode ser observado emV3(t), V6(t) e V7(t), em (2.5). Ademais, à medida que o

intervalo[τmin, τmax] cresce, a análise por partes do atraso se torna mais efetiva,enquanto

no caso contrário, em que este intervalo é reduzido, i.e., quandoτmin → τmax, as contribui-

ções referentes à qualquer divisão[τmin, τmax] são fortemente reduzidas. Portanto, qualquer

outra divisão do intervalo[τmin, τmax] além da utilizada na subseção anterior não apresenta

maiores contribuições para a investigação de estabilidade.

Não obstante, a fim de melhorarmos a análise para o caso em queτmin → τmax, intro-

duziremos variáveis auxiliares a partir de novas divisões do intervalo[0, τmin]. A principal

vantagem desta análise é equilibrar a contribuição referente à análise por partes do atraso, a

qual é consideravelmente reduzida quandoτmin → τmax. No contexto de fracionamento do

intervalo referente ao limite inferior do atraso variante,dividimos este intervalo emη subin-

tervalos. Desta maneira, obtemos as seguintes variáveis deestado auxiliares dependentes de

τ1 = τmin,

x

(
t− i

τ1

η

)
, ∀i ∈ {0, . . . , η}. (2.11)

Então, considerando o mesmo atraso variante e desconhecidodescrito por (2.2) e (2.3),

a divisão do intervalo, conforme apresentada em (2.4), e as novas variáveis auxiliares de-

pendentes deτmin (2.11), definimos uma nova função candidata de Lyapunov-Krasovskii,

apresentada a seguir.

V (t) =
∑7

i=1
Vi(t), (2.12)
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em que

V1(t) = χ[τ1,τ2] (d(t))x
T (t)

[
d(t)−τ1

τ2−τ1
P1+

τ2−d(t)

τ2−τ1
P2

]
x(t)

+
(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

)
xT (t)

[
d(t)−τ2

τ3−τ2
P3+

τ3−d(t)

τ3−τ2
P1

]
x(t),

V2(t) =

∫ t−τ1

t−d(t)

xT (s)Q1x(s)ds,

V3(t) =

∫ t−τ1

t−τ2

[
x(s)

x(s−τ2+τ1)

]T [
N11 N12

NT
12 N22

][
x(s)

x(s−τ2+τ1)

]
ds,

V4(t) =

∫ t

t− 1
η
τ1




x(s− 0
η
τ1)

...

x(s− η−1
η
τ1)




T 

M11 . . . M1η

...
. . .

...

∗ . . . Mηη







x(s− 0
η
τ1)

...

x(s− η−1
η
τ1)


 ds,

V5(t) =

η∑

k=1

(
τ1

η

)∫ −k−1
η

τ1

− k
η
τ1

∫ t

t+β

ẋT (s)Skẋ(s)dsdβ,

V6(t) =

∫ −τ1

−τ2

∫ t

t+β

ẋT (s)Z1ẋ(s)dsdβ +

∫ −τ2

−τ3

∫ t

t+β

ẋT (s)Z2ẋ(s)dsdβ,

V7(t) = χ[τ1,τ2] (d(t))

[∫ −d(t)

−τ2

∫ t

t+β

ẋT (s) (R1 − R3) ẋ(s)dsdβ

]

+
(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

) [∫ −τ2

−d(t)

∫ t

t+β

ẋT (s) (R3 − R1) ẋ(s)dsdβ

]

+

∫ 0

−d(t)

∫ t

t+β

ẋT (s) (R1+R2) ẋ(s)dsdβ +

∫ −d(t)

−τ3

∫ t

t+β

ẋT (s) (R3+R4) ẋ(s)dsdβ.

Observe que os termosV1(t)-V7(t) são exatamente iguais aos termos definidos na função

candidata de Lyapunov (2.5), com exceção dos termosV4(t) eV5(t), os quais foram modifi-

cados de forma a levar em consideração as novas variáveis auxiliares introduzidas em (2.11).

Assim, a nova função candidata de Lyapunov é uma combinação dos termosV1(t)-V3(t),

V6(t) e V7(t) da função candidata definidos em (2.5) com os novos termos de Lyapunov

V4(t) e V5(t). Desta maneira, analisando os novos termos de Lyapunov introduzidos em

(2.12), podemos concluir que se as seguintes condições

P1=
P3+P2

2
, P2>0, P3>0, Q1≥0, Z1>0, Z2>0, Sj>0, j = {1, ..., η},

(R1+R2)>0, (R3+R4)>0, (Z1+R1−R3)>0, (Z2+R3−R1)>0,

N=

[
N11 N12

NT
12 N22

]
≥0, e M=



M11 . . . M1η

...
.. .

...

∗ . . . Mηη


≥0, (2.13)

forem satisfeitas, então a nova função candidata de Lyapunov V (t), descrita em (2.12), é
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definida positiva. Ademais, note que as mesmas afirmações feitas em (2.7) continuam válidas

e, portanto, a função de Lyapunov é contínua emt.

Desta maneira, assumindo a função descrita em (2.12) como função candidata de Lyapu-

nov, introduzimos novas condições referentes a estabilidade assintótica de sistemas sujeitos

a atrasos variantes no tempo, (2.1)-(2.3), na forma do seguinte teorema.

Teorema 2.1.2.Dados os seguintes escalaresτmin, τmax, dmin, dmax eη tal que0 ≤ τmin ≤

τmax, dmin < dmax e η > 1, o sistema apresentado em (2.1) com atraso variante e des-

conhecido satisfazendo (2.2)-(2.3) é assintoticamente estável se existirem as matrizesPi,

i = {1, 2, 3}, Q1, Sj, j = {1, ..., η}, Z1, Z2, R1, R2, R3, R4, N e M com dimensões

apropriadas, satisfazendo (2.13), (2.8) e

(Sj+U1)>0, ∀j = {1, ..., η}, (2.14)

para ḋ (t)→dmin e ḋ (t)→dmax, e se existirem as matrizes de ponderação livreF1 ∈ R6rx×3rx

eF2 ∈ R6rx×3rx tal que as seguintes afirmações sejam válidas:

Ω11|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω11|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω12|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω12|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω21|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω21|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω22|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω22|ḋ(t)→dmax

< 0,

(2.15)

em que

Ω11=




(
Ψ(1)|d(t)→τ1 + F1G1+(F1G1)

T
)

(τ2−τ1)F1Γ1 Θ(η)

∗ (τ2−τ1)Λ11 0

∗ ∗ Φ(η)


 ,

Ω12=




(
Ψ(1)|d(t)→τ2 + F1G1+(F1G1)

T
)

(τ2−τ1)F1Γ2 Θ(η)

∗ (τ2−τ1)Λ12 0

∗ ∗ Φ(η)


 ,

Ω21=




(
Ψ(2)|d(t)→τ2 + F2G2+(F2G2)

T
)

(τ3−τ2)F2Γ1 Θ(η)

∗ (τ3−τ2)Λ21 0

∗ ∗ Φ(η)


 ,

Ω22=




(
Ψ(2)|d(t)→τ3 + F2G2+(F2G2)

T
)

(τ3−τ2)F2Γ2 Θ(η)

∗ (τ3−τ2)Λ22 0

∗ ∗ Φ(η)


 ,

e

Λ11=− (Z1+R1+R4), Λ12=−
(
Z1+R1+(1−d(t))R2+ḋ(t)R4

)
,

Λ21=− (Z2+R3+R4), Λ22=−
(
Z2+R3+(1−d(t))R2+ḋ(t)R4

)
,
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G1=



0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

A Ad −I 0 0 0


 , G2=



0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

A Ad −I 0 0 0


, Γ1=



0

I

0


, Γ2=



I

0

0


,

Θ(η) =




(M12+S1+U1) M13 M14 . . . M1(η−1) M1η

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

−MT
1η −MT

2η −MT
3η . . . −MT

(η−2)η

(
−MT

(η−1)η+Sη+U1

)

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0




,

Φ(η)=




(
φ11−2U1

−S1−S2

)
(φ12+U1+S2) φ13 φ14 . . . φ1(η−1)

∗

(
φ22−2U1

−S2−S3

)
(φ23+U1+S3) φ24 . . . φ2(η−1)

∗ ∗

(
φ33−2U1

−S3−S4

)
(φ34+U1+S4) . . . φ3(η−1)

∗ ∗ ∗

(
φ44−2U1

−S4−S5

)
. . . φ4(η−1)

...
...

...
...

. . .
...

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

(
φ(η−1)(η−1)−2U1

−S(η−1)−Sη

)




,

com

φij = M(i+1)(j+1) −Mij , em que i, j={1, 2, . . . , (η−1)},

U1 =
η

τ1

(
R1+

(
1−ḋ(t)

)
R2+ḋ(t)R4

)
,

U2 =
1

τ3−τ2
(Z2+R3+R4),

U3 =
1

τ2−τ1

(
Z1+R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
,

e

Ψ(1)=




Ψ11 0 d(t)−τ1
τ2−τ1

P1+
τ2−d(t)
τ2−τ1

P2 0 0 0

∗ −
(
1−ḋ(t)

)
Q1 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ
(1)
33 (d(t))+Ψ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ψ44 N12 0

∗ ∗ ∗ ∗ N22−N11−U2 −N12+U2

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N22−U2




,
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Ψ(2)=




Ψ11 0 d(t)−τ2
τ3−τ2

P3+
τ3−d(t)
τ3−τ2

P1 0 0 0

∗ −
(
1−ḋ(t)

)
Q1 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ
(2)
33 (d(t))+Ψ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ψ44−U3 N12+U3 0

∗ ∗ ∗ ∗ N22−N11−U3 −N12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N22




,

com

Ψ11 =
ḋ(t)

τ2−τ1
(P1−P2)+M11−S1−U1,

Ψ33 =

η∑

k=1

(
τ1

η

)2

Sk + (τ2−τ1)Z1 + (τ3−τ2)Z2 + τ2R1 + (τ3−τ2)R3,

Ψ
(1)
33 (d(t))=(τ3−τ2)R4 + (τ2−d(t))R4 + τ2

(d(t)−τ1)

τ2−τ1
R2 + τ1

(τ2−d(t))

τ2−τ1
R2,

Ψ
(2)
33 (d(t))=(τ3−d(t))R4 + τ3

(d(t)−τ2)

τ3−τ2
R2 + τ2

(τ3−d(t))

τ3−τ2
R2,

Ψ44 = Q1 +N11 − U1 −Mηη − Sη. (2.16)
�

PROVA

Analogamente a subseção anterior, a prova detalhada do Teorema 2.1.2 é apresentada

na Seção A.2 no Apêndice A.

�

Observação 2.1.2.Conforme explanado na subseção anterior, as condições de estabilidade

apresentadas no Teorema 2.1.2 são válidas apenas para o casoem que o limite inferior do

intervalo que delimita o atraso é estritamente maior que zero, i.e., τmin>0. Esta restrição

é consequência da existência do termoU1 em (2.16), todavia é facilmente eliminada ao

considerarmosU1=0 para o caso particular no qual o limite inferior que delimitao atraso

é nulo, i.e.,τmin=0.

Os resultados apresentados nesta subseção e no Teorema 2.1.2 ampliam a análise e o de-

senvolvimento referentes às condições de estabilidade assintótica para sistemas com atrasos

variantes no tempo apresentadas na subseção anterior. Os métodos de análise por partes do

atraso e de análise da convexidade das matrizes da LMI com relação ao atraso variante e à

sua derivada são estritamente baseados na divisão do intervalo [τmin, τmax]. Não obstante, é

notável que caso este intervalo seja reduzido, as contribuições advindas destes métodos são

consideravelmente reduzidas. Ademais, observa-se que para um mesmo sistema (2.1) e para

mesmas condições referentes a derivada do atraso (2.3), a redução do intervalo[τmin, τmax],

deve-se obviamente ao incremento deτmin ou ao decréscimo deτmax. Dado que nosso intuito
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é garantir um valor máximo para o limite superior do atraso variante, i.e.,τmax, queremos

estabelecer condições que reduzam o conservadorismo inerente ao crescimento do limite in-

ferior do atraso variante,τmin. Neste contexto, a partir da abordagem por fracionamento

do atraso referente ao intervalo[0, τmin], introduzimos novas variáveis auxiliares atrasadas

dependentes deτmin, em (2.11), que se utilizadas previamente à aplicação da desigualdade

de Jensen, permitem a redução dos limites de integração, quepor sua vez reduz o conserva-

dorismo inerente à aplicação da referida desigualdade.

É interessante ressaltar que poderíamos dividir o intervalo [0, τ1] em qualquer ponto den-

tro deste intervalo. Contudo, de maneira semelhante a divisão do intervalo[τmin, τmax], em

(2.4), dividimos o intervalo emη subintervalos igualmente espaçados. A vantagem desta aná-

lise esta relacionada ao incremento da relação das novas variáveis auxiliares com as variáveis

referentes à limites adjacentes, e.g., a relação entrex(t− i
η
τ1) comx(t− i−1

η
τ1) ex(t− i+1

η
τ1),

1<i<η. Esta relação é explicita na construção dos termosV4(t) eV5(t), em (2.12). Ademais,

observe que se esta relação não fosse válida, então os termosMij , i6=j, deveriam ser nulos.

2.2 ANÁLISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS INCERTOS SUJEITO S A

ATRASOS VARIANTES NO TEMPO

Na seção anterior, derivamos condições para a estabilidadeassintótica de sistemas su-

jeitos a atrasos variantes no tempo, conforme descrito em (2.1). Para tal, assumimos que o

modelamento não apresenta erros, ou que estes são insignificantes, em relação ao sistema

real. Esta suposição, apesar de satisfatória para alguns casos, é consideravelmente restritiva

e não condiz com situações práticas, nas quais uma representação matemática exata para

o sistema real é infactível, e representações quase exatas são complexas e de difícil carac-

terização e modelagem [73, 91]. Seja por conta de perturbações inerentes ao sistema, por

não-linearidades, por parâmetros não constantes de variação lenta no tempo, por dinâmicas

não modeladas, por uma representação matemática simplificada do problema etc, o modela-

mento do sistema sempre apresentará incertezas quanto aos parâmetros do modelo [85, 92].

Ademais, a presença destas incertezas provoca uma incompatibilidade entre modelo repre-

sentado matematicamente e o sistema real que, se não for considerada, pode degradar o

desempenho e afetar a estabilidade do sistema [92]. Destarte, é fundamental que a análise

de estabilidade considere explicitamente estas incertezas de modelo e verifique se todos os

sistemas pertencentes ao domínio de incerteza são assintoticamente estáveis [53]. Com este

intuito, nesta seção, analisaremos sistemas com atrasos variantes na presença de incertezas

de modelo e apresentaremos um novo critério de estabilidadeassintótica robusta para tais

sistemas. As condições de estabilidade dependentes-do-atraso e baseadas na solução de um

conjunto de LMIs são obtidas para o caso em que a derivada do atraso variante é delimitada

por um intervalo conhecido, i.e. quando a variação do atrasoé limitada e conhecida; para o

caso em que apenas o limite superior desde intervalo é conhecido; e por fim, para o caso de
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atrasos-de-variação-rápida, ou seja, quando não são impostas restrições sobre a derivada do

atraso variante. Os resultados obtidos estipulam um limitemáximo para o atraso variante no

tempo, para o qual o sistema mantém-se estável.

O restante da seção está dividida da seguinte maneira. Na Subseção 2.2.1, apresentamos

um novo critério de estabilidade assintótica robusta para sistemas de controle com atrasos

variantes e desconhecidos e sujeitos a incertezas de modelo. Este novo critério é adaptado

para lidar com casos especiais nos quais o conhecimento sobre a derivada do atraso é limitado

na Seção 2.2.2.

2.2.1 Análise de estabilidade robusta

Nesta subseção, apresentaremos novas condições referentes à estabilidade assintótica ro-

busta de sistemas com atrasos variantes sujeitos a incertezas de modelo. Ao considerarmos

incertezas de modelo na descrição de sistemas sujeitos a retardo no tempo, (2.1), devemos

assumir que as matrizesA, Ad não são exatamente conhecidas, porém pertencem a conjun-

tos delimitados:A ∈ A ⊂ Rrx×rx e Ad ∈ Ad ⊂ Rrx×rx. Então, o sistema (2.1) pode ser

reescrito como:

ẋ(t) = (A+∆A) x(t) + (Ad +∆Ad) x(t− d(t)), (2.17)

em que as incertezas∆A e∆Ad são matrizes variantes no tempo com dimensões apropriadas

e que satisfazem [
∆A ∆Ad

]
= H∆(t)

[
ΞA ΞAd

]
(2.18)

em queH, ΞA eΞAd são matrizes conhecidas, reais e constantes com dimensões apropria-

das, e∆(t) representa uma matriz variante no tempo e que, apesar de ser desconhecida, é

mensurável à Lebesgue emt e satisfaz

∆(t)T∆(t) ≤ I. (2.19)

Então, considerando o mesmo atraso variante e desconhecidodescrito por (2.2) e (2.3),

dividimos o intervalo que delimita este atraso em dois subintervalos, de maneira análoga a

(2.4). Ademais, assumindo a mesma função descrita em (2.12)como função candidata de

Lyapunov, derivamos o seguinte critério referente à estabilidade robusta de sistemas com

atrasos variantes sujeitos a incertezas de modelo.

Teorema 2.2.1.Dados os seguintes escalaresτmin, τmax, dmin, dmax eη tal que0 ≤ τmin ≤

τmax, dmin < dmax e η > 1, o sistema incerto apresentado em (2.17) com atraso variante e

desconhecido satisfazendo (2.2)-(2.3) e incertezas descritas em (2.18) é assintoticamente e

robustamente estável se existirem escalaresǫk>0, k={1, 2, 3, 4} e matrizesPi, i = {1, 2, 3},

Q1, Sj , j = {1, ..., η}, Z1, Z2, R1, R2, R3, R4, N e M com dimensões apropriadas, sa-

tisfazendo (2.13), (2.8) e (2.14) parȧd (t)→dmin e ḋ (t)→dmax, e se existirem matrizes de

ponderação livreF1 ∈ R6rx×3rx eF2 ∈ R6rx×3rx de forma que as seguintes afirmações sejam
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válidas:
Ω11|ḋ(t)→dmin

< 0; Ω11|ḋ(t)→dmax
< 0;

Ω12|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω12|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω21|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω21|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω22|ḋ(t)→dmin
< 0; Ω22|ḋ(t)→dmax

< 0,

(2.20)

em que

Ω11=




(
Ψ(1)|d(t)→τ1 + F1G1+(F1G1)

T
)

(τ2−τ1)F1Γ1 Θ(η) F1Γ3H ǫ1Γ
T
Ξ

∗ (τ2−τ1)Λ11 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −ǫ1I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ1I



,

Ω12=




(
Ψ(1)|d(t)→τ2 + F1G1+(F1G1)

T
)

(τ2−τ1)F1Γ2 Θ(η) F1Γ3H ǫ2Γ
T
Ξ

∗ (τ2−τ1)Λ12 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −ǫ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ2I



,

Ω21=




(
Ψ(2)|d(t)→τ2 + F2G2+(F2G2)

T
)

(τ3−τ2)F2Γ1 Θ(η) F2Γ3H ǫ3Γ
T
Ξ

∗ (τ3−τ2)Λ21 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −ǫ3I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ3I



,

Ω22=




(
Ψ(2)|d(t)→τ3 + F2G2+(F2G2)

T
)

(τ3−τ2)F2Γ2 Θ(η) F2Γ3H ǫ4Γ
T
Ξ

∗ (τ3−τ2)Λ22 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −ǫ4I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ4I



,

comΨ(1), Ψ(2), G1, G2, Γ1, Γ2, Λ11, Λ12, Λ21 , Λ22, Θ(η) eΦ(η) definidos em (2.16), e

ΓT
3 =

[
0 0 I

]

ΓΞ =
[
ΞA ΞAd 0 0 0 0

]
. (2.21)

�

PROVA

A prova do Teorema relativo a estabilidade robusta de sistemas com atrasos variantes

sujeitos a incertezas de modelo possui uma série de similaridades com a prova do Teorema

2.1.2, visto que ambos Teoremas são baseados na mesma funçãocandidata de Lyapunov,
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descrita em (2.12). Não obstante, a caracterização do sistema de controle (2.17) consi-

derando incertezas de modelo (2.18) incrementa consideravelmente a complexidade da

análise para este tipo de sistema.

Devido a existência de incertezas variantes no tempo, por consequência do termo∆(t)

em (2.18), o sistema linear atrasado em questão se torna um sistema variante no tempo

e a análise apresentada na Seção 2.1 se torna infactível. Contornamos este problema

levando em consideração a propriedade descrita em (2.19) e aplicando a desigualdade de

Park-Moon, Lema B.0.4 (I), da seguinte maneira

2αT∆(t)β ≤
1

ǫ
αTα + ǫβTβ.

O restante da prova do Teorema 2.2.1 é detalhadamente apresentada na Seção A.3 no

Apêndice A.

�

Observação 2.2.1.Analogamente ao caso nominal, a aplicação direta do Teorema2.2.1 é

válida apenas para casos em que o limite inferior do intervalo que delimita o atraso é estri-

tamente maior que zero, i.e.,τmin>0. Todavia, para sua aplicação em sistemas cujo o limite

inferior que delimita o atraso é nulo, i.e.,τmin=0, basta considerarmosU1=0.

2.2.2 Análise de estabilidade – Casos Particulares

Os resultados obtidos nas seções anteriores com os Teoremas2.1.1 e 2.1.2 e o Teorema

2.2.1, para o caso robusto, estipulam condições para a estabilidade assintótica dependente-

do-atraso de sistemas com atraso variante e desconhecido satisfazendo

τmin ≤ d(t) ≤ τmax, e

dmin ≤ ḋ(t) ≤ dmax,

como já fora descrito em (2.2) e (2.3). Todavia, na prática nem sempre podemos assumir al-

gum conhecimento prévio sobre a velocidade de variação deste atraso. Consequentemente, é

interessante considerarmos dois casos especiais dos resultados obtidos nas seções anteriores.

O caso em que conhecemos apenas o limite superior,dmax, do intervalo que delimita a deri-

vada do atraso variante, e o caso em que não impomos nenhuma restrição sobre a derivada

do atraso, ou seja, o caso em que não podemos assumir nada sobre o intervalo que delimita

a derivadaḋ (t). Neste contexto, deduziremos condições para estabilidadeassintótica de sis-

temas com atrasos variantes sujeitos a incertezas de modelopara ambos os casos. Para tal,

consideraremos o modelo com incertezas descrito em (2.17),pois este engloba o sistema

nominal (2.1); e utilizaremos as condições de estabilidadedescritas no Teorema 2.2.1, pois
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este Teorema também pode ser aplicado para o caso nominal se considerarmos∆A e∆Ad,

descritos em (2.18), como matrizes nulas.

No primeiro caso, em que conhecemos apenas o limite superiordo intervalo que delimita

a derivada do atraso, a única informação que possuímos sobreesta é que

ḋ(t) ≤ dmax, (2.22)

em quedmax≥0 é uma constante delimitadora. Não obstante, se adicionarmos as seguintes

restrições

P3>P2 e R2≥R4, (2.23)

nas restrições definidas para a aplicação do Teorema 2.2.1, podemos utilizar exatamente os

mesmos argumentos e a mesma análise utilizada na prova desteTeorema. Desta maneira,

podemos deduzir o seguinte corolário do Teorema 2.2.1 para ocaso em que derivada do

atraso satisfaz (2.22).

Corolário 2.2.1. Dados os seguintes escalaresτmin, τmax, dmax e η tal que0 ≤ τmin ≤

τmax, dmax > 0 e η > 1, o sistema incerto apresentado em (2.17) com atraso variante e

desconhecido satisfazendo (2.2) e (2.22) e incertezas descritas em (2.18) é assintoticamente

robustamente estável se existirem escalaresǫk>0, k={1, 2, 3, 4} e matrizesPi, i = {1, 2, 3},

Q1, Sj, j = {1, ..., η}, Z1, Z2, R1, R2, R3, R4, N eM com dimensões apropriadas, satisfa-

zendo (2.13), (2.8), (2.14) e (2.8), paraḋ (t)→dmax, e se existirem matrizes de ponderação

livre F1 ∈ R6rx×3rx eF2 ∈ R6rx×3rx de forma que as seguintes afirmações sejam válidas:

Ω11|ḋ(t)→dmax
< 0; Ω12|ḋ(t)→dmax

< 0;

Ω21|ḋ(t)→dmax
< 0; Ω22|ḋ(t)→dmax

< 0,
(2.24)

em queΩ11, Ω12, Ω21 eΩ22 são definidos em (2.20). �

PROVA

Na dedução dos Teoremas 2.1.2 e 2.2.1, demonstramos que as matrizesΩ11(ḋ (t)),

Ω12(ḋ (t)), Ω21(ḋ (t)) e Ω22(ḋ (t)), dependentes da derivada do atraso, são convexas em

ḋ (t) ∈ [dmin, dmax] e, portanto, seriam definidas negativas se as matrizesΩ11|ḋ(t)→dmin
,

Ω11|ḋ(t)→dmax
, Ω12|ḋ(t)→dmin

, Ω12|ḋ(t)→dmax
, Ω21|ḋ(t)→dmin

, Ω21|ḋ(t)→dmax
, Ω22|ḋ(t)→dmin

e

Ω22|ḋ(t)→dmax
fossem definidas negativas.

Não obstante, no caso presente, não possuímos informações completas sobre os limi-

tes que delimitam a derivada do atraso. Portanto, não podemos aplicar a mesma análise.

A solução encontrada é analisar o pior caso que a derivada pode assumir (limite superior

ou inferior) de acordo com o termo que está sendo ponderado por ḋ (t). É importante res-

saltar que o pior caso sempre será o que induz os maiores termos na derivada da função de

Lyapunov. Se a derivada,ḋ (t), pondera um termo positivo então o pior caso será quando
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a derivada assume seu limite superior,dmax, e, da mesma forma, se o termo for negativo

o pior caso está relacionado com o limite inferior,dmin. Devido ao fato de não termos in-

formações sobre o limite inferior,dmin, devemos garantir que todos os termos ponderados

pela derivada do atraso,ḋ (t), sejam positivos. De forma que o pior caso seja sempre o

limite superior que delimita a derivada, i.e.,dmax. Para tal, iniciaremos a análise de todos

os termos que são ponderados porḋ (t) na derivada da função de Lyapunov (2.12).

As primeiras matrizes que são ponderadas pela derivada do atraso sãoP1, P2 e P3.

Estas matrizes aparecem nos seguintes termos da derivada dafunção de LyapunovV1(t),

ḋ (t)

τ2−τ1
xT (t) (P1−P2) x(t), e

ḋ (t)

τ3−τ2
xT (t) (P3−P1) x(t).

Observe que, considerando as restrições impostas em (2.6) esabendo que os subinterva-

los são equidistantes, as expressões acima são equivalentes. Destarte, ao assumirmos a

validade da expressãoP3≥P2, observamos quėd (t) está ponderando um termo positivo

(ou nulo, no caso de igualdades). Deste modo, a análise mais conservadora será substituir

ḋ (t) pelo seu limite superior, de forma que possamos garantir queas expressões

ḋ (t)

τ2−τ1
xT (t) (P1−P2) x(t) ≤

dmax

τ2−τ1
xT (t) (P1−P2)x(t),

ḋ (t)

τ3−τ2
xT (t) (P3−P1)x(t) ≤

dmax

τ3−τ2
xT (t) (P3−P1)x(t)

são válidas.

Consideremos agora a matriz semi-definida positivaQ1 que aparece na derivada de

V2(t), em (A.2),

V̇2(t)=xT (t−τ1)Q1x(t−τ1)−
(
1− ḋ (t)

)
xT (t−d(t))Q1x(t−d(t))

=xT (t−τ1)Q1x(t−τ1)−xT (t−d(t))Q1x(t−d(t))+ḋ (t)xT (t−d(t))Q1x(t−d(t)).

é fácil observar quėd (t)
[
xT (t−d(t))Q1x(t−d(t))

]
≤ dmax

[
xT (t−d(t))Q1x(t−d(t))

]
,

poisQ1 ≥ 0.

Por fim, consideremos as matrizesR2 eR4. Estas matrizes aparecem em (A.7) e em

(A.23), como termos da derivada deV7(t), da seguinte maneira

ḋ (t)

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R2−R4) ẋ(s)ds.

Observe que, similarmente aos casos anteriores, se garantirmos queR2≥R4, então o

termo ponderado poṙd (t) será semi-definido positivo e, portanto, podemos substituir

ḋ (t) pordmax.

Desta maneira, se as restrições impostas em (2.23) forem satisfeitas, então as con-

dições expressas pelo Corolário 2.2.1 garantem que as matrizesΩ11(ḋ (t)), Ω12(ḋ (t)),
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Ω21(ḋ (t)) eΩ22(ḋ (t)) são definidas negativas e que o sistema incerto com atrasos varian-

tes é assintoticamente robustamente estável.

�

Consideremos agora o segundo caso, no qual não impomos nenhuma restrição sobre a

derivada do atraso variável. Neste caso, como não podemos inferir nenhuma informação

quanto a derivada do atraso e seus limites, não podemos considerar nenhum dos termos

contendo explicitamente a derivada do atraso,ḋ (t), no desenvolvimento das condições de

estabilidade para o sistema atrasado. Portanto, se as seguintes restrições

P1=P2=P3, Q1=0, e R2=R4, (2.25)

adicionadas nas restrições do Teorema 2.2.1 forem satisfeitas, então podemos utilizar exata-

mente os mesmos argumentos e a mesma análise utilizada na prova do Teorema 2.2.1 para

derivar condições de estabilidade robusta para o sistema atrasado sem imposições quanto a

derivada de seu atraso.

Corolário 2.2.2. Dados os seguintes escalaresτmin, τmax eη tal que0 ≤ τmin ≤ τmax eη >

1, o sistema incerto apresentado em (2.17) com atraso variante e desconhecido satisfazendo

(2.2) e incertezas descritas em (2.18) é assintoticamente robustamente estável se existirem

escalaresǫk>0, k={1, 2, 3, 4} e matrizesPi, i = {1, 2, 3},Q1,Sj , j = {1, ..., η}, Z1,Z2,R1,

R2, R3, R4, N eM com dimensões apropriadas, satisfazendo (2.13) e (2.25), ese existirem

matrizes de ponderação livreF1 ∈ R6rx×3rx e F2 ∈ R6rx×3rx de forma que as seguintes

afirmações sejam válidas:

Ω11 < 0; Ω12 < 0; Ω21 < 0; Ω22 < 0,

(2.26)

em queΩ11, Ω12, Ω21 eΩ22 são definidos em (2.20). �

PROVA

Neste caso, devido ao fato de não possuirmos nenhuma informação sobre os limites

que delimitam a derivada do atraso, i.e.,dmin edmax, a análise é consideravelmente mais

objetiva e simples. Todos os termos ponderados pela derivada do atraso,ḋ (t), devem

ser eliminados da análise de estabilidade. Como visto na prova do Corolário 2.2.1, os

termos ponderados poṙd (t) são: ḋ (t)(P1−P2), ḋ (t)(P3−P1), ḋ (t)Q1, ḋ (t)(R2−R4).

Desta maneira, é relativamente simples observar que se as restrições impostas em (2.25)

forem satisfeitas então não existirão termos ponderados pela derivada do atrasȯd (t) nas

condições de estabilidade.

�
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Tabela 2.1: (Exemplo 2.3.1) Valor máximo para o limite superior do atraso,τmax, para

τmin=0 e vários valores dedmin edmax

dmax�dmin 0, 3 0, 4 0, 5 0, 6 0, 7 0, 8 0, 9 1, 0 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5

0, 3 3, 064 3, 063 3, 063 3, 063 3, 063 3, 063 3, 062 3, 062 3, 062 3, 062 3, 062 3, 061 3, 061

0, 4 2, 694 2, 689 2, 685 2, 682 2, 680 2, 679 2, 678 2, 677 2, 677 2, 677 2, 677 2, 676 2, 676

0, 5 2, 503 2, 494 2, 486 2, 479 2, 472 2, 466 2, 461 2, 456 2, 452 2, 448 2, 446 2, 442 2, 440

0, 6 2, 395 2, 385 2, 375 2, 366 2, 359 2, 351 2, 345 2, 339 2, 334 2, 329 2, 325 2, 320 2, 317

0, 7 2, 319 2, 307 2, 297 2, 288 2, 281 2, 273 2, 267 2, 261 2, 257 2, 251 2, 247 2, 243 2, 240

0, 8 2, 264 2, 253 2, 244 2, 234 2, 229 2, 223 2, 217 2, 211 2, 208 2, 204 2, 200 2, 196 2, 194

0, 9 2.225 2.215 2.208 2.201 2.195 2.190 2.185 2.182 2.177 2.175 2.172 2.169 2.167

1, 0 2.200 2.192 2.185 2.179 2.174 2.169 2.165 2.162 2.159 2.156 2.153 2.152 2.150

1, 1 2.185 2.177 2.171 2.165 2.160 2.155 2.152 2.150 2.147 2.145 2.143 2.142 2.140

1, 2 2.177 2.169 2.163 2.158 2.153 2.149 2.146 2.143 2.142 2.140 2.138 2.137 2.136

1, 3 2.172 2.165 2.160 2.155 2.151 2.147 2.144 2.142 2.140 2.138 2.136 2.136 2.135

1, 4 2.169 2.163 2.159 2.154 2.150 2.146 2.143 2.141 2.139 2.137 2.136 2.134 2.133

1, 5 2.167 2.162 2.158 2.153 2.149 2.145 2.142 2.140 2.137 2.136 2.135 2.133 2.132

2.3 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Nesta seção, apresentamos uma série de exemplos numéricos que visam ilustrar a va-

lidade dos critérios propostos neste capítulo com referência à análise de estabilidade e à

análise de estabilidade robusta de sistemas sujeitos a atrasos variantes no tempo. Primei-

ramente, investigamos a aplicabilidade e a eficácia dos métodos apresentados na Seção 2.1

para sistemas nominais, i.e., sem incertezas de modelo. Para tal, apresentamos seis exem-

plos com diferentes condições referentes ao atraso variante e à sua derivada, conforme as

definições em (2.2)-(2.3). Além de demonstrar a validade doscritérios e analisar os efeitos

resultantes da variação das constantes definidas em (2.2)-(2.3), comparamos nossos resulta-

dos obtidos através dos métodos propostos neste capítulo com os resultados dos principais

critérios existentes na literatura de sistemas sujeitos a retardos no tempo. Em seguida, apre-

sentamos outros dois exemplos com diferentes condições referentes ao atraso variante e à

sua derivada, para sistemas com atrasos variantes sujeitosa incertezas de modelo. Uma aná-

lise análoga ao caso nominal é então apresentada para estes exemplos com os resultados de

estabilidade robusta obtidos com os critérios apresentados na Seção 2.2.

Exemplo 2.3.1 (Efeitos da variação dos limites da derivada do atraso).

Considere o seguinte sistema sujeito a atrasos variantes notempo

ẋ(t) =

[
−2 0

0 −0, 9

]
x(t) +

[
−1 0

−1 −1

]
x(t− d(t)).

Assumindo que o atraso mínimo é desconhecido, ou definido porτmin = 0. Aplicamos

o Teorema 2.1.1 de forma a obtermos o valor máximo para o limite superior do atraso

varianteτmax, para o qual o sistema descrito mantém-se estável, conformepode ser ob-
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Figura 2.1: (Exemplo 2.3.1) Valor máximo deτmax considerandoτmin=0 e vários valores

distintos dedmin e dedmax.

servado na Tabela 2.1, para vários valores distintos dos limites que delimitam a derivada

do atraso variante,dmin e dmax. Os resultados apresentados na Tabela 2.1 são direta-

mente dependentes dos limites que definem a derivada do atraso. Visando facilitar esta

análise construímos um gráfico, apresentado na Figura 2.1, que relaciona estes limites

com o valor máximo deτmax obtido com o Teorema 2.1.1.

Como pode ser observado na Tabela 2.1 e na Figura 2.1, o valor máximo para o

limite superior do atraso,τmax, tende a crescer quandodmin → 0 e quandodmax →

0. Neste caso, o intervalo de variação da derivada do atraso é reduzido e, portanto,

o atraso variante se assemelha ao atraso constante, menos prejudicial à estabilidade

do sistema. Além disso, ao analisarmos o conjunto formado pelos intervalos, é fácil

notar que dadas as constantesd(1)min < d
(2)
min e d

(1)
max > d

(2)
max, o intervalo

[
d
(2)
min, d

(2)
max

]

está contido no intervalo
[
d
(1)
min, d

(1)
max

]
. Portanto, se o sistema é estável para um atraso

variante cuja a derivada é delimitada pelo intervalo
[
d
(1)
min, d

(1)
max

]
, logo o sistema também

será estável para um atraso cuja derivada,ḋ(t), varia de acordo com o segundo intervalo.

Obviamente, não podemos garantir a mesma relação no caso inverso. �

Exemplo 2.3.2 (Efeitos da variação dos limites da derivada do atraso (outro sistema)).

Visando corroborar a análise apresentada no exemplo anterior, consideramos um se-

gundo sistema,

ẋ(t) =

[
0 1

−1 −2

]
x(t) +

[
0 0

−1 1

]
x(t− d(t)),
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Tabela 2.2: (Exemplo 2.3.2) Valor máximo para o limite superior do atraso,τmax, para

τmin=0 e vários valores dedmin edmax

@
@
@dmax

dmin
0, 1 0, 2 0, 3 0, 4 0, 5 0, 6 0, 7 0, 8 0, 9 1, 0 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5

0, 1 6, 395 6, 390 6, 388 6, 385 6, 384 6, 384 6, 382 6, 381 6, 381 6, 380 6, 378 6, 378 6, 378 6, 378 6, 375

0, 2 3, 785 3, 720 3, 682 3, 675 3, 669 3, 666 3, 667 3, 665 3, 663 3, 660 3, 662 3, 660 3, 660 3, 660 3, 659

0, 3 2, 729 2, 633 2, 561 2, 511 2, 482 2, 472 2, 467 2, 464 2, 462 2, 460 2, 459 2, 456 2, 457 2, 456 2, 454

0, 4 2, 160 2, 058 1, 979 1, 920 1, 878 1, 848 1, 827 1, 814 1, 805 1, 800 1, 796 1, 794 1, 792 1, 790 1, 788

0, 5 1, 841 1, 743 1, 663 1, 600 1, 549 1, 510 1, 480 1, 458 1, 440 1, 427 1, 417 1, 410 1, 404 1, 399 1, 395

0, 6 1, 671 1, 589 1, 520 1, 464 1, 417 1, 378 1, 345 1, 318 1, 296 1, 279 1, 265 1, 254 1, 245 1, 237 1, 231

0, 7 1, 583 1, 511 1, 451 1, 401 1, 359 1, 323 1, 294 1, 270 1, 250 1, 236 1, 224 1, 215 1, 208 1, 203 1, 198

0, 8 1, 541 1, 474 1, 419 1, 372 1, 332 1, 298 1, 270 1, 247 1, 229 1, 216 1, 207 1, 200 1, 194 1, 190 1, 186

0, 9 1, 519 1, 456 1, 402 1, 357 1, 317 1, 283 1, 255 1, 232 1, 216 1, 204 1, 196 1, 190 1, 185 1, 182 1, 179

1, 0 1, 502 1, 442 1, 390 1, 345 1, 306 1, 272 1, 244 1, 221 1, 206 1, 196 1, 189 1, 184 1, 179 1, 176 1, 173

1, 1 1, 490 1, 431 1, 380 1, 336 1, 297 1, 263 1, 234 1, 212 1, 199 1, 190 1, 183 1, 179 1, 175 1, 172 1, 170

1, 2 1, 480 1, 422 1, 371 1, 328 1, 289 1, 255 1, 226 1, 206 1, 193 1, 185 1, 179 1, 174 1, 171 1, 168 1, 166

1, 3 1, 473 1, 415 1, 365 1, 321 1, 282 1, 248 1, 220 1, 200 1, 189 1, 180 1, 175 1, 171 1, 168 1, 166 1, 164

1, 4 1, 467 1, 409 1, 359 1, 315 1, 276 1, 242 1, 214 1, 196 1, 185 1, 177 1, 172 1, 168 1, 165 1, 163 1, 161

1, 5 1, 462 1, 404 1, 353 1, 310 1, 270 1, 236 1, 209 1, 192 1, 181 1, 175 1, 170 1, 166 1, 163 1, 161 1, 159
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Figura 2.2: (Exemplo 2.3.2) Valor máximo deτmax considerandoτmin=0 e vários valores

distintos dedmin e dedmax.
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o qual é usualmente utilizado como sistema de referência na análise de sistemas com atra-

sos, e então aplicamos o Teorema 2.1.2, comη=6, para diversas configurações referentes

à derivada do atraso variante.

Consideramos o atraso mínimo definido porτmin = 0, então, de maneira análoga

ao primeiro exemplo, construímos um gráfico que relaciona osvalores dos limites que

delimitam o intervalo de variação da derivada do atraso variante,dmin e dmax, com os

valores obtidos para o limite superior deτmax. Os resultados são apresentados na Figura

2.2 e na Tabela 2.2. Observa-se que a mesma relação apresentada no exemplo anterior

repete-se, ou seja, como era esperado, o valor máximo para o limite superior do atraso

variante,τmax, tende a crescer quandodmin → 0 e quandodmax → 0. Em especial para o

caso em quedmax → 0, pois, neste caso, implica-se que o atraso não cresce subitamente

à valores máximos. �

Exemplo 2.3.3 (Limite inferior da derivada desconhecido (segundo sistema)).

Neste exemplo, utilizaremos o mesmo sistema linear atrasado definido no Exemplo

2.3.2. Assumindo que o limite inferior do intervalo da derivada do atraso, i.e.,dmin,

é desconhecido, aplicamos os métodos referentes aos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2, através

dos Corolários 2.2.1 e 2.2.2, para diversas configurações dolimite inferior do atraso

variante,τmin.

Primeiramente, consideramos o limite superior que delimita a derivada do atraso

comodmax=0, 3. Os resultados da aplicação do Corolário 2.2.1, com diversos valores de

η, são apresentados e comparados com os resultados dos principais métodos existentes

na literatura na Tabela 2.3. É fácil observar que a aplicaçãode nosso critério resulta em

valores consideravelmente menos conservadores do que outros métodos para qualquer

número de(η−1) divisões do intervalo[0, τmin]. Ademais, nota-se que o incremento

do número de divisões implica em melhores resultados, conforme discutido na Subseção

2.1.2.

Em seguida, apresentamos, na Tabela 2.4, os resultados da aplicação do Corolário

2.2.2 para o caso em que o limite superior que delimita a derivada do atraso também

é desconhecido, ou seja, para o caso em que não possuímos nenhuma informação com

relação a derivada do atraso variante. Como pode ser observado na Tabela 2.4, nosso

método, também, apresenta melhores resultados em comparação com todos os principais

métodos existentes na literatura. Além disso, observa-se aredução de conservadorismo

com o incremento do número de divisões do intervalo[0, τmin]. As contribuições referen-

tes à esta divisão serão melhor exploradas no Exemplo 2.3.5. �

Exemplo 2.3.4 (Variando os valores dedmax paradmin desconhecido).

1Resultado não disponibilizado pelo autor.
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Tabela 2.3: (Exemplo 2.3.3) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin, dmax = 0, 3

edmin desconhecido
Métodos �τmin 1 2 3 4 5

He et al. (2007, Automatica) [86] 2, 213 2, 409 3, 334 4, 280 5, 239

Shao (2009, Automatica) [45] 2, 247 2, 480 3, 389 4, 325 5, 277

Sun et al. (2010, Automatica) [93] 2, 317 −1 −1 −1 −1

Zhu & Wang (2010, ACC) [94] 2, 340 2, 582 3, 472 4, 394 5, 336

Orihuela et al. (2010, ACC) [79] 2, 353 2, 608 3, 490 4, 406 5, 345

2, 440 2, 610 3, 491 4, 406 5, 345

2, 454 2, 626 3, 514 4, 437 5, 380Corolário 2.2.1





η=1

η=2

η=6 2, 458 2, 631 3, 520 4, 445 5, 389

Tabela 2.4: (Exemplo 2.3.3) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin, e paradmax

edmin desconhecidos
Métodos �τmin 0, 3 0, 5 0, 8 1 2

Jiang & Han (2005, Automatica) [95] 0, 91 1, 07 1, 33 1, 50 2, 39

He et al. (2007, Automatica) [86] 0, 943 1, 099 1, 348 1, 519 2, 400

Shao (2009, Automatica) [45] 1, 072 1, 219 1, 454 1, 617 2, 480

Sun et al. (2010, Automatica) [93] −1 −1 −1 1, 620 2, 488

Zhu & Wang (2010, ACC) [94] 1, 123 1, 267 1, 497 1, 658 2, 511

Orihuela et al. (2010, Int J Robust Nonlin) [79]1, 223 1, 360 1, 582 1, 738 2, 572

1, 299 1, 429 1, 642 1, 792 2, 609

1, 299 1, 430 1, 645 1, 797 2, 624Corolário 2.2.1





η=1

η=2

η=6 1, 299 1, 431 1, 646 1, 798 2, 628

Neste exemplo, visando analisar o mesmo sistema linear atrasado apresentado no

Exemplo 2.3.1,

ẋ(t) =

[
−2 0

0 −0, 9

]
x(t) +

[
−1 0

−1 −1

]
x(t− d(t)),

com limite inferior do intervalo da derivada do atraso (dmin) desconhecido, aplicamos o

método desenvolvido no Teorema 2.1.1 através do Corolário 2.2.1 comη=1. Neste caso,

consideramos que o limite inferior do atraso é desconhecido, ou definido porτmin = 0.

Desta forma, para vários valores referentes ao limite superior do intervalo que delimita

a derivada do atraso, aplicamos o Corolário 2.2.1 comη=1. Os resultados são apre-

sentados e comparados com os resultados advindos dos principais métodos existentes na

literatura na Tabela 2.5. É fácil observar que nosso método mais uma vez apresenta re-

sultados consideravelmente superiores aos principais resultados existentes na literatura.

Além disso, observa-se que o valor máximo para o limite superior do atraso,τmax, cresce

quandodmax → 0, conforme esperado e discutido nos Exemplos 2.3.1 e 2.3.2. �
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Tabela 2.5: (Exemplo 2.3.4) Valor máximo deτmax para vários valores dedmax, τmin=0 e

paradmin desconhecido
Métodos �dmax 0, 1 0, 2 0, 5 0, 9 1, 0

Fridman & Shaked (2002, TAC) [96] − − 2, 00 1, 18 −

Fridman & Shaked (2003, Int J Control) [97] − − 2, 00 1, 18 −

Wu et al. (2004, Automatica) [98] 3, 604 − 2, 008 1, 180 −

Lien (2005, Control Theory Appl) [99] 3, 604 − 2, 008 1, 180 −

He et al. (2004, TAC) [100] 3, 652 − 2, 008 1, 180 −

He et al. (2007, Automatica) [86] − − 2, 04 1, 37 −

He et al. (2007, TAC) [101] 3, 605 3, 039 2, 043 1, 492 1, 345

Zhu & Yang (2008, Control Theory Appl) [102]3, 915 3, 293 2, 194 1, 642 1, 601

Park & Ko (2007, Automatica) [44] 3, 669 − 2, 337 1, 873 −

Corolário 2.2.1 comη=1 4, 366 3, 607 2, 410 2, 118 2, 118
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Figura 2.3: (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para váriosτmin com−0, 1≤ḋ(t)≤0, 1.

Exemplo 2.3.5 (Efeitos do incremento deη).

1Nas Tabelas 2.6, 2.7 e 2.8, as células completadas com− indicam que o autor não disponibilizou resultados

para o caso específico, enquanto que as células completadas com ×indicam que os métodos não possuem

solução para o caso específico.

49



Tabela 2.6: (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin, e para

dmax=0, 1 edmin=− 0, 1

Métodos �τmin 0 1 2 3 4 5 6

He et al. (2007, Automatica) [86] 3, 605 − 1 − 1 3, 612 4, 064 × ×

Sun et al. (2010, IET CTA) [103] 3, 918 − 1 − 1 3, 918 4, 178 5, 038 ×

Fridman et al. [76]

(2009, Automatica)

{
Teorema 1

Teorema 2

4, 260 4, 571 4, 622 4, 216 4, 090 × ×

3, 663 4, 203 4, 456 4, 425 4, 429 5, 097 ×

4, 363 4, 595 4, 626 4, 282 4, 093 × ×

4, 363 4, 604 4, 711 4, 698 4, 577 5, 098 ×

4, 364 4, 605 4, 725 4, 750 4, 715 5, 128 ×

4, 365 4, 606 4, 730 4, 767 4, 756 5, 138 6, 007

4, 365 4, 606 4, 731 4, 774 4, 775 5, 143 6, 011

4, 365 4, 606 4, 733 4, 778 4, 785 5, 146 6, 014

4, 364 4, 606 4, 734 4, 781 4, 791 5, 147 6, 016

4, 364 4, 606 4, 734 4, 782 4, 794 5, 148 6, 017

4, 364 4, 606 4, 734 4, 784 4, 797 5, 149 6, 018

4, 364 4, 606 4, 735 4, 785 4, 799 5, 149 6, 018

4, 364 4, 606 4, 735 4, 785 4, 801 5, 150 6, 018

4, 364 4, 607 4, 735 4, 786 4, 802 5, 150 6, 019

4, 363 4, 607 4, 735 4, 787 4, 804 5, 150 6, 019

4, 364 4, 607 4, 735 4, 788 4, 805 5, 151 6, 020

Teorema 2.1.2





η=1

η=2

η=3

η=4

η=5

η=6

η=7

η=8

η=9

η=10

η=11

η=12

η=15

η=20

η=25 4, 365 4, 607 4, 736 4, 788 4, 806 5, 151 6, 020

Neste exemplo, utilizaremos o mesmo sistema apresentado noExemplo 2.3.1,

ẋ(t) =

[
−2 0

0 −0, 9

]
x(t) +

[
−1 0

−1 −1

]
x(t− d(t)).

Considerando três configurações distintas para o intervaloque delimita a derivada

do atraso variante,




d1 para o caso em que,̇d(t) ∈ [−0, 1 ; 0, 1]

d2 para o caso em que,̇d(t) ∈ [−0, 5 ; 0, 5]

d3 para o caso em que os limites que delimitam o intervalo são desconhecidos,

aplicamos os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2 para vários valores deτmin e para vários valores

de η, ou seja, para várias divisões distintas do intervalo[0, τmin]. Desta maneira, ob-

servamos a influência do número deη subintervalos de[0, τmin] sobre os resultados e a

consequente redução do conservadorismo da análise.

Na Tabela 2.6, apresentamos os resultados obtidos considerando a configuraçãod1
referente ao intervalo que delimita a derivada do atraso para distintos valores do limite
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Tabela 2.7: (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin, e para

dmax=0, 5 edmin=− 0, 5

Métodos �τmin 0 1 2 3 4 5 6

He et al. (2007, Automatica) [86] 2, 044 − 1 − 1 3, 223 4, 064 × ×

Sun et al. (2010, IET CTA) [103] 2, 716 − 1 − 1 3, 341 4, 178 5, 038 ×

Fridman et al. [76]

(2009, Automatica)

{
Teorema 1

Teorema 2

2, 450 2, 430 2, 646 3, 321 4, 090 × ×

2, 337 2, 459 2, 724 3, 458 4, 257 5, 097 ×

2, 486 2, 490 2, 672 3, 324 4, 090 × ×

2, 486 2, 522 2, 786 3, 467 4, 258 5, 098 ×

2, 485 2, 528 2, 804 3, 489 4, 284 5, 126 ×

2, 485 2, 530 2, 810 3, 497 4, 292 5, 136 6, 006

2, 485 2, 531 2, 813 3, 500 4, 296 5, 140 6, 011

2, 485 2, 532 2, 815 3, 502 4, 298 5, 143 6, 014

2, 485 2, 532 2, 815 3, 503 4, 300 5, 144 6, 016

2, 485 2, 532 2, 816 3, 504 4, 301 5, 145 6, 016

2, 484 2, 532 2, 817 3, 504 4, 301 5, 146 6, 017

2, 485 2, 532 2, 817 3, 505 4, 302 5, 146 6, 018

2, 485 2, 532 2, 817 3, 505 4, 302 5, 147 6, 018

2, 485 2, 532 2, 817 3, 505 4, 302 5, 147 6, 019

2, 485 2, 533 2, 817 3, 506 4, 302 5, 147 6, 019

2, 485 2, 533 2, 818 3, 506 4, 303 5, 148 6, 019

Teorema 2.1.2





η=1

η=2

η=3

η=4

η=5

η=6

η=7

η=8

η=9

η=10

η=11

η=12

η=15

η=20

η=25 2, 485 2, 533 2, 818 3, 506 4, 303 5, 148 6, 020

inferior de atraso,τmin. Os resultados são obtidos através do Teorema 2.1.2 para várias

divisões distintas do intervalo[0, τmin], e então comparados com os resultados advindos

dos principais critérios existentes na literatura de sistemas com atrasos variantes. De ma-

neira análoga, apresentamos nas Tabelas 2.7 e 2.8 resultados semelhantes considerando

as configuraçõesd2 e d3, respectivamente. Primeiramente, observa-se que ao conside-

rarmos explicitamente os valores da derivada do atraso variante, obtemos limites menos

restritivos para o atraso máximo, em especial quando os limites da derivada tendem à

zero. Fato que corrobora com as análises apresentadas nos exemplos anteriores. Em se-

guida, analisando e comparando os resultados das Tabelas 2.6, 2.7 e 2.8 é notável que o

critério desenvolvido neste Capítulo apresenta resultados consideravelmente menos con-

servadores do que os resultados de todos os principais métodos existentes na literatura

para qualquer valor deη. Inclusive nenhum dos métodos desenvolvidos anteriormente

conseguem apresentar resultados para o caso em queτmin = 6. Desta forma, observa-se

a importância de nosso resultado em comparação com os outrosna literatura.

Não obstante, nota-se que ao incrementarmos o limite inferior do atraso (τmin), as

contribuições referentes à análise por partes do atraso sãoconsideravelmente reduzidas.
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Tabela 2.8: (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin comdmax e

dmin desconhecidos
Métodos �τmin 0 1 2 3 4 5 6

He et al. (2007, Automatica) [86] 1, 345 − 1 − 1 3, 223 4, 064 × ×

Sun et al. (2010, IET CTA) [103] 1, 868 − 1 − 1 3, 341 4, 178 5, 038 ×

Fridman et al. [76]

(2009, Automatica)

{
Teorema 1

Teorema 2

2, 118 2, 169 2, 646 3, 321 4, 090 × ×

1, 867 2, 120 2, 724 3, 458 4, 257 5, 097 ×

2, 119 2, 169 2, 646 3, 321 4, 090 × ×

2, 118 2, 217 2, 751 3, 462 4, 258 5, 098 ×

2, 118 2, 224 2, 767 3, 484 4, 283 5, 126 ×

2, 118 2, 227 2, 773 3, 492 4, 292 5, 136 6, 007

2, 118 2, 228 2, 775 3, 495 4, 296 5, 140 6, 011

2, 118 2, 229 2, 777 3, 497 4, 298 5, 143 6, 014

2, 118 2, 229 2, 777 3, 498 4, 299 5, 144 6, 016

2, 117 2, 229 2, 778 3, 499 4, 300 5, 145 6, 017

2, 117 2, 229 2, 778 3, 499 4, 301 5, 146 6, 018

2, 117 2, 230 2, 779 3, 499 4, 301 5, 146 6, 018

2, 117 2, 230 2, 779 3, 500 4, 301 5, 147 6, 018

2, 118 2, 230 2, 779 3, 500 4, 301 5, 147 6, 019

2, 117 2, 230 2, 779 3, 500 4, 302 5, 147 6, 019

2, 117 2, 230 2, 779 3, 501 4, 302 5, 148 6, 020

Teorema 2.1.2





η=1

η=2

η=3

η=4

η=5

η=6

η=7

η=8

η=9

η=10

η=11

η=12

η=15

η=20

η=25 2, 117 2, 230 2, 779 3, 501 4, 302 5, 148 6, 020

Em especial, podemos observar o Teorema 1 em [76], que apresenta uma análise por

partes do atraso, e o Teorema 2 do mesmo trabalho, que não utiliza esta abordagem. Para

pequenos valores deτmin o primeiro teorema é mais efetivo, porém ao incrementarmos

o valor deτmin o segundo teorema passa ser mais efetivo. Inclusive, em certos pontos

da Tabela 2.6, o Teorema 1 em [76] apresenta valores para o atraso máximo (τmax)

maiores para valores deτmin menores, ou seja,τ 1max > τ 2max para τ 1min < τ 2min. Fato

que não faz sentido ao analisarmos matematicamente, visto que o intervalo[τ 2min, τ
2
max]

estaria contido no intervalo[τ 1min, τ
1
max] e, portanto, se o sistema atrasado é estável para

o maior intervalo então obviamente será estável ao menos para o intervalo[τ 2min, τ
1
max],

que ainda está contido no maior intervalo. É interessante então notar o incremento de

conservadorismo sobre a análise por partes do atraso quandodefinimos valores maiores

paraτmin.

Para compensar este efeito e a consequente perda de contribuição da análise por

partes do atraso, apresentamos uma abordagem por fracionamento do intervalo de atraso

[0, τmin], conforme discutido na Subseção 2.1.2. Desta maneira, conseguimos reduzir o

conservadorismo da análise resultante do incremento do valor deτmin.
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Figura 2.4: (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para váriosτmin com−0, 5≤ḋ(t)≤0, 5.
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Figura 2.5: (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para váriosτmin comdmax edmin desco-

nhecidos.
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Figura 2.6: (Exemplo 2.3.5) Valor máximo deτmax para váriosτmin comdmax edmin desco-

nhecidos.

Visando facilitar a análise das contribuições referentes ao incremento deη, construí-

mos os gráficos apresentados nas Figuras 2.3, 2.3 e 2.3 que relacionam o valor máximo

do atraso variante (τmax) com o incremento do número de(η−1) divisões do intervalo

[0, τmin] para as três configurações de intervalo da derivada do atrasod1, d2 e d3, res-

pectivamente. Como pode ser observado nas Figuras 2.3, 2.3 e2.3 paraτmin > 0, as

contribuições do incremento deη são semelhantes a funções logarítmicas, no sentido em

que são monotonicamente crescentes e crescem rapidamente para pequenos valores de

η. Não obstante, estas contribuições tendem a um certo limitecomη → ∞, como era

de se esperar, pois, caso contrário, quandoη → ∞ iríamos garantir a estabilidade para

qualquer valor de atraso, o que obviamente não condiz com a realidade. Além disso,

pode-se verificar que o incremento deη não produz contribuições significativas para o

caso em queτmin = 0, o que era esperado, visto que a divisão do intervalo[0, τmin] não

possui qualquer sentido neste caso. Esta análise é corroborada com a análise gráfica

apresentada na Figura 2.3, que relaciona o valor máximo do atraso variante (τmax) para

diferentes valores deη, dadoτmin = 0. �

Exemplo 2.3.6 (Atraso quase constante).
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Considerando o mesmo sistema atrasado introduzido no Exemplo 2.3.1,

ẋ(t) =

[
−2 0

0 −0, 9

]
x(t) +

[
−1 0

−1 −1

]
x(t− d(t)),

apresentaremos resultados para o caso em que o atraso variante é praticamente cons-

tante. De fato, podemos considerar neste exemplo que o atraso é constante porém com

pequenas incertezas e pequenos ruídos. Consideramos, portanto, um atraso constante,

τc, afetado por pequenos ruídos de magnitude0, 001. Desta forma, podemos reescrever

este atraso, como um atraso variante definido em (2.2),

τc−0, 001 ≤ d(t) ≤ τc+0, 001.

Além disso, consideramos um pequeno intervalo que delimitaa velocidade de variação

deste ruído, ou seja, o intervalo que delimita a derivada do atraso definido acima (note

que no caso perfeitamente constanteḋ(t)=0),

−0, 001 ≤ ḋ(t) ≤ 0, 001.

Os resultados para vários valores deη são apresentados e comparados com os resul-

tados dos principais métodos existentes na literatura de sistemas com atrasos constantes

na Tabela 2.923. Analisando os resultados apresentados na Tabela 2.9 é fácil perceber que

a partir de um certo número deη subintervalos originados do intervalo[0, τmin], nosso

critério passa a ser consideravelmente menos conservador do que os principais métodos

existentes para atrasos constantes, inclusive se aproximando do limite teórico3. Fato que

ratifica a eficácia de nosso método e a redução de conservadorismo em comparação com

outros critérios.

Além disso, nossa análise leva em consideração uma pequena variação para o atraso,

sendo desta forma mais abrangente e robusta do que os métodosdirecionados para atra-

sos estritamente constantes. �

Exemplo 2.3.7 (Sistema incerto – Limite inferior da derivada desconhecido).

Neste exemplo, consideraremos um sistema linear atrasado sujeito a incertezas de

modelo, conforme descrito em (2.17)-(2.18), definido da seguinte maneira,

ẋ(t) = (A+H∆(t)ΞA)x(t) + + (Ad +H∆(t)ΞAd)x(t− d(t)),

2O trabalho [82] introduz um método de discretização do atraso constante baseado no trabalho de [4], o

qual resulta em vários critérios de estabilidade baseados nesta discretização. Na Tabela 2.9, iremos apresentar

os resultados baseados em seu Teorema 1 (Thm 1), o qual não apresenta nenhuma discretização, e em seu

Teorema 4 (Thm 4) com o maior número de discretizações apresentadas em [82]. Este resultado é o melhor

resultado apresentado em [82], apesar de introduzir mais de600 novas variáveis à análise.
3O resultado referente ao limite teórico apresentado na Tabela 2.9 é definido em [82, 97].O resultado é

obtido através do critério de Nyquist, e representa o limitepara o qual o sistema é instável (observe que não há

garantias que abaixo deste valor o sistema será estável).
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Tabela 2.9: (Exemplo 2.3.6) Valor máximo para o atraso contanteτc afetado por uma função

ruído de magnitude0, 001 cuja derivada é0, 001
Métodos Atraso Máximoτc
Xi & Souza (1997, TAC) [104] 0, 8571

Niculescu et al. (1995, CDC) [105] 0, 99

Moon et al. (2001, Int J Control) [106] 4, 3588

Fridman (2002, J Math Analysis Appl) [107] 4, 47

Han (2002, Automatica) [108] 4, 4721

Xu & Lam (2005, TAC) [109] 4, 4721

Gouaisbaut & Peaucelle (2006, IFAC ROCOND06) [82, Thm 1] 4, 4721

Gouaisbaut & Peaucelle (2006, IFAC ROCOND06) [82, Thm 4] 6, 09

4, 464

5, 703

6, 040

6, 105

6, 143

6, 150

Teorema 2.1.2





η=1

η=2

η=4

η=6

η=12

η=20

η=30 6, 152

Limite Teórico3 6, 17

em que

A =

[
−2 0

0 −1

]
, Ad =

[
−1 0

−1 −1

]
,

H =

[
1 0

0 1

]
, ΞA =

[
1, 6 0

0 0, 05

]
e ΞAd =

[
0, 1 0

0 0, 3

]
,

Assumindo que o atraso mínimo é desconhecido, ou definido porτmin = 0, verifica-

remos a eficácia do método proposto na Seção 2.2 para a determinação do valor máximo

do limite do atraso varianteτmax que mantém a estabilidade assintótica robusta de tal

Tabela 2.10: (Exemplo 2.3.7 – sistema incerto) Valor máximodeτmax para vários valores de

dmax, τmin=0 e paradmin desconhecido
Métodos �dmax 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8

Wu et al. (2004, Automatica) [98] 1, 063 0, 973 0, 873 0, 760

Lien (2005, Control Theory Appl) [99] 1, 063 0, 973 0, 873 0, 760

Yue & Han (2004, Trans Circ Systems) [110]1, 063 0, 973 0, 873 0, 760

Qian et al. (2009, Appl Math Comp) [111] 1, 083 1, 023 0, 986 0, 964

Park & Ko (2007, Automatica) [44] 1, 099 1, 077 1, 070 1, 068

Corolário 2.2.1 comη=1 1, 219 1, 104 1, 089 1, 089
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sistema. Na Tabela 2.10, apresentamos os resultados da aplicação do Teorema 2.2.1 para

vários valores distintos do limite superior do intervalo que delimita a derivada do atraso,

dmax. Conforme pode ser observado na Tabela 2.10, e de maneira semelhante ao caso

nominal, os resultados são diretamente dependentes do limite superior referente à deri-

vada do atraso, ou seja,τmax tende a crescer comdmax → 0. Além disso, observa-se que

a aplicação de nosso critério resulta em valores consideravelmente menos conservadores

do que outros métodos existentes na literatura de sistemas atrasados sujeitos a incertezas

de modelo. Em especial para o caso em quedmax → 0, pois levamos em consideração

uma série de termos e expressões dependentes deḋ(t) que incorporados à análise redu-

zem seu conservadorismo. Assim, ilustra-se a validade e a eficácia dos métodos propostos

neste capítulo tanto para sistemas nominais como para sistemas incertos. �

Exemplo 2.3.8 (Limite inferior da derivada desconhecido (outro sistema incerto)).

Consideramos um segundo sistema linear atrasado sujeito a incertezas de modelo,

conforme descrito em (2.17)-(2.18), definido da seguinte maneira,

ẋ(t) = (A+H∆(t)ΞA)x(t) + + (Ad +H∆(t)ΞAd)x(t− d(t)),

em que

A =

[
−0, 5 −2

1 −1

]
, Ad =

[
−0, 5 −1

0 0, 6

]
,

H =

[
1 0

0 1

]
, ΞA =

[
0, 2 0

0 0, 2

]
e ΞAd =

[
0, 2 0

0 0, 2

]
,

Assumindo condições semelhantes ao exemplo anterior, i.e., assumindo que o atraso

mínimo é desconhecido, ou definido porτmin = 0, aplicamos o critério de estabilidade

robusto definido no Teorema 2.2.1 de forma a verificarmos os valores máximos deτmax

para os quais o sistema descrito mantém-se robustamente estável dadas distintas condi-

ções referentes a derivada do atraso. Na Tabela 2.11, apresentamos as soluções para o

caso em que o limite inferior do intervalo que delimita a derivada,dmin, é desconhecido.

Para distintos valores dedmax pode-se observar que nosso critério é sempre menos con-

servador que os principais critérios existentes na literatura. A contribuição neste caso

chega à quase20% do melhor resultado desenvolvido previamente. Além disso,a fim de

ilustrar a validade da análise para distintas condições referentes à derivada do atraso,

aplicamos o método desenvolvido na Seção 2.2 paraτmin=0.1 e valores distintos dedmin

e dmax, conforme pode ser observado na Tabela 2.12. De maneira análoga ao caso no-

minal, o valor máximo para o limite superior do atraso,τmax, tende a crescer quando

dmin → 0 e quandodmax → 0. Neste caso, o intervalo de variação da derivada do atraso

é reduzido e, portanto, o atraso variante se assemelha ao atraso constante, menos preju-

dicial à estabilidade do sistema. Ademais, a mesma análise de conjuntos apresentada no

Exemplo 2.3.1 mantém-se válida para o caso robusto. �
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Tabela 2.11: (Exemplo 2.3.8 – sistema incerto) Valor máximodeτmax para vários valores de

dmax, τmin=0 e paradmin desconhecido
Métodos �dmax 0, 5 0, 9 desconhecido

Fridman & Shaked (2002, TAC) [96] 0, 182 − −

Wu et al. (2004, Automatica) [98] 0, 243 0, 242 0, 242

Jing et al. (2004, TAC) [112] 0, 243 0, 242 0, 242

He et al. (2007, TAC) [101] 0, 342 0, 338 0, 336

Qian et al. (2009, Appl Math Comp) [111] 0, 379 0, 379 0, 379

Corolário 2.2.1 comη=1 0, 4471 0, 4461 −

Corolário 2.2.2 comη=1 − − 0, 4461

Tabela 2.12: (Exemplo 2.3.8 – sistema incerto) Valor máximodo limite superior do atraso,

τmax, paraτmin=0.1 e vários valores dedmin edmax – Teorema 2.2.1 comη=2
HHHHHHHdmax

dmin
0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 1, 0 1, 2

0, 2 0, 7374 0, 7250 0, 7229 0, 7226 0, 7226 0, 7226

0, 4 0, 6552 0, 5884 0, 5585 0, 5430 0, 5330 0, 5261

0, 6 0, 6065 0, 5471 0, 5221 0, 5107 0, 5044 0, 5004

0, 8 0, 5846 0, 5294 0, 5094 0, 5016 0, 4973 0, 4947

1, 0 0, 5726 0, 5197 0, 5033 0, 4974 0, 4941 0, 4921

1, 2 0, 5635 0, 5135 0, 5000 0, 4951 0, 4923 0, 4904
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3 ANÁLISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE

Sistemas de controle em rede remetem à uma classe de sistemasde controle cujos ele-

mentos (plantas, controladores, atuadores e sensores) estão interligados por meio de uma

rede de comunicação digital e as informações são trocadas naforma de pacotes de dados

[11, 19, 71]. É consideravelmente extenso o número de aplicações que se enquadram como

sistemas de controle em rede, e.g., sistemas de controle remoto, sistemas teleoperados, sis-

temas de larga escala complexos com vários subsistemas, veículos aéreos não-tripulados,

robótica colaborativa, automação industrial, processos químicos, controle em rede de senso-

res e em ambientes inteligentes, etc, [20, 21, 17, 22, 23, 24,25, 26, 27].

Não obstante, a inserção de uma rede de comunicação compartilhada na malha de rea-

limentação de sistemas de controle introduz uma série de elementos inesperados, tais como

atrasos, perdas e desordenamento de pacotes [11, 18, 13]. Por conseguinte, os desafios refe-

rentes à análise de tais sistemas são notavelmente intensificados, visto que estes elementos

geralmente induzem à perda de desempenho e, em certos casos,até mesmo à instabilidade

[15, 113, 17, 114]. Contudo, visando superar estes desafios,houve na última década uma

forte expansão no interesse, na pesquisa e na análise de estabilidade de sistemas de controle

em rede na comunidade científica [15, 84, 72].

Neste capítulo, a partir de um modelamento matemático específico que representa siste-

mas de controle em rede por equações diferenciais atrasadas, torna-se viável a aplicação de

técnicas de análise de sistemas sujeitos a atrasos no tempo introduzidas no Capítulo 2. Desta

maneira, é apresentado um novo critério de estabilidade assintótica robusta para sistemas de

controle em rede sujeitos a atrasos desconhecidos e variantes no tempo, e a perda e desor-

denamento de pacotes durante a transmissão. As condições deestabilidade são dependentes

do atraso e estão escritas na forma de desigualdades matriciais lineares. Os resultados ob-

tidos estipulam um limite máximo para o atraso de transmissão, para o qual o sistema de

controle em rede em malha fechada mantém-se estável. A partir da aplicação de técnicas

estado-da-arte de análise de sistemas atrasados e da aplicação da nova abordagem de análise

introduzida no capítulo anterior, obtemos critérios de estabilidade e de estabilidade robusta

superiores aos critérios estado-da-arte existentes na literatura. Esta importante contribuição

é demonstrada por meio de exemplos numéricos ao final do capítulo.

O capítulo está organizado da seguinte maneira. A Seção 3.1 apresenta a descrição dos

sistemas de controle em rede através de equações diferenciais atrasadas, levando em con-

sideração atrasos variantes no tempo, perdas e desordenamento de pacotes. Na Seção 3.2,

apresentamos um novo critério de estabilidade para tais sistemas, o qual é estendido para

lidar com incertezas de modelo na Seção 3.3. Por fim, a análiseé enriquecida com uma

série de exemplos numéricos que visam ilustrar a eficácia de nossos métodos e demonstrar

as vantagens destes em relação aos mais recentes métodos disponíveis na literatura.
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Figura 3.1: Sistema de controle em rede sujeito a perda de pacotes e atrasos de transmissão.

3.1 DESCRIÇÃO DO SISTEMA

Nesta seção, descreveremos e apresentaremos uma representação matemática na forma

de equações diferenciais atrasadas para sistemas cuja malha de realimentação é fechada por

meio de uma rede de comunicação compartilhada e incerta. Dentre as várias representações

possíveis para tais sistemas, e.g., sistemas impulsivos [115, 116, 117, 118], sistemas chave-

ados [119, 120, 121, 122] etc, optamos pela representação através de equações diferenciais

atrasadas, pois esta nos permite analisar questões referentes à estabilidade de sistemas de

controle em rede através de abordagens similares às utilizadas para a análise de estabilidade

de sistemas de controle sujeitos a atrasos no tempo. Ademais, a modelagem por equações di-

ferenciais atrasadas elimina a restrição, presente em alguns trabalhos, que se refere ao atraso

de comunicação como sendo menor do que um período de amostragem [17].

Desta maneira, consideraremos um sistema de controle em rede susceptível a atrasos

variantes e desconhecidos, e a perdas e desordenamento de pacotes de transmissão, conforme

apresentado na Figura 3.1. Este sistema de controle é constituído por uma planta SLIT e por

um módulo controlador conectados através de uma rede de comunicação compartilhada.

Toda a comunicação é realizada através de elementos receptores e transmissores, os quais

são responsáveis por adquirir e transmitir, respectivamente, os pacotes de dados através da

rede de comunicação.

Os módulos de sensoriamento, de atuação e de controle podem ser orientados por relógio

ou orientados a evento. Dispositivos orientados por relógio adquirem e/ou transmitem pa-

cotes de dados periodicamente, enquanto os orientados a evento adquirem e/ou transmitem

dados de acordo com a ocorrência de eventos específicos. A classificação dos dispositivos

por sua orientação depende da estratégia de controle utilizada e das características dos dis-
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positivos. Por exemplo, em [123] todos os módulos são orientados por relógio, enquanto em

[124, 125], apenas os sensores são orientados por relógio, eem [126, 127] todos os módulos

são orientados a evento.

Hipótese 3.1.1.Em nosso modelamento, assumiremos módulos sensores orientados por re-

lógio que enviam à rede de comunicação a leitura dos sensorescom período de transmissão

h. Os módulos de atuação e de controle são considerados orientados a evento e iniciam o

processamento dos novos dados assim que estes são adquiridos pela rede. Ademais, consi-

deraremos a transmissão de pacotes simples, i.e., todos os dados são agrupados em um único

pacote a ser transmitido pela rede. �

No modelamento do sistema de controle em rede consideraremos os seguintes atrasos,

conforme apresentados na Figura 3.1:

• τ sck : atraso de transmissão entre o módulo sensor e o módulo de controle para ok-ésimo

pacote;

• τ ck : atraso de computação no módulo de controle para ok-ésimo pacote;

• τ cak : atraso de transmissão entre o módulo de controle e o módulo de atuação para o

k-ésimo pacote;

• τk: atraso de transmissão total entre o módulo sensor e o módulode atuação para o

k-ésimo pacote.

Ademais consideraremos a possibilidade de perdas de pacotes, conforme apresentado na

Figura 3.1 pelas chavesS1 eS2. Quando a chave está na posição fechada, os pacotes estão

aptos a completar a transmissão. Caso contrário, eles serãoperdidos.

3.1.1 Modelo do sistema

A cada instante de temponh, em queh é o período de transmissão en ∈ N∗, o módulo

sensor amostra os dados da planta e os envia pela rede para o módulo de controleGc. O con-

trolador recebe estes pacotes no instante de tempoickh + τ sck , em que o termoickh, k ∈ N∗,

denota o instante de amostragem dok-ésimo pacote recebido pelo módulo de controle. Sub-

sequente ao período de computação, o controlador envia o sinal de controle para o atuador a

cada instanteickh+ τ sck + τ ck . O termotk = iakh + τk, k ∈ N∗ determina o instante de tempo

no qual o atuador recebe ok-ésimo sinal de controle, em queiakh é o instante de amostragem

correspondente aok-ésimo pacote recebido pelo módulo de atuação eτk = τ sck + τ ck + τ cak é

o atraso total de comunicação. O diagrama de tempo mostrado na Figura 3.2 ilustra o fluxo

de dados do modelo em questão descrito.
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Figura 3.2: Diagrama de tempo para os atrasos de transmissão(se n=10, por exemplo, então

ick = 10, ick+1 = 12, ick+2 = 13 e iak = 10, iak+1 = 13).

Observação 3.1.1.Não haverá perdas ou desordenamento de pacotes na transmissão de da-

dos entre o módulo sensor e o módulo de atuação se,{ia1, i
a
2, . . . , i

a
n, . . .} = {1, 2, . . . , n, . . .}.

Todavia, se ap-ésima amostra foi perdida, então6 ∃q, q ∈ N∗, tal queiaq = p. Ademais,

nota-se a ocorrência de desordenamento de pacotes quando umpacote chega ao seu destino

posteriormente aos seus sucessores, ou seja,∃p, q ∈ N∗, p > q, tal queiaq > iap. Neste caso,

o pacote mais antigo,iap, é perdido e seus dados são descartados.

O atraso variante de transmissão, o qual engloba os efeitos referentes à perda e/ou desor-

denamento de pacotes, é suposto desconhecido, porém delimitado de acordo com as premis-

sas descritas na seguinte hipótese.

Hipótese 3.1.2.Presume-se a existência das seguintes constantes delimitadorasτmax eτmin,

tal que

0 ≤ τmin ≤ τmax,

(iak+1 − iak)h+ τk+1 ≤ τmax,

τmin ≤ τk, ∀k ∈ N∗.

em queτmax denota o limite máximo para o atraso variável induzido pela rede de comunica-

ção entre o módulo sensor e o módulo de atuação. O termoτmin denota um limite mínimo

para este atraso variável. Ou seja, o atraso variável e desconhecido que engloba atrasos de

comunicação e perdas de pacotes é delimitado pelo intervalo[τmin, τmax]. �

A planta é considerada um SLIT com a seguinte representação em espaço de estados

ẋp(t)=Apxp(t) +Bpup(t), t > 0 (3.1)

yp(t)=Cpxp(t), (3.2)

x(t)=ρ(t), t ∈ [−τmax, 0]

em quexp(t) ∈ Rrx é o vetor de estado da planta,up(t) ∈ Rru e yp(t) ∈ Rry são os vetores

de entrada e saída da planta, respectivamente, eρ(t) é uma função que descreve as condições
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iniciais do estado. As matrizesAp, Bp eCp são matrizes conhecidas, reais e constantes com

dimensões apropriadas.

Considerando o atraso de comunicação entre o módulo sensor eo módulo de controle, o

sinaluc(t) relativo ao sinal de entrada do controlador pode ser descrito por:

uc(t) = yp(i
c
kh) = Cpxp(i

c
kh), ∀k∈N∗, (3.3)

em queyp é a saída da planta et ∈ [ickh+ τ sck , ick+1h+ τ sck+1).

Além disso, utilizaremos estratégia de controle proporcional. Portanto, o ganho constante

de realimentação é definido pela matrizK. Consequentemente, o sinal de entrada da planta

up(t), descrito em (3.1), é definido por

up(t) = yc(i
a
kh+ τ sck + τ ck) = KCpxp(i

a
kh), ∀k∈N∗ (3.4)

em queyc é a saída do controlador,t ∈ [iakh+ τk, i
a
k+1h + τk+1), eτk = τ sck + τ ck + τ cak .

Não obstante, através da substituição do sinal de entrada daplanta, descrito em (3.4 ), na

Equação que descreve o sistema (3.1), podemos inferir sem maiores dificuldades o sistema

em malha fechada,

ẋ(t) = Ax(t) +BpKCpx (i
a
kh) ∀k∈N∗ (3.5)

e t ∈
[
iakh+τk, i

a
k+1h+τk+1

)
, em que o atrasoτk = τ sck +τ ck +τ cak denota o tempo percorrido

entre o instante de amostragem na planta,iak+1h, até o instante no qual o atuador exerce a

ação referente ao sinal de controle recebido.

Ademais, ao analisarmos a relação entre o instante de amostragem e o instante no qual

o atuador recebe o sinal de controle, observamos que o vetor atrasado em (3.5) pode ser

reescrito da seguinte maneira,x (iakh) = x (t− [t−iakh]). Destarte, podemos definir uma

variável de atraso

d(t) = t− iakh, (3.6)

t ∈ [tk, tk+1), ∀k∈N∗, em quetk = iakh+τk, tal que o sistema (3.1) com malha realimentação

fechada por uma rede de comunicação possa ser descrito da seguinte maneira,

ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d(t)), (3.7)

em quex(t)=xp(t), A=Ap e Ad = BpKCp. Neste caso, a funçãod(t), definida em (3.6),

representa o atraso variante e desconhecido que satisfaz

τmin ≤ d(t) ≤ τmax, (3.8)

em que0 ≤ τmin ≤ τmax são as constantes que delimitam o intervalo de variação do atraso.

É notável qued(t) é uma função linear diferenciável por partes, cuja derivada

ḋ (t) =1, t 6= iakh+τk, (3.9)
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Figura 3.3: Evolução do atraso variante em sistemas de controle em rede.

é definida em todo o intervalo[0,∞), com exceção dos pontostk=iakh+τk , ∀k∈N∗. Por-

tanto, o atraso variante,d(t), que satisfaz (3.8) e (3.9) é uma função descontínua nos pontos

iakh+τk , ∀k∈N∗.

Desta maneira, considerando as características descritas(3.8) e (3.9) referentes ao atraso

variante de transmissão, o qual engloba os efeitos da perda e/ou do desordenamento de

pacotes, pode-se concluir que o atraso varianted(t) em um sistema de controle em rede

comporta-se como uma função dente de serra com períodos variantes e limitada porτmin e

τmax, conforme apresentado na Figura 3.3.

3.2 ANÁLISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS DE CONTROLE EM RED E

Nesta seção, apresentaremos condições que se satisfeitas estipulam um limite máximo

para o atraso varianteτmax, para qual o sistema de controle em rede em malha fechada

mantém-se estável. Ao considerarmos uma representação matemática por equações diferen-

ciais atrasadas para sistemas de controle em rede, conformeapresentado em (3.7), tornamos

viável a análise e o desenvolvimento de condições de estabilidade baseadas nos resultados

apresentados no capítulo anterior para sistemas com atrasos variantes.

Não obstante, o atraso variante em sistemas de controle em rede possui características

distintas e específicas, descritas em (3.8) e (3.9), que não podem ser desconsideradas. Dife-

rentemente da função de atrasod(t) apresentada no capítulo anterior, a função,d(t), referente

ao atraso variante de um sistema de controle em rede comporta-se como uma função dente de

serra descontínua nos pontosiakh+τk , ∀k∈N∗, conforme apresentado na Figura 3.3. Por con-

seguinte, não podemos utilizar exatamente os mesmos argumentos apresentados no capítulo
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anterior para o desenvolvimento de um critério de estabilidade para estes sistemas.

A função candidata de Lyapunov-Krasovskii (2.12), descrita na Subseção 2.1.2, deve

ser reavaliada para que possa ser utilizada no contexto de sistemas de controle em rede.

Especificamente, os termos que possuem o atrasod(t) em sua formulação e, por conseguinte,

termos cuja derivada apresenta termos ponderados pela derivada do atrasȯd (t), i.e.,V1(t),

V2(t) eV7(t), devem ser reformulados considerando as características específicas do sistema

de controle em rede (3.7), e de seu atraso variante (3.8)-(3.9).

Desta maneira, alguns termos, uteis para a análise de sistemas com atrasos variantes,

tornam-se desnecessários no contexto de sistemas de controle em rede, como por exemplo,

V2(t) =
∫ t−τ1

t−d(t)
xT (s)Q1x(s)ds, em (2.12), cuja derivada, considerando as características do

atraso variante em um sistema de controle em rede, é definida da seguinte maneira,

V̇2(t) = xT (t−τ1)Q1x(t−τ1)−
(
1− ḋ (t)

)
xT (t−d(t))Q1x(t−d(t))

= xT (t−τ1)Q1x(t−τ1). (3.10)

Observe que não há nenhuma contribuição para a análise, visto que a derivada deV2(t), em

(3.10), resulta em apenas um termo semi-definido positivo. Ademais, a análise similar com

a inversão da posição do atraso variante e, portanto, a introdução de termos cuja derivada

resulta unicamente em expressões semi-definidas negativas, e.g.,
∫ t−d(t)

t−π
xT (s)Q1x(s)ds, em

queπ ≥ d(t), não é factível, pois, não poderíamos assegurar o decréscimo da função de

Lyapunov com o tempo. Esta afirmação é ratificada com base na definição da função de

atrasod(t)=[t−iakh], t∈ [tk, tk+1), ∀k∈N∗, em (3.6), na qual

t−d(t)|t→t−
k+1

⇒ iakh, t−d(t)|t→t+
k+1

⇒ iak+1h,

e, portanto, obtém-se a relação,t−d(t)|t→t+
k+1

> t−d(t)|t→t−
k+1

. Desta maneira, o termo
∫ t−d(t)

t−π
xT (s)Q1x(s)ds, para qualquerπ ≥ d(t), cresceria monotonicamente nos pontos de

interrupçãotk, (k={1, 2, ...}). Neste mesmo contexto, o termo da função de LyapunovV1(t),

em (2.12), devido a existência das expressões

d(t)(P1−P2) e d(t)(P3−P1), (3.11)

só é factível de análise se adicionarmos as restrições,P1 > P2 e P3 > P1, pois, caso

contrário, o termoV1(t) seria monotonicamente crescente nos pontos de interrupção. Não

obstante, a maior contribuição deste termo na análise de sistemas com atraso refere-se a

inclusão de termos estritamente negativos a partir da derivada de (3.11) paraP2 > P1 e

P1 > P3. Destarte, o termoV1(t) será simplificado na análise que se segue para siste-

mas de controle em rede. Por fim, o último termo contendo expressões ponderadas pelo

atraso varianted(t), em (2.12), éV7(t). Contudo, a análise deste termo da função de

Lyapunov é mais complexa devido a existência das duas classes de termos, descritas an-

teriormente, os termos que são infactíveis de análise por serem monotonicamente cres-

centes nos pontos de interrupção e os que não contribuem paraa análise no contexto de
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sistemas de controle em rede. Primeiramente, ao eliminarmos os termos infactíveis de

análise
∫ −d(t)

−τ2

∫ t

t+β
ẋT (s) (R1 − R3) ẋ(s)dsdβ e

∫ −d(t)

−τ3

∫ t

t+β
ẋT (s) (R3+R4) ẋ(s)dsdβ, deve-

mos também eliminar o termo
∫ −τ2

−d(t)

∫ t

t+β
ẋT (s) (R3 − R1) ẋ(s)dsdβ, pois, caso contrário,

não poderíamos assegurar a continuidade da derivada da função candidata de Lyapunov

(2.12), conforme explanado na Subseção 2.1.1, nem fazer suposições acerca dos pontos

de descontinuidade. Ademais, analisando o último termo deV7(t), ainda não investigado,∫ 0

−d(t)

∫ t

t+β
ẋT (s) (R1+R2) ẋ(s)dsdβ, observa-se que, ao considerarmos as condições refe-

rentes ao atraso variante para sistemas de controle em rede,descritas em (3.8) e (3.9), sua

derivada resulta em um único termo estritamente positivo e,portanto, sem contribuições para

a análise no contexto de sistemas de controle em rede.

Por conseguinte, dadas as considerações relativas à funçãocandidata de Lyapunov utili-

zada no capítulo anterior, desenvolveremos uma nova funçãocandidata de Lyapunov-Kra-

sovskii específica para sistemas de controle em rede que considere as características referen-

tes ao seu atraso variante, e a sua derivada, especificadas em(3.8) e (3.9).

Não obstante, antes de apresentarmos a nova função candidata de Lyapunov-Krasovskii,

dividiremos o intervalo de variação do atraso[τmin, τmax] em dois subintervalos igualmente

espaçados,[τ1, τ2) e [τ2, τ3], em queτ1=τmin, τ3=τmax, e τ2=
τmax + τmin

2
. Desda maneira,

o sistema de controle em rede, descrito em (3.7), pode ser reescrito da seguinte maneira:





ẋ(t) = Ax(t)+χ[τ1,τ2] (d(t))Adx(t− d(t))

+
(
1− χ[τ1,τ2] (d(t))

)
Adx(t− d(t)),

t∈
[
iakh+τk, i

a
k+1h+τk+1

)
, ∀k∈N∗

(3.12)

em que o atrasod(t), definido em (3.6), satisfaz (3.8) e (3.9); eχ[τ1,τ2]:R→{0, 1} é a fun-

ção indicadora de[τ1, τ2], i.e. χ[τ1,τ2] (d(t))=1, sed(t) ∈ [τ1, τ2] e χ[τ1,τ2] (d(t)) =0, caso

contrário. Esta abordagem, conhecida como análise por partes do atraso, segue os mesmos

argumentos do método introduzido no capítulo anterior, o qual é detalhadamente analisado

na Subseção 2.1.1.

Além disso, a fim de melhorarmos a análise para o caso em queτmin→τmax, introdu-

ziremos novas variáveis auxiliares estabelecidas por meiodo fracionamento do intervalo

referente ao limite inferior do atraso variante,[0, τmin]. Destarte, definimos as seguintes

variáveis de estado auxiliares dependentes deτ1=τmin,

x

(
t− i

τ1

η

)
, ∀i ∈ {0, . . . , η}. (3.13)

Desta maneira, considerando a abordagem de análise por partes do atraso, e as caracte-

rísticas específicas do sistema de controle em rede (3.7), e de seu atraso variante (3.8)-(3.9),

introduzimos a seguinte função candidata de Lyapunov-Krasovskii específica para sistemas

de controle em rede,

V (t) =
∑6

i=1
Vi(t), (3.14)
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em que

V1(t) = xT (t)Px(t),

V2(t) =

∫ t

t− 1
2
d(t)

xT (s)Q1x(s)ds,

V3(t) =

∫ t−τ1

t−τ2

[
x(s)

x(s−τ2+τ1)

]T [
N11 N12

NT
12 N22

][
x(s)

x(s−τ2+τ1)

]
ds,

V4(t) =

∫ t

t− 1
η
τ1




x(s− 0
η
τ1)

...

x(s− η−1
η
τ1)




T 

M11 . . . M1η

...
. . .

...

∗ . . . Mηη







x(s− 0
η
τ1)

...

x(s− η−1
η
τ1)


 ds,

V5(t) =

η∑

k=1

(
τ1

η

)∫ − k−1
η

τ1

− k
η
τ1

∫ t

t+β

ẋT (s)Skẋ(s)dsdβ,

V6(t) = (τ2−τ1)

∫ −τ1

−τ2

∫ t

t+β

ẋT (s)Z1ẋ(s)dsdβ + (τ3−τ2)

∫ −τ2

−τ3

∫ t

t+β

ẋT (s)Z2ẋ(s)dsdβ.

Observe que se as seguintes condições

P>0, Q1≥0, Z1>0, Z2>0, Sj>0, j = {1, ..., η},

N=

[
N11 N12

NT
12 N22

]
≥0, e M=



M11 . . . M1η

...
.. .

...

∗ . . . Mηη


≥0, (3.15)

forem satisfeitas, então a função candidata de LyapunovV (t) em (3.14) é definida positiva,

t∈
[
iakh+τk, i

a
k+1h+τk+1

)
, ∀k∈N∗.

Desta maneira, assumindo a função descrita em (3.14) como função candidata de Lyapu-

nov, introduzimos novas condições referentes à estabilidade assintótica do sistema de con-

trole em rede descrito em (3.7)-(3.9) com atrasos variáveise desconhecidos na forma do

seguinte teorema.

Teorema 3.2.1.Dados os seguintes escalaresτmin, τmax eη tal que0 ≤ τmin ≤ τmax eη>1,

o sistema de controle em rede apresentado em (3.7) com atrasovariante e desconhecido

satisfazendo (3.8)-(3.9) é assintoticamente estável se existirem as matrizesP , Q1, Sj, j =

{1, ..., η}, Z1, Z2, N eM com dimensões apropriadas, satisfazendo (3.15), e se existirem as

matrizes de ponderação livreF1 ∈ R7rx×3rx eF2 ∈ R7rx×3rx tal que as seguintes afirmações

sejam válidas:

Ω11 < 0; Ω12 < 0; Ω21 < 0; Ω22 < 0; (3.16)
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em que

Ω1m=




(
Ψ(1) + F1G1+ (F1G1)

T
)

(τ2−τ1)F1Γm Θ(η)

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0

∗ ∗ Φ(η)


 ,

Ω2m=




(
Ψ(2) + F2G2+ (F2G2)

T
)

(τ3−τ2)F2Γm Θ(η)

∗ −(τ3−τ2)
2
Z2 0

∗ ∗ Φ(η)


 ,

param={1, 2}, e

G1=



0 I 0 −I 0 0 0

0 −I 0 0 I 0 0

A Ad −I 0 0 0 0


 , G2=



0 I 0 0 −I 0 0

0 −I 0 0 0 I 0

A Ad −I 0 0 0 0


, Γ1=



0

I

0


, Γ2=



I

0

0


,

Θ(η) =




(M12+S1) M13 M14 . . . M1(η−1) M1η

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

−MT
1η −MT

2η −MT
3η . . . −MT

(η−2)η

(
−MT

(η−1)η+Sη

)

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0




∈R7rx×(η−1)rx ,

Φ(η)=




(
φ11

−S1−S2

)
(φ12+S2) φ13 φ14 . . . φ1(η−2) φ1(η−1)

∗

(
φ22

−S2−S3

)
(φ23+S3) φ24 . . . φ2(η−2) φ2(η−1)

∗ ∗

(
φ33

−S3−S4

)
(φ34+S4) . . . φ3(η−2) φ3(η−1)

∗ ∗ ∗

(
φ44

−S4−S5

)
. . . φ4(η−2) φ4(η−1)

...
...

...
...

. . .
...

...

∗ ∗ ∗ ∗ . . .

(
φ(η−2)(η−2)

−S(η−2)−S(η−1)

)
φ(η−2)(η−1)

∗ ∗ ∗ ∗ . . . ∗

(
φ(η−1)(η−1)

−S(η−1)−Sη

)




,

com

φij = M(i+1)(j+1) −Mij , em que i, j={1, 2, . . . , (η−1)},
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Ψ(1)=




Ψ11 0 P 0 0 0 0

∗ 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ33 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ N11−Mηη−Sη N12 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ N22−N11−Z2 −N12+Z2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N22−Z2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1
2
Q1




,

Ψ(2)=




Ψ11 0 P 0 0 0 0

∗ 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ33 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ N11−Mηη−Sη−Z1 N12+Z1 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ N22−N11−Z1 −N12 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N22 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1
2
Q1




,

e

Ψ11 = +M11−S1 +Q1,

Ψ33 =

η∑

k=1

(
τ1

η

)2

Sk + (τ2−τ1)
2
Z1 + (τ3−τ2)

2
Z2. (3.17)

�

PROVA

A prova detalhada do Teorema 3.2.1 é apresentada na Seção A.4no Apêndice A vi-

sando à melhor concisão da dissertação e evitando a inclusãode um número excessivo de

equações que acabam por desviar a atenção de discussões específicas do tema.

�

Observação 3.2.1.Conforme descrito em (3.8)-(3.9), o atraso varianted(t) em um sistema

de controle em rede é diferenciável por partes e, com exceçãodos pontos de interrupção,

sua derivada é̇d (t) =1. Esta informação é ignorada na maioria dos trabalhos que ana-

lisam a estabilidade destes sistemas. De fato, apenas os trabalhos de Zhu et al. [84] e

Figueredo et al. [72, 73, 71] apresentam resultados que ponderam explicitamente a carac-

terística da derivada do atraso em sistema de controle em rede. Não obstante, a fim de

considerar explicitamente o atraso varianted(t) na construção dos termos de Lyapunov-

Krasovskii e, por conseguinte, utilizar a informação referente à derivada do atraso, algu-

mas suposições devem ser satisfeitas, incrementando a dificuldade de análise. Neste traba-

lho, através da abordagem por fracionamento do atraso e da consequente inclusão da va-

riável x
(
t−d(t)�2

)
, introduzimos o termoV2(t) =

∫ t

t− 1
2
d(t)

xT (s)Q1x(s)ds, cuja derivada

69



V̇2(t) = xT (t)Q1x(t)−
(
1− 1

2
ḋ (t)

)
x
(
t−d(t)�2

)T
Q1x

(
t−d(t)�2

)
inclui explicitamente a de-

rivada do atrasȯd (t)=1. De acordo com a definição ded(t)=t− iakh, t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗,

t−
1

2
d(t)|t→t−

k+1
⇒ (1−

1

2
)tk+1+

1

2
iakh, t−

1

2
d(t)|t→t+

k+1
⇒ (1−

1

2
)tk+1+

1

2
iak+1h,

e, por conseguinte, é fácil verificar quet−d(t)|t→t+
k+1

> t−d(t)|t→t−
k+1

. Assim, é notável que

o termoV2(t) =
∫ t

t− 1
2
d(t)

xT (s)Q1x(s)ds, decresce monotonicamente nos pontos de interrup-

çãotk, (k={1, 2, ...}).

3.3 ANÁLISE DE ESTABILIDADE ROBUSTA

Na seção anterior, derivamos condições para a estabilidadeassintótica do sistema de con-

trole em rede (3.7), sujeitos a atrasos variantes e desconhecidos, a perdas e desordenamento

de pacotes de transmissão. Nas condições de análise, assumimos uma representação mate-

mática exata para o sistema linear descrito. Entretanto, conforme explanado na Seção 2.2,

esta suposição é consideravelmente restritiva, visto que representações matemáticas exatas

para o sistema real são infactíveis [91, 128]. O modelamentode um sistema real através de

uma representação matemática sempre apresentará incertezas quanto aos parâmetros do mo-

delo [92, 129]. Portanto, um sistema de controle deverá sempre possuir alguma propriedade

relativa à robustez [128].

Destarte, é fundamental que a análise de estabilidade considere explicitamente estas in-

certezas de modelo e verifique se todos os sistemas pertencentes ao domínio de incerteza

são assintoticamente estáveis [53]. Com este intuito, analisaremos o sistema de controle em

rede em malha fechada (3.7) na presença de incertezas de modelo. Neste caso, considere

que as matrizesAp, Bp, Cp não são exatamente conhecidas, porém pertencem a conjuntos

delimitados:Ap ∈ Ap ⊂ Rrx×rx, Bp ∈ Bp ⊂ Rrx×ru eCp ∈ Cp ⊂ Rry×rx. Então, o sistema

(3.7) pode ser reescrito como:

ẋ(t) = (A+∆A) x(t) + (Ad +∆Ad) x(t− d(t)), (3.18)

em que as incertezas∆A e∆Ad são matrizes variantes no tempo com dimensões apropriadas

e que satisfazem [
∆A ∆Ad

]
= H∆(t)

[
ΞA ΞAd

]
(3.19)

em queH, ΞA eΞAd são matrizes conhecidas, reais e constantes com dimensões apropria-

das, e∆(t) representa uma matriz variante no tempo e que, apesar de ser desconhecida, é

mensurável à Lebesgue emt e satisfaz

∆(t)T∆(t) ≤ I.
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Por conseguinte, para a análise de estabilidade robusta do sistema de controle em rede

sujeito a incertezas de modelo com atraso variante e desconhecido, que engloba os efeitos re-

ferentes à perda e desordenamento de pacotes, conforme (3.8) e (3.9), utilizaremos a mesma

abordagem de análise por partes do atraso descrita em (3.12). Desta forma, utilizando a

função descrita em (3.14) como função candidata de Lyapunov-Krasovskii, derivamos o se-

guinte critério de estabilidade robusta para sistemas de controle em rede com incertezas de

modelo, descrito em (3.18).

Teorema 3.3.1.Dados os seguintes escalaresτmin, τmax e η tal que0 ≤ τmin ≤ τmax e

η>1, o sistema de controle em rede incerto apresentado em (3.18)com atraso variante e

desconhecido satisfazendo (3.8)-(3.9) e incertezas descritas em (3.19) é assintoticamente

robustamente estável se existirem escalaresǫi>0, i={1, 2, 3, 4} e matrizesP , Q1, Sj, j =

{1, ..., η}, Z1, Z2, N eM com dimensões apropriadas, satisfazendo (3.15), e se existirem as

matrizes de ponderação livreF1 ∈ R7rx×3rx eF2 ∈ R7rx×3rx tal que as seguintes afirmações

sejam válidas:

Ω11 < 0; Ω12 < 0; Ω21 < 0; Ω22 < 0; (3.20)

em que

Ω1m=




(
Ψ(1) + F1G1+ (F1G1)

T
)

(τ2−τ1)F1Γm Θ(η) F1Γ3H ǫmΓ
T
Ξ

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −ǫmI 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ǫmI



,

Ω2m=




(
Ψ(2) + F2G2+ (F2G2)

T
)

(τ3−τ2)F2Γm Θ(η) F2Γ3H ǫ(m+1)Γ
T
Ξ

∗ −(τ3−τ2)
2
Z2 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −ǫ(m+1)I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ(m+1)I



,

param={1, 2}, e comΨ(1), Ψ(2), G1, G2, Γ1, Γ2, Θ(η) eΦ(η) definidos em (3.17), e

ΓT
3 =

[
0 0 I

]

ΓΞ =
[
ΞA ΞAd 0 0 0 0 0

]
. (3.21)

�

PROVA

De maneira análoga ao Teorema 2.2.1, o presente Teorema referente à estabilidade as-

sintótica robusta de sistemas de controle em rede é um extensão direta do Teorema 3.2.1
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Tabela 3.1: (Exemplo 3.4.1) Valor máximo para o atraso varianteτmax comτmin = 0

Métodos Atraso Máximoτmax

Zhang et al. (2001, Control Syst Magazine) [11] 4, 5× 10−4 s

Park et al. (2002, T Contr Syst Tech) [130] 0, 0538 s

Yue et al. (2004, T Circuits-II) [110] 0, 8695 s

Naghshtabrizi et al. (2008, T I Meas Control) [117] 0, 87 s

Yue et al. (2005, Automatica) [83] 0, 8871 s

Jiang & Han (2006, Automatica) [131] 0, 9412 s

Jiang & Han (2008, Automatica) [80] 1, 0081 s

Zhu & Yang (2008, ACC) [124] 1, 0081 s

Figueredo et al. (2009, ICCA) [73] 1, 0081 s

Zhang et al. (2010, ACC) [81] 1, 0239 s

Teorema 3.2.1 comη = 1 1, 0728 s

para o caso em que a representação matemática do sistema não écompletamente conhe-

cida. Não obstante, é notável que a dedução do presente Teorema segue os mesmos passos

e argumentos apresentados na prova do Teorema 2.2.1, com exceção da análise de con-

vexidade em relação a derivada do atraso (visto que, no contexto de sistemas de controle

em rede, a derivada do atraso segue as condições impostas em (3.9)). Por conseguinte, a

prova do Teorema 3.3.1 será omitida com o intuito de manter a concisão deste trabalho.

3.4 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Nesta seção, enriquecemos a análise apresentada nas seçõesanteriores através da utiliza-

ção de uma série de exemplos numéricos com o objetivo de ilustrar a validade dos critérios

propostos neste capítulo referentes à análise de estabilidade e à análise de estabilidade ro-

busta de sistemas de controle em rede sujeitos a atrasos de comunicação variantes e incertos,

e a perda e desordenamento de pacotes durante a transmissão.

A seção será dividida em três exemplos numéricos com referência ao método apresentado

na Seção 3.2 e ao critério de estabilidade assintótica para sistemas de controle em rede, e em

um exemplo adicional com referência ao critério de estabilidade robusta para sistemas de

controle em rede incertos apresentado na Seção 3.3. Atravésdestes exemplos, desejamos

além de ilustrar a validade dos critérios desenvolvidos para sistemas de controle em rede,

comparar nossos resultados com os resultados dos principais critérios existentes na literatura

referente à estabilidade de sistemas de controle de rede.

Exemplo 3.4.1.

Considere o sistema de controle em rede com atrasos de comunicação variantes e

72



Tabela 3.2: (Exemplo 3.4.1) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin

Métodos �τmin 0, 01 s 0, 05 s 0, 10 s 0, 15 s 0, 20 s

Jiang & Han (2006, Automatica) [131]0, 9421 s 0, 9475 s 0, 9520 s 0, 9586 s 0, 9635 s

Jiang & Han (2008, Automatica) [80]1, 0086 s 1, 0105 s 1, 0132 s 1, 0161 s 1, 0193 s

Zhang et al. (2010, ACC) [81] 1, 0243 s 1, 0257 s 1, 0274 s 1, 0292 s 1, 0310 s

1, 0733 s 1, 0754 s 1, 0784 s 1, 0816 s 1, 0846 s

1, 0733 s 1, 0754 s 1, 0784 s 1, 0817 s 1, 0850 sTeorema 3.2.1





η=1

η=2

η=6 1, 0733 s 1, 0754 s 1, 0784 s 1, 0818 s 1, 0851 s

incertos descrito em (3.7)-(3.9), com a seguinte configuração,

ẋ(t) =

[
0 1

0 −0, 1

]
x(t) +

[
0 0

−0, 375 −1, 15

]
x(t− d(t)).

Assumindo que o atraso mínimo é desconhecido, ou definido porτmin = 0, aplicamos

o Teorema 3.2.1 referente à estabilidade assintótica de sistemas de controle em rede.

Como resultado, obtemos o valor máximo para o limite superior do atraso varianteτmax,

para o qual o sistema de controle em rede descrito acima mantém-se estável. Na Tabela

3.1, apresentamos este resultado e comparamos com os resultados dos principais métodos

existentes na literatura de sistemas de controle em rede. Como pode ser observado a

partir dos resultados, nosso critério é menos conservador do que os métodos estado-da-

arte conhecidos da literatura.

Não obstante, visando analisar a influência do incremento deτmin, aplicamos o crité-

rio apresentado no Teorema 3.2.1 para vários valores deτmin com vários valores distintos

deη, ou seja, com divisões distintas do intervalo[0, τmin]. Na Tabela 3.2, apresentamos

os resultados obtidos considerandoτmin = {0, 01; 0, 05; 0, 10; 0, 15; 0, 20}, e, então,

comparamos estes resultados com os resultados dos principais métodos existentes na li-

teratura de sistemas de controle em rede. É notável que ao incrementarmos os valores

de τmin as contribuições de outros critérios são mantidas quase queiguais, enquanto

que utilizando nosso critério obtemos valores superiores para o valor máximo do atraso

variante,τmax.

Por fim, comparamos nosso resultado para o caso em que o atrasoé praticamente

constante, ou seja, para o caso em queτmin → τmax. De fato, podemos considerar um

atraso constante porém afetado por pequenas incertezas e pequenos ruídos. Neste caso

consideraremos pequenos ruídos de magnitude0, 001. Desta forma, podemos reescrever

este atraso, como um atraso variante definido em (3.8),

τc−0, 001 ≤ d(t) ≤ τc+0, 001.

Os valores máximos paraτc obtidos através da aplicação do Teorema 3.2.1 comη =

{1, 2, 6, 12} são1, 0747 s,1, 1424 s,1, 1630 s e1, 1649 s, respectivamente. Ao comparar-
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Tabela 3.3: (Exemplo 3.4.2) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin

Métodos �τmin 0 s 0, 1 s 0, 2 s 0, 3 s 0, 4 s

Yue et al.(2005, Automatica) [83] 0, 82 s 0, 89 s 0, 96 s 1, 04 s 1, 13 s

He et al. (2007, Automatica) [86] 0, 92 s 0, 95 s 1, 02 s 1, 09 s 1, 16 s

Zhu & Yang (2008, ACC) [124] 1, 09 s 1, 10 s 1, 12 s 1, 14 s 1, 17 s

1, 702 s 1, 700 s 1, 705 s 1, 730 s 1, 773 s

1, 702 s 1, 701 s 1, 709 s 1, 738 s 1, 784 s

1, 702 s 1, 701 s 1, 710 s 1, 739 s 1, 785 s
Teorema 3.2.1





η=1

η=2

η=3

η=6 1, 702 s 1, 701 s 1, 710 s 1, 740 s 1, 787 s

mos com o melhor resultado na literatura (até o presente momento),1, 0758 s em [132],

torna-se claro os benefícios da aplicação de nosso método, oqual além de apresentar re-

sultados superiores, é mais abrangente e robusto do que [132] por considerar pequenas

incertezas e variações sobre o atraso constante. Além disso, nota-se que neste caso obte-

mos o máximo das contribuições advindas da abordagem por fracionamento do intervalo

[0, τmin]. �

Exemplo 3.4.2.

Neste exemplo, consideraremos um segundo sistema de controle em rede com atrasos

de comunicação variantes e incertos definido da seguinte maneira,

ẋ(t) =

[
−2 0

1 −3

]
x(t) +

[
−1, 4 0

−0, 8 −1, 5

]
x(t− d(t)). �

Primeiramente, de maneira análoga ao Exemplo 3.4.1, iremosconsiderar um con-

junto de valores para o limite inferior do atraso variante daseguinte forma,τmin =

{0; 0, 1; 0, 2; 0, 3; 0, 4}. Então, aplicamos o Teorema 3.2.1 com diversos valores dis-

tintos paraη de forma a obtermos o valor máximo para o limite superior do atraso va-

riante τmax que mantém a estabilidade do sistema de controle em rede. Os resultados

são apresentados na Tabela 3.3 e comparados com os resultados dos principais métodos

existentes na literatura de sistemas de controle em rede. É fácil perceber que nosso crité-

rio apresenta resultados consideravelmente superiores doque os resultados advindos dos

critérios desenvolvidos anteriormente. O incremento no valor máximo do atraso variante

(τmax) ultrapassa os50% para qualquer valor deτmin em comparação com o melhor

resultado na literatura atual, conforme pode ser observadona Tabela 3.3.

Em seguida, aplicamos o Teorema 3.2.1 para um conjunto muitomaior de valores de

τmin. Os resultados são apresentados na Tabela 3.4, na qual relacionamos os valores

máximos para o atraso variante (τmax) com os valores definidos deτmin para quatro

valores distintos deη = {1, 2, 6, 12}. Desta forma, é fácil verificar que de maneira

análoga ao caso de sistemas com atrasos no tempo, o incremento do número de divisões
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Tabela 3.4: (Exemplo 3.4.2) Valor máximo deτmax para diversos valores deτmin utilizando

o Teorema 3.2.1 comη = {1, 2, 6, 12}
@
@
@@η

τmin
0, 1 0, 2 0, 3 0, 4 0, 5 0, 6 0, 7 0, 8 0, 9 1, 0

1 1, 700 1, 705 1, 730 1, 773 1, 830 1, 898 1, 977 2, 064 2, 158 2, 257

2 1, 701 1, 709 1, 738 1, 784 1, 843 1, 912 1, 989 2, 073 2, 163 2, 258

6 1, 701 1, 710 1, 740 1, 787 1, 846 1, 915 1, 993 2, 076 2, 166 2, 260

12 1, 701 1, 710 1, 740 1, 788 1, 847 1, 916 1, 994 2, 077 2, 167 2, 261

Tabela 3.5: (Exemplo 3.4.3) Valor máximo deτmax para vários valores deτmin

Métodos �τmin 1 s 2 s 3 s 4 s 5 s

Shao (2009, Automatica) [45] 1, 617 2, 480 3, 389 4, 325 5, 277

Sun et al. (2010, Automatica) [93] 1, 620 2, 488 3, 403 4, 342 5, 297

1, 792 s 2, 609 s 3, 490 s 4, 406 s 5, 345 s

1, 797 s 2, 624 s 3, 514 s 4, 437 s 5, 380 s

1, 798 s 2, 628 s 3, 520 s 4, 444 s 5, 388 s
Teorema 3.2.1





η=1

η=2

η=6

η=12 1, 798 s 2, 628 s 3, 521 s 4, 445 s 5, 390 s

do intervalo[0, τmin] produz resultados superiores, em especial para os casos em que

τmin → τmax.

Exemplo 3.4.3.

Considere agora o seguinte sistema de controle em rede sujeito a atrasos de comuni-

cação variantes e incertos,

ẋ(t) =

[
0 1

−1 −2

]
x(t) +

[
0 0

−1 1

]
x(t− d(t)).

Aplicando o Teorema 3.2.1 para um conjunto de valores deτmin = {1, 2, 3, 4, 5},

obtemos os valores máximos permitidos para o limite superior do atraso varianteτmax

de forma que o sistema continue estável. Os resultados são apresentados na Tabela 3.5

e comparados com alguns métodos existentes na literatura. Observa-se que utilizando

o critério desenvolvido neste capítulo obtemos resultadosconsideravelmente superiores

aos resultados apresentados em [45, 93]. Além disso, conforme discutido previamente, é

notável a contribuição referente ao acréscimo do número deη subintervalos originados

do intervalo[0, τmin] introduzida neste trabalho através da abordagem por fracionamento

de intervalos, em especial para os casos em queτmin → τmax. �

Exemplo 3.4.4 (Sistema de controle em rede incerto).
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Tabela 3.6: (Exemplo 3.4.4) Valor máximo para o atraso varianteτmax comτmin = 0

Métodos Atraso Máximoτmax

Su & Huang (1992, TAC) [133] 0.1575 s

Xu (1994, TAC) [134] 0.1575 s

Jing (2004, Tese) [135] 0.3916 s

Yan et al. (2008, WCICA) [85] 0.6090 s

Figueredo et al. (2009, ICCA) [73] 0, 6847 s

Teorema 3.2.1 comη = 1 1, 345 s

Neste exemplo, consideraremos um sistema de controle em rede sujeito a incertezas

de modelo, conforme descrito em (3.18)-(3.19), definido da seguinte maneira,

ẋ(t) = (A+H∆(t)ΞA)x(t) + (Ad +H∆(t)ΞAd) x(t− d(t)),

em que∆(t)T∆(t) ≤ I, e

A =

[
−2 0

0 −1

]
, Ad =

[
−1 0

−1 −1

]
,

H =

[
0.5 0

0 0.5

]
, ΞA =

[
0.6 0

0 0.4

]
e ΞAd =

[
0.4 0

0 0.6

]
,

Assumindo que o atraso mínimo é desconhecido, ou definido porτmin = 0, aplica-

mos o Teorema 3.3.1, referente à estabilidade robusta de sistemas de controle em rede

incertos, de maneira a determinarmos um valor máximo para o limite do atraso variante

τmax, para o qual o sistema de controle em rede acima mantém-se robustamente estável.

Os resultados são então apresentados na Tabela 3.6 onde são comparados com outros

métodos na literatura. A partir da análise da Tabela 3.6 é fácil perceber que nosso cri-

tério de estabilidade robusta é consideravelmente menos conservador do que os métodos

anteriores. Neste caso, a aplicação do Teorema 3.2.1 produzresultados superiores em

até90% em relação aos resultados de métodos estado-da-arte conhecidos da literatura.

Desta maneira, verifica-se a validade e a eficácia dos critérios de estabilidade e estabili-

dade robusta propostos neste capítulo tanto para sistemas de controle em rede com/sem

incertezas de modelo. �
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4 PROJETO DE CONTROLADORES H∞ PARA SISTEMAS DE CONTROLE EM

REDE

Neste capítulo, abordaremos o problema de análise de desempenho de sistemas de con-

trole em rede com atrasos variantes no tempo e incertezas de modelo, conforme apresentado

na Figura 3.1 e na Seção 3.3. Nosso objetivo é a atenuação de perturbações exógenas de

acordo com o critérioH∞ sobre a saída do sistema em malha fechada. Além disso, de-

sejamos estabelecer um critério para a síntese de controladores robustos que assegurem a

estabilidade assintótica e o bom desempenho relativo a atenuação de perturbações no sen-

tidoH∞.

No Capítulo 3, desenvolvemos condições para a análise de estabilidade robusta de siste-

mas de controle em rede com atrasos variantes no tempo e incertezas de modelo. Contudo,

assumimos um controlador estabelecidoa priori à análise de estabilidade. Assim, pode-

mos projetar um controlador ótimo para a análise de um sistema na ausência de uma rede

de comunicação, i.e., sem atrasos ou perda de pacotes. Contudo, por mais eficaz que seja

o controlador, ao ser utilizado considerando condições não-ideias referentes à rede de co-

municação suas propriedades de desempenho e estabilidade não serão válidas. Inclusive, o

controlador ótimo projetado para um sistema sem atrasos de comunicação pode levar o sis-

tema à instabilidade dadas certas condições de atraso e perda de pacotes. Neste contexto, é

de extrema importância levar em consideração as propriedades da rede de comunicação para

a síntese de controladores de estabilização.

A análise de estabilização é, reconhecidamente, um problema fundamental na teoria de

controle [136]. O projeto de controladores considerando a análise de desempenho de acordo

com o critérioH∞ é conveniente para garantir estabilidade robusta de sistemas incertos, para

rejeição de distúrbios na forma de sinais com energia limitada e para expressar especifica-

ções no domínio da freqüência tais como faixa de passagem e ganho em baixas freqüências

[137]. A otimização de sistemas porH∞ originou-se do problema de reduzir a sensitividade

à perturbações de sistemas de controle realimentados [138,139]. De maneira sucinta, o prin-

cipal objetivo do critério de otimizaçãoH∞ é a síntese de controladores que estabilizem os

pontos de equilíbrioxe de um sistema dinâmico e além disso, quando o sistema se encontrar

neste ponto de equilíbrio, reduzam os efeitos de perturbações (de qualquer tipo desde que

possuam energia finita) sobre uma saídaz(t) regulada [138]. Uma análise mais detalhada

sobre este critério foge ao escopo do trabalho, porém pode ser encontrada em [138, 140].

Em particular, o problema de síntese de controladores e de análise de desempenho de

acordo com o critérioH∞ para sistemas de controle em rede é um tema bastante recente.

Entre os trabalhos pioneiros, Lin, Zhai, and Antsaklis [141], apresentaram um critério de

estabilidade com análise de desempenho utilizando uma abordagem de sistemas chaveados,

porém neste trabalho não consideram incertezas de modelo, atrasos entre o controlador e o
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atuador, nem a síntese de controladores. Yue et al. [83] apresentam um trabalho pioneiro em

que integram o projeto de controladores com análise de desempenhoH∞. Jiang et al. [125]

apresentam outra importante contribuição à análise de estabilizaçãoH∞ de NCSs através da

introdução técnicas de análise menos conservadoras para a solução do problema envolvendo

BMIs (do inglêsbilinear matrix inequalities).

Neste contexto, apresentamos na Seção 4.2, um novo critériode estabilidade robusta

para sistemas de controle em rede com análise de desempenho segundo o critérioH∞. A

abordagem difere-se dos métodos estado-da-arte conhecidos da literatura no sentido que a

análise é baseada em técnicas avançadas de análise para sistemas atrasados e nos resultados

apresentados no Capítulo 3 e, portanto, resulta em um critério consideravelmente menos con-

servador. A partir deste resultado, apresentamos, na Seção4.3, uma proposta para a síntese

de controladores robustosH∞ que garantam a estabilidade assintótica e o bom desempenho

à atenuação de sinais de perturbação sobre a saída do NCS. Para a solução do problema de

estabilização, propomos duas abordagens de análise inéditas. Primeiro, utilizamos a abor-

dagem de análise comumente utilizada na literatura que exige uma seleção de parâmetros

previamente à aplicação do método. Porém, inovamos esta análise com a introdução do al-

goritmo de busca heurísticasimulated annealing. Na segunda abordagem, apresentamos o

método poderoso de linearização por complementaridade cônica [142, 143]. Este método é

utilizado pela primeira vez para a solução de problemas complexos envolvendo um grande

número de variáveis. Além disso, apresentamos na Seção 4.4 uma extensão das estratégias

de controle desenvolvidas na Seção 4.3 para a síntese de controladores robustosH∞ para

seguimento de trajetória com atenuação de perturbações sobre o erro de rastreamento. Por

fim, a análise é enriquecida com uma série de exemplos numéricos (benchmarkstípicos da

área) que ilustram a eficácia dos critérios propostos e demonstram as vantagens destes em

relação aos principais métodos estado-da-arte da literatura.

4.1 DESCRIÇÃO DO SISTEMA E PREÂMBULO

Neste capítulo, deveremos considerar um sistema de controle em rede em malha fechada,

conforme apresentado na Figura 3.1, sujeito a perdas e desordenamento de pacotes, atrasos

variantes e desconhecidos e a incertezas de modelo. Os elementos transmissores e receptores

dos módulos de sensorialmente, de controle e de atuação assumem condições e orientações

conforme as premissas estipuladas na Hipótese 3.1.1.

O fluxo referente à transmissão de dados segue a mesma estrutura apresentada na Figura

3.2. O termonh, em queh é o período de transmissão en ∈ N∗, corresponde ao instante de

transmissão dan-ésima amostra de dados do módulo sensor. Enquanto o termoiak, k ∈ N∗,

é um número inteiro correspondente ao número dan-ésima amostra carregada pelo k-ésimo

pacote de dados recebido pelo módulo atuador. A ocorrência de perdas e/ou desordenamento
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de pacotes de dados é descrita conforme a Observação 3.1.1, eseus efeitos e consequências

são englobados na análise do atraso de comunicação. Este atraso, por sua vez, é suposto

delimitado por constantes conforme descrito nas premissasda Hipótese 3.1.2.

O sistema que queremos controlar através da rede de comunicação, conforme ilustrado

na Figura 3.1, é um SLIT com a seguinte representação em espaço de estados

ẋ(t) = (A +∆A) x(t) + (B +∆B) u(t) +Bωω(t),

z(t) = (C +∆C)x(t) + (D +∆D)u(t),
(4.1)

em quex(t) ∈ Rrx, u(t) ∈ Rru, z(t) ∈ Rrz são os vetores referentes ao estado, à entrada e

à saída a ser controlada, respectivamente. O vetorω(t) ∈ Rrw refere-se ao sinal de pertur-

bação exógena, o qual assume-se pertencer aL2[0,∞). As matrizesA, B, Bω, C e D são

matrizes conhecidas, reais e constantes com dimensões apropriadas e as incertezas∆A, ∆B,

∆C e ∆D correspondem a matrizes variantes no tempo com dimensões apropriadas e que

satisfazem
[
∆A ∆B

]
= H1∆(t)

[
ΞA ΞB

]

[
∆C ∆D

]
= H2∆(t)

[
ΞC ΞD

]
, (4.2)

em queH1, H2, ΞA, ΞB, ΞC e ΞD são matrizes conhecidas, reais e constantes com di-

mensões apropriadas, e∆(t) representa uma matriz variante no tempo e que, apesar de ser

desconhecida, é mensurável à Lebesgue emt e satisfaz

∆(t)T∆(t) ≤ I. (4.3)

O problema de estabilização robusta é então abordado através da utilização da estra-

tégia de controle por realimentação de estados comu(t)=Kx(t), em queK∈Rru×rx, é o

ganho do controlador a ser calculado e que garante a estabilidade robusta do sistema (4.1)

sujeito a atrasos variantes que satisfazem as premissas da Hipótese 3.1.2. Por conseguinte,

se considerarmos o efeito da rede de comunicação e o atraso decomunicação entre o módulo

sensor e o módulo atuador, o sinal de controle aplicado ao sistema, constante nos intervalos

[iakh+τk, i
a
k+1h+τk+1), i.e., nos intervalos entre o recebimento de distintos sinais de controle

pela planta, é definido por

u(t) = Kx(iakh), t∈[iakh+τk, i
a
k+1h+τk+1), ∀k∈N

∗

(4.4)

Por conseguinte, através da combinação direta de (4.1) e (4.4), o sistema em malha fe-

chada é definido da seguinte maneira

ẋ(t) = (A+∆A) x(t) + (B +∆B)Kx(iakh) +Bωω(t),

z(t) = (C +∆C) x(t) + (D +∆D)Kx(iakh),
(4.5)
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com t ∈ [iakh + τk, i
a
k+1h + τk+1), ∀k∈N∗. Ademais, dada a relação entre o instante de

amostragem e o instante no qual o atuador recebe o sinal de controle, observa-se a validade

da expressãox(iakh) = x(t−[t−iakh]). Desta maneira, podemos definir uma variável de

atraso

d(t) = t− iakh, (4.6)

comt∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em quetk=iakh+ τk, tal que o sistema em malha fechada apresen-

tado em (4.5) possa ser reescrito da seguinte maneira,




ẋ(t) = (A +∆A) x(t) + (B +∆B)Kx(t−d(t)) +Bωω(t),

z(t) = (C +∆C) x(t) + (D +∆D)Kx(t−d(t)),

x(t) = ρ(t), t ∈ [−τmax, 0]

(4.7)

em queρ(t) é uma função que descreve as condições iniciais do estado; e oatraso variável

definido em (4.6) satisfazendo

τmin ≤ d(t) ≤ τmax, (4.8)

em que0 ≤ τmin ≤ τmax são as constantes que delimitam o intervalo de variação do atraso.

Além disso, o atraso varianted(t) é uma função linear diferenciável por partes, cuja derivada

ḋ (t) =1, t 6= iakh+τk, (4.9)

é definida em todo o intervalo[0,∞), com exceção dos pontos de interrupçãotk=iakh+τk ,

∀k∈N∗. Portanto, o atraso variante de transmissão,d(t), o qual engloba os efeitos da perda

e/ou do desordenamento de pacotes, é uma função descontínuanos pontosiakh+τk , ∀k∈N∗

que comporta-se como uma função dente de serra limitada porτmin e τmax, conforme apre-

sentado na Figura 3.3.

Não obstante, o principal objetivo deste capítulo refere-se a análise de desempenho e a

síntese de controladores que garantam a estabilidade assintótica e o bom desempenho relativo

à atenuação de sinais de perturbação da saída de sistemas de controle em rede sujeitos a

perdas e/ou desordenamento de pacotes, a atrasos variantese desconhecidos, e a incertezas

de modelo. Para tal, a seguinte definição, referente à análise de estabilidade com desempenho

garantido segundo o critérioH∞, será utilizada no restante do capítulo.

Definição 4.1.1.Para um escalar predefinidoγ > 0, o sistema de controle em rede em

malha fechada definido em (4.7) é assintoticamente e robustamente estável com normaH∞

limitada emγ, se existir uma estratégia de controleu(t) tal que as seguintes condições sejam

satisfeitas

1. O sistema em malha fechada (4.7) é assintoticamente e robustamente estável na au-

sência de perturbações exógenas,ω(t)≡0;

2. Considerando condições iniciais nulas, os efeitos da perturbação sobre a saída do

sistema (4.7) são atenuados abaixo de um nível desejado,γ, segundo a normaH∞,

‖z(t)‖ ≤ γ‖ω(t)‖, para qualquer perturbação não-nula,ω(t) ∈ L2[0,∞). �
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4.2 ANÁLISE DE DESEMPENHO POR H∞

Nesta seção, derivaremos condições que se satisfeitas garantem a estabilidade assintótica

e robusta do sistema de controle em rede (4.7)-(4.9) com matriz de ganhoK previamente

estabelecida e desempenho relativo a atenuação de perturbações exógenas sobre sua saída

garantido de acordo com o critérioH∞. Para tal, utilizaremos a Definição 4.1.1 com as

técnicas referentes à análise de estabilidade para sistemas de controle em rede desenvolvidas

no Capítulo 3.

Primeiramente, consideremos o atraso variante no intervalo [τmin, τmax]. Este intervalo

será divido em dois subintervalos, de maneira análoga a (3.12). Destarte, reescreveremos o

sistema (4.7) da seguinte maneira




ẋ(t) = (A+∆A) x(t) +Bωω(t) + χ[τ1,τ2] (d(t)) (B +∆B)Kx(t−d(t))

+
(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

)
(B +∆B)Kx(t−d(t)),

z(t) = (C +∆C) x(t) + χ[τ1,τ2] (d(t)) (D +∆D)Kx(t−d(t))

+
(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

)
(D +∆D)Kx(t−d(t)),

t∈
[
iakh+τk, i

a
k+1h+τk+1

)
, ∀k∈N∗,

(4.10)

em queχ[τ1,τ2]:R→{0, 1} é a função indicadora de[τ1, τ2], i.e. χ[τ1,τ2] (d(t)) =1, sed(t) ∈

[τ1, τ2] e χ[τ1,τ2] (d(t))=0, caso contrário. O cerne desta análise referente a partiçãodo in-

tervalo [τmin, τmax], conhecida como análise por partes do atraso, consiste em estabelecer

diferentes condições de análise para cada subintervalo. O conceito e os benefícios referentes

a esta abordagem foram detalhadamente analisados na Subseção 2.1.1.

Desta maneira, definimos a seguinte função candidata de Lyapunov-Krasovskii,

V (t) =
∑5

i=1
Vi(t), (4.11)

em que

V1(t) = xT (t)Px(t),

V2(t) =

∫ t−τ1

t−τ2

[
x(s)

x(s−τ2+τ1)

]T [
N11 N12

NT
12 N22

][
x(s)

x(s−τ2+τ1)

]
ds,

V3(t) =

∫ t

t− 1
η
τ1




x(s− 0
η
τ1)

...

x(s− η−1
η
τ1)




T 

M11 . . . M1η

...
. . .

...

∗ . . . Mηη







x(s− 0
η
τ1)

...

x(s− η−1
η
τ1)


 ds,

V4(t) =

η∑

k=1

(
τ1

η

)∫ − k−1
η

τ1

− k
η
τ1

∫ t

t+β

ẋT (s)Skẋ(s)dsdβ,

V5(t) = (τ2−τ1)

∫ −τ1

−τ2

∫ t

t+β

ẋT (s)Z1ẋ(s)dsdβ + (τ3−τ2)

∫ −τ2

−τ3

∫ t

t+β

ẋT (s)Z2ẋ(s)dsdβ.
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Observe que a função (4.11) é equivalente à função candidata(3.14) apresenta no capítulo an-

terior, com excessão do termoV2(t) em (3.14). Desta maneira, as mesmas restrições impostas

em (3.15) implicam na positividade da função candidata (4.11), t∈
[
iakh+τk, i

a
k+1h+τk+1

)
,

∀k∈N∗. Não obstante, desejamos estabelecer uma função candidatacontínua emt para que

as condições impostas na Definição 4.1.1 possam ser satisfeitas. Neste contexto, o termo

V2(t) em (3.14) foi eliminado da análise devido à descontinuidadeque este termo impõe

sobre a função candidata de Lyapunov, conforme explanado naObservação (3.2.1).

Assim, assumindo a função descrita em (4.11) como a função candidata de Lyapunov, in-

troduzimos condições referentes a estabilidade assintótica robusta do sistema de controle em

rede incerto (4.7)-(4.9) com análise de desempenho referente à saída do sistema satisfazendo

o critérioH∞.

Teorema 4.2.1.Dada a matriz referente ao ganho do controlador em malha fechadaK, e

os seguintes escalaresτmin, τmax, η e γ tal que0 ≤ τmin ≤ τmax, η>1 e γ>0, o sistema de

controle em rede incerto apresentado em (4.7) com atraso variante e desconhecido satisfa-

zendo (4.8)-(4.9) e incertezas descritas em (4.2) é assintoticamente e robustamente estável

com uma normaH∞ limitada emγ, se existirem escalaresǫi1>0 e ǫi2>0 , i={1, 2, 3, 4}

e se existirem matrizesP , Sj , j = {1, ..., η}, Z1, Z2, N eM com dimensões apropriadas,

satisfazendo

P>0, Z1>0, Z2>0, Sj>0, j = {1, ..., η},

N=

[
N11 N12

NT
12 N22

]
≥0, e M=



M11 . . . M1η

...
. . .

...

∗ . . . Mηη


≥0, (4.12)

e se existirem as matrizes de ponderação livreF1∈R
6rx×rx, F2∈R

6rx×rx, F1∈R
6rx×2rx e

F2∈R
6rx×2rx, tal que as seguintes afirmações sejam válidas:

Σ11 < 0; Σ12 < 0; Σ21 < 0; Σ22 < 0, (4.13)

em que

Σ1m=




Ψ(1)+
(
F1G1+G

T
1 F

T
1

)
+
(
F1G+G

T
F
T

1

)
(τ2−τ1)F1Γm Θ(η) F1Bω ΓT

Z Γ∆m

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Em




,
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Σ2m=




Ψ(2)+
(
F2G2+G

T
2 F

T
2

)
+
(
F2G+G

T
F
T

2

)
(τ3−τ2)F2Γm Θ(η) F2Bω ΓT

Z Γ∆(m+2)

∗ −(τ3−τ2)
2
Z2 0 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ E(m+2)




,

param={1, 2}, e

G1 =

[
0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

]
, G2 =

[
0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

]
; Γ1=

[
0

I

]
, Γ2=

[
I

0

]
;

G =
[
A BK −I 0 0 0

]
; ΓZ =

[
C DK 0 0 0 0

]
;

ΓΞ1=
[
ΞA ΞBK 0 0 0 0

]
; ΓΞ2=

[
ΞC ΞDK 0 0 0 0

]
,

ΓH =
[
0 H2 0 0

]
;

E1 = −diag{ǫ11I, ǫ12I, ǫ11I, ǫ12I}; Γ∆1 =
[
F1H1 0 ǫ11Γ

T
Ξ1

ǫ12Γ
T
Ξ2

]
;

E2 = −diag{ǫ21I, ǫ22I, ǫ21I, ǫ22I}; Γ∆2 =
[
F1H1 0 ǫ21Γ

T
Ξ1

ǫ22Γ
T
Ξ2

]
;

E3 = −diag{ǫ31I, ǫ32I, ǫ31I, ǫ32I}; Γ∆3 =
[
F2H1 0 ǫ31Γ

T
Ξ1

ǫ32Γ
T
Ξ2

]
;

E4 = −diag{ǫ41I, ǫ42I, ǫ41I, ǫ42I}; Γ∆4 =
[
F2H1 0 ǫ41Γ

T
Ξ1

ǫ42Γ
T
Ξ2

]
;

Θ(η) =




(M12+S1) M13 M14 . . . M1(η−1) M1η

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

−MT
1η −MT

2η −MT
3η . . . −MT

(η−2)η

(
−MT

(η−1)η+Sη

)

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0




∈R6rx×(η−1)rx ,

Φ(η)=




(
φ11

−S1−S2

)
(φ12+S2) φ13 φ14 . . . φ1(η−2) φ1(η−1)

∗

(
φ22

−S2−S3

)
(φ23+S3) φ24 . . . φ2(η−2) φ2(η−1)

∗ ∗

(
φ33

−S3−S4

)
(φ34+S4) . . . φ3(η−2) φ3(η−1)

∗ ∗ ∗

(
φ44

−S4−S5

)
. . . φ4(η−2) φ4(η−1)

...
...

...
...

. . .
...

...

∗ ∗ ∗ ∗ . . .

(
φ(η−2)(η−2)

−S(η−2)−S(η−1)

)
φ(η−2)(η−1)

∗ ∗ ∗ ∗ . . . ∗

(
φ(η−1)(η−1)

−S(η−1)−Sη

)




,
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com

φij = M(i+1)(j+1) −Mij , em que i, j={1, 2, . . . , (η−1)},

Ψ(1)=




Ψ11 0 P 0 0 0

∗ 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ N11−Mηη−Sη N12 0

∗ ∗ ∗ ∗ N22−N11−Z2 −N12+Z2

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N22−Z2




,

Ψ(2)=




Ψ11 0 P 0 0 0

∗ 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ33 0 0 0

∗ ∗ ∗ N11−Mηη−Sη−Z1 N12+Z1 0

∗ ∗ ∗ ∗ N22−N11−Z1 −N12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N22




,

e

Ψ11 = +M11−S1,

Ψ33 =

η∑

k=1

(
τ1

η

)2

Sk + (τ2−τ1)
2
Z1 + (τ3−τ2)

2
Z2. (4.14)

�

PROVA

O Teorema 4.2.1 estabelece condições para que todas as questões impostas na Defini-

ção 4.1.1 sejam satisfeitas para um controlador por realimentação de estados com ganho

proporcionalK previamente conhecido. Para estabelecer este resultado utilizamos uma

nova função candidata de Lyapunov-Krasovskii descrita em (4.11). Contudo, utilizaremos

as mesmas abordagens por partes do atraso e por fracionamento do atraso introduzidas no

Capítulo 3, desta forma, seguindo uma metodologia similar àaplicada no capítulo ante-

rior. Por motivos de concissão, a prova do teorema não será apresentada neste capítulo,

mas sim na Seção A.5 no Apêndice A.

�

4.3 PROJETO DE CONTROLADOR H∞ ROBUSTO A INCERTEZAS DE MO-

DELO

Na seção anterior, derivamos condições para a estabilidadeassintótica robusta do sistema

de controle em rede incerto (4.7)-(4.9) com análise de desempenho satisfazendo a norma
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H∞. Contudo, o ganho do controlador de realimentação de estadoK deve ser definido a

priori, ou seja, antes que as restrições impostas pelo canalde comunicação sejam analisadas.

Não obstante, ao projetarmos uma estratégia de controle semconsiderar a existência da rede

de comunicação, e das restrições que esta impõe, perdemos asgarantias referentes à esta-

bilidade e à analise de desempenho do sistema em malha fechada. O controlador projetado

pode inclusive levar o sistema à instabilidade dadas certascondições referentes à rede de

comunicação. Neste contexto, para a síntese de controladores de estabilização, é de extrema

importância considerarmos a influência da rede de comunicação sobre o sistema em malha

fechada.

Nesta seção, estamos interessados em encontrar um controlador de realimentação com

ganhoK que assegure um bom desempenho relativo à atenuação de perturbações exógenas

de acordo com o critérioH∞ e que estabilize o sistema de controle em rede em malha fe-

chada (4.7)-(4.9) sujeito a perdas de pacote, atrasos variantes e incertezas de modelo. Por

conseguinte, procuramos estabelecer um controlador com ganhoK de forma que as condi-

ções estipuladas na Definição 4.1.1 sejam satisfeitas. Neste contexto, consideremos a se-

guinte proposição, baseada no Teorema 4.2.1, referente à estabilização robusta de sistemas

de controle em rede satisfazendo o critérioH∞.

Proposição 4.3.1.Dados os seguintes escalaresτmin, τmax, η eγ tal que0 ≤ τmin ≤ τmax,

η>1 eγ>0, o sistema de controle em rede incerto apresentado em (4.7) com atraso variante

e desconhecido satisfazendo (4.8)-(4.9) e incertezas descritas em (4.2) é assintoticamente

e robustamente estável com uma normaH∞ limitada emγ, se existirem escalaresǫi1>0

e ǫi2>0 , i={1, 2, 3, 4} e se existirem matrizesP , Sj , j = {1, ..., η}, Z1, Z2, N e M com

dimensões apropriadas, satisfazendo (4.12), e se existirem as matrizes de ponderação livre

F1j∈R
rx×rx, F2j∈R

rx×rx, j={1, 2, 3, 4, 5, 6}, F1∈R
6rx×2rx, F2∈R

6rx×2rx e K∈Rru×rx tal

que as seguintes afirmações sejam válidas:

Σ11 < 0; Σ12 < 0; Σ21 < 0; Σ22 < 0, (4.15)

em que

Σ1m=




Ψ(1)+
(
F1G1+G

T
1 F

T
1

)
+
(
F1G+G

T
F
T

1

)
(τ2−τ1)F1Γm Θ(η) F1Bω ΓT

Z Γ∆m

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Em




,
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Σ2m=




Ψ(2)+
(
F2G2+G

T
2 F

T
2

)
+
(
F2G+G

T
F
T

2

)
(τ3−τ2)F2Γm Θ(η) F2Bω ΓT

Z Γ∆(m+2)

∗ −(τ3−τ2)
2
Z2 0 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ E(m+2)




,

param={1, 2}, e com

F1=
[
F
T
11 F

T
12 F

T
13 F

T
14 F

T
15 F

T
16

]T
F2=

[
F
T
21 F

T
22 F

T
23 F

T
24 F

T
25 F

T
26

]T

G =
[
A BK −I 0 0 0

]
; Γ∆1 =

[
F1H1 0 ǫ11Γ

T
Ξ1

ǫ12Γ
T
Ξ2

]
;

ΓZ =
[
C DK 0 0 0 0

]
; Γ∆2 =

[
F1H1 0 ǫ21Γ

T
Ξ1

ǫ22Γ
T
Ξ2

]
;

ΓΞ1=
[
ΞA ΞBK 0 0 0 0

]
; Γ∆3 =

[
F2H1 0 ǫ31Γ

T
Ξ1

ǫ32Γ
T
Ξ2

]
;

ΓΞ2=
[
ΞC ΞDK 0 0 0 0

]
; Γ∆4 =

[
F2H1 0 ǫ41Γ

T
Ξ1

ǫ42Γ
T
Ξ2

]
;

(4.16)

eG1,G2, Γ1,Γ2, ΓH ,E1,E2,E3,E4, Θ(η), Φ(η), Ψ(1) eΨ(2) definidos em (4.14). Ademais,

se as condições propostas forem satisfeitas, então o ganho do controlador é definido pela

matrizK.

�

Observação 4.3.1.A Proposição 4.3.1 é resultado de uma extensão direta do Teorema 4.2.1

para o caso em que o ganho de realimentaçãoK é desconhecido. Neste contexto, estamos

procurando um ganhoK que estabilize o sistema de controle em rede em malha fechada.

Todavia, ao considerarmos a matrizK como sendo uma variável do sistema de desigual-

dades (4.15), as condições estipuladas na Proposição 4.3.1passam a ser impraticáveis, i.e.,

insolúveis por meio de algoritmos de programação convexa, devido à existência dos termos

F1G + G
T
F
T

1 . A existência destes termos transforma o sistema de desigualdades matrici-

ais lineares (4.13) em um sistema de desigualdades matriciais bilineares (BMIs, do inglês

Bilinear Matrix Inequalities) que por sua vez não é um problema convexo.

Nas próximas subseções, estabeleceremos diferentes abordagens para solucionar as con-

dições estipuladas na Proposição 4.3.1 de forma a obtermos um controlador de ganhoK

que estabilize o sistema de controle em rede em malha fechada(4.7)-(4.9) e que satisfaça as

condições de desempenho segundo o critérioH∞.

4.3.1 Critério de estabilização baseado em ganhos ponderados

Nesta subseção, introduziremos a primeira abordagem aplicada para transformar o pro-

blema não convexo apresentado na Proposição 4.3.1 em um problema de solução factível

86



por meio de algoritmos de programação convexa. O cerne destaabordagem está relacionado

à adição de certas restrições às condições estabelecidas noproblema não-convexo, apresen-

tado na Proposição 4.3.1, através da substituição de certasmatrizes de ponderação livre por

matrizes identidades com pesos previamente definidos. Desta forma, podemos transformar

o problema não convexo em um problema convexo na forma de desigualdades matriciais

lineares conforme apresentado no Teorema a seguir.

Teorema 4.3.1.Dados os seguintes escalaresτmin, τmax, η, σj , j={1, 2, 3, 4, 5}, eγ tal que

0 ≤ τmin ≤ τmax, η>1 e γ>0, o sistema de controle em rede incerto apresentado em (4.7)

com atraso variante e desconhecido satisfazendo (4.8)-(4.9) e incertezas descritas em (4.2)

é assintoticamente e robustamente estável com uma normaH∞ limitada emγ, se existirem

escalareŝǫi1>0 e ǫ̂i2>0 , i={1, 2, 3, 4} e se existirem matrizeŝP , Ŝj , j = {1, ..., η}, Ẑ1, Ẑ2,

N̂ e M̂ com dimensões apropriadas, satisfazendo

P̂>0, Ẑ1>0, Ẑ2>0, Ŝj>0, j = {1, ..., η},

N̂=

[
N̂11 N̂12

N̂T
12 N̂22

]
≥0, e M̂=



M̂11 . . . M̂1η

...
.. .

...

∗ . . . M̂ηη


≥0, (4.17)

e se existirem as matrizes de ponderação livreF̂1∈R
6rx×2rx, F̂2∈R

6rx×2rx e Y∈Rru×rx e a

matriz definida positivaX=X
T∈Rrx×rx, tal que as seguintes afirmações sejam válidas:

Υ11 < 0; Υ12 < 0; Υ21 < 0; Υ22 < 0, (4.18)

em que

Υ1m=




Ψ̂(1)+
(
F̂1G1+G

T
1 F̂1

T
)
+
(
σ̂Ĝ+Ĝ

T σ̂T
)

(τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T
Z Γ̂∆m

∗ −(τ2−τ1)
2
Ẑ1 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I Γ̂Hm

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




,

Υ2m=




Ψ̂(2)+
(
F̂2G2+G

T
2 F̂2

T
)
+
(
σ̂Ĝ+Ĝ

T σ̂T
)

(τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T
Z Γ̂∆(m+2)

∗ −(τ3−τ2)
2
Ẑ2 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I Γ̂H(m+2)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




,

param={1, 2}, e

σ̂ =
[
I σ1I σ2I σ3I σ4I σ5I

]T
;
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Ĝ =
[
AX BY −X 0 0 0

]
; Γ̂Z =

[
CX DY 0 0 0 0

]
;

Γ̂Ξ1=
[
ΞAX ΞBY 0 0 0 0

]
; Γ̂Ξ2=

[
ΞCX ΞDY 0 0 0 0

]
,

Γ̂H1 =
[
0 ǫ̂12H2 0 0

]
; Γ̂∆1 =

[
ǫ̂11σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ1
Γ̂T
Ξ2

]
;

Γ̂H2 =
[
0 ǫ̂22H2 0 0

]
; Γ̂∆2 =

[
ǫ̂21σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ1
Γ̂T
Ξ2

]
;

Γ̂H3 =
[
0 ǫ̂32H2 0 0

]
; Γ̂∆3 =

[
ǫ̂31σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ1
Γ̂T
Ξ2

]
;

Γ̂H4 =
[
0 ǫ̂42H2 0 0

]
; Γ̂∆4 =

[
ǫ̂41σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ1
Γ̂T
Ξ2

]
;

Θ̂(η) =




(
M̂12+Ŝ1

)
M̂13 M̂14 . . . M̂1(η−1) M̂1η

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

−M̂T
1η −M̂T

2η −M̂T
3η . . . −M̂T

(η−2)η

(
−M̂T

(η−1)η+Ŝη

)

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0




∈R6rx×(η−1)rx ,

Φ̂(η)=




(
φ11

−Ŝ1−Ŝ2

) (
φ12+Ŝ2

)
φ13 φ14 . . . φ1(η−2) φ1(η−1)

∗

(
φ22

−Ŝ2−Ŝ3

) (
φ23+Ŝ3

)
φ24 . . . φ2(η−2) φ2(η−1)

∗ ∗

(
φ33

−Ŝ3−Ŝ4

) (
φ34+Ŝ4

)
. . . φ3(η−2) φ3(η−1)

∗ ∗ ∗

(
φ44

−Ŝ4−Ŝ5

)
. . . φ4(η−2) φ4(η−1)

...
...

...
...

. . .
...

...

∗ ∗ ∗ ∗ . . .

(
φ(η−2)(η−2)

−Ŝ(η−2)−Ŝ(η−1)

)
φ(η−2)(η−1)

∗ ∗ ∗ ∗ . . . ∗

(
φ(η−1)(η−1)

−Ŝ(η−1)−Ŝη

)




,

com

φij = M̂(i+1)(j+1) − M̂ij , em que i, j={1, 2, . . . , (η−1)},

Ψ̂(1)=




Ψ̂11 0 P̂ 0 0 0

∗ 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ̂33 0 0 0

∗ ∗ ∗ N̂11−M̂ηη−Ŝη N̂12 0

∗ ∗ ∗ ∗ N̂22−N̂11−Z2 −N̂12+Ẑ2

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N̂22−Ẑ2




,
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Ψ̂(2)=




Ψ̂11 0 P̂ 0 0 0

∗ 0 0 0 0 0

∗ ∗ Ψ̂33 0 0 0

∗ ∗ ∗ N̂11−M̂ηη−Ŝη−Ẑ1 N̂12+Ẑ1 0

∗ ∗ ∗ ∗ N̂22−N̂11−Ẑ1 −N̂12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −N̂22




,

e

Ψ̂11 = +M̂11−Ŝ1,

Ψ̂33 =

η∑

k=1

(
τ1

η

)2

Ŝk + (τ2−τ1)
2
Ẑ1 + (τ3−τ2)

2
Ẑ2. (4.19)

eG1,G2, Γ1 eΓ2 definidos em (4.14). Ademais, se as condições propostas forem satisfeitas,

então o ganho do controlador é definido pela matrizK=YX
−1.

�

PROVA

A prova detalhada do Teorema 4.3.1 é apresentada na Seção A.6no Apêndice A vi-

sando à melhor concisão da dissertação.

�

A solução apresentada no Teorema 4.3.1, apesar de trivial, érelativamente eficaz e para

certas circunstâncias e requisitos de projeto, apresentará resultados satisfatórios. O conserva-

dorismo da análise é todavia incrementado devido à substituição das matrizes de ponderação

livre F1j , F2j , j={1, 2, 3, 4, 5, 6}, por escalares predefinidos,

F11=X
−1, F12=σ1X

−1, F13=σ2X
−1, F14=σ3X

−1, F15=σ4X
−1, F16=σ5X

−1,

F21=X
−1, F22=σ1X

−1, F23=σ2X
−1, F24=σ3X

−1, F25=σ4X
−1, F26=σ5X

−1,

em queσj , j={1, 2, 3, 4, 5}, são constantes predefinidas. Não obstante, a maior dificuldade

quando da aplicação deste método refere-se exatamente à seleção apropriada de constantes

de maneira a reduzir ao máximo este incremento de conservadorismo.

A escolha das constantes,σj , j={1, 2, 3, 4, 5}, é um desafio adicional à análise, visto que

estas são correlacionadas e a escolha de uma afeta diretamente a escolha das outras. Assim,

vários autores, e.g., [144, 145], definem todas as constantes como1, ou seja, substituem todas

as matrizes de ponderação livre por uma única matriz de ponderação livre. Esta abordagem,

apesar de facilitar a análise, é extremamente conservadorae elimina todos os benefícios
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advindos da utilização do método de Finsler em (A.93) e, por conseguinte, da introdução da

expressãoF1G+ G
T
F
T

1 eF2G + G
T
F
T

2 , explícita em (A.124).

É interessante ressaltar que não existe na literatura de sistemas de controle em rede ne-

nhuma solução fechada para a escolha destas constantes. De fato, a grande maioria dos

autores não citam nenhuma técnica para a seleção destes valores, deixando a entender desta

maneira que a seleção dos parâmetros deve ser feita através da seleção manual ou através da

abordagem por força bruta.

A abordagem por seleção manual dos parâmetros além de tediosa e exaustiva muito pro-

vavelmente não apresentará bons resultados e resultará em mínimos locais, devido ao fato

que os usuários tendem a investigar poucas regiões do conjunto-solução. A solução por força

bruta apesar de provavelmente apresentar bons resultados éconsideravelmente tediosa e cus-

tosa computacionalmente. Os algoritmos de programação convexa apesar de eficientes não

são de rápido processamento, portanto, não é interessante incrementar demais o número de

amostras.

Neste contexto, visando facilitar a análise e o tempo de obtenção de resultados satis-

fatórios, apresentaremos uma proposta inédita para a seleção destes parâmetros através do

método de busca estocásticoSimulated Annealing. Segundo o conhecimento do autor, esta

abordagem iterativa nunca foi aplicada para a seleção de parâmetros em projeto de controla-

dores para sistemas de controle em rede. O método correspondente é então apresentado na

próxima página no Algoritmo 4.3.1.

É importante ressaltar que o método de busca heurística porSimulated Annealingper-

mite a deterioração das estimativas dos parâmetros de formaque esta escape de regiões com

mínimos locais [146]. Por isso, o método é muito utilizado para a solução de problemas

NP-difícil (do inglês,NP-hard) que não possuem solução em tempo polinomial [147]. Além

disso, existe na literatura uma série de provas que demonstram que o algoritmo converge

no limite para alguma solução ótima global [148, 149]. Rajasekaran [147] faz inclusive uma

análise do tempo necessário para a convergência com probabilidade próxima de 1. Desta ma-

neira, poderíamos assumir que o método é ótimo no sentido de convergir para algum ótimo

global. Contudo, para tal análise seria necessário um número consideravelmente grande de

amostras o que, obviamente, não é realizável devido ao custocomputacional proibitivo rela-

cionado a esta análise. Ainda assim, a análise através do Algoritmo 4.3.1 produz resultados

satisfatórios (muito superiores a abordagem por seleção manual) com um número de amos-

tras inferior ao número de amostras utilizado pela abordagem por força bruta. Esta análise é

exemplificada na Seção 4.6.
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Algoritmo 4.3.1
Algoritmo de seleção dos parâmetrosσ por Simulated Annealingpara solução do

Teorema 4.3.1

1) Inicialização: Definak = 1, um conjunto inicial

σ = σ(0) =
[
σ
(0)
1 σ

(0)
2 σ

(0)
3 σ

(0)
4 σ

(0)
5

]
,

e um valor para atemperaturainicial T = T
(0) > 0.

Dadas as constantesτmin, τmax e η>1, aplique o Teorema 4.3.1 comσ, porém conside-

randoγ = γ2 como sendo um variável a ser obtida pela LMI.

Encontre a solução factível para o Teorema 4.3.1 com o menor valor possível para

γ e vá para o segundo passo. Caso não exista solução factível, redefina o conjunto inicial

σ(0). Se não existir nenhuma solução factível após um número predeterminado de tentativas,

defina o problema comosem soluçãoe saia do algoritmo.

2) Novos parâmetros: Dada uma função de perturbaçãoR(σ), estima-se um novo conjunto

de parâmetrosσ(novo),

σ(novo) = R(σ) = σ + δ ,

em queδ ∼ N (0,TI) e I é uma matriz identidade.

3) Critério de aceitação: Solucione o problema de minimização deγ(novo) sujeito a viabi-

lidade do Teorema 4.3.1 comσ(novo). Caso não exista nenhumγ(novo) que produza uma

solução factível, volte para o passo2). Caso contrário, defina uma função∆E,

∆E = γ(novo) − γ.

Determine a aceitação ou não dos novos parâmetrosσ, de acordo com o seguinte

σ =





σ(novo), se ∆E ≤ 0;

σ(novo), se ∆E > 0, com probabilidadeP = exp
(
−∆E

T

)

σ Caso contrário, (mantém-seσ e excluiσ(novo)).

4) Nova iteração: Diminui-se a temperatura

T = β(k)T(0) ,

com β(k) sendo o fator de redução de temperatura, usualmente, definido comoβ(k) =

exp(−k
ι
), em queι é uma constante predeterminada. Incrementa-sek = k + 1.

5) Critério de saída: Se o valor obtido paraγ estiver abaixo do valor desejado paraγ2, então

podemos reconstruir o ganho de realimentação do controlador, K = YX
−1, com os valores

obtidos deY eX. Defina o problema comofactívele saia do algoritmo.

Verifique seT < Tlim ou sek > klim, em queTlim eklim definem respectivamente

o menor valor aceitável para atemperaturaT e o número máximo de iterações que o algo-

ritmo deve percorrer. Caso alguma dessas afirmações sejam verdadeiras defina o problema

comosem soluçãoe saia do algoritmo. Caso contrário, volte ao passo2).
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4.3.2 Solução Iterativa através do algoritmo de linearização por complementaridade

Cônica

Na subseção anterior, introduzimos uma abordagem direta e relativamente simples para a

análise do problema não convexo apresentado na Proposição 4.3.1, através da transformação

deste problema em um problema convexo na forma de desigualdades lineares matriciais.

Não obstante, o método proposto no Teorema 4.3.1 implica na introdução de constantes

que devem ser definidas de antemão. A utilização destas constantes, além de incrementar o

conservadorismo da análise, introduz métodos tediosos de seleção de parâmetros que ao fim

não apresentam nenhuma garantia de convergência.

No contexto referente ao problema não convexo apresentado na Proposição 4.3.1, nesta

subseção, introduziremos uma abordagem mais sofisticada para sua solução. O cerne desta

análise está relacionado à construção de condições especiais que assegurem a possibilidade

da aplicação do algoritmo de linearização por complementaridade cônica, desenvolvido por

El Ghaoui, Oustry e Rami [142, 143]. Neste trabalho, denominaremos este algoritmo por

CCLA, do inglês (cone complementarity linearization algorithm).

O algoritmo de linearização por complementaridade cônica,CCLA, é um método pode-

roso de análise iterativa que permite a solução de problemasconhecidos como problemas de

complementaridade cônica, [142]. Neste caso, o problema seria da seguinte forma

min{tr (XS)}, (4.20)

sujeito a [
X I

I S

]
≥ 0. (4.21)

Observe que a restrição (4.21), implica queXS ≥ I, o que pode ser facilmente verificado

por meio do complemento de Schur. Ademais, dada a minimização imposta em (4.20) e

as propriedades de similaridade referentes ao traço de uma matriz [150], é notável que a

resultante do problema (4.20)-(4.21) éXS=I. A solução para este problema não trivial é

então proposta por [142] a partir da extensão do método de linearização de problemas de

complementaridade linear – LCP (do inglêslinear complementarity problems) [151].

A aplicação deste algoritmo, CCLA, no contexto de estabilização de sistemas de controle

em rede ou sistemas sujeitos a retardos no tempo não é novidade, visto que outros trabalhos

já utilizaram este método anteriormente, e.g., [125, 5, 152, 153], entre outros. Não obs-

tante, a aplicação do algoritmo CCLA sempre esteve relacionado a critérios de estabilização

que substituem diretamente a derivada do vetor de estado,ẋ(t), pela expressão que define a

dinâmica do sistema em (4.7), e.g., [125, 5, 152, 153]. Destamaneira, o vetor referente à de-

rivada do vetor de estado,ẋ(t), é substituído diretamente por outros vetores que definem sua

dinâmica, e.g.,x(t) ex(t−d(t)). Portanto, neste caso,ẋ(t) não faz parte do vetor de estados

utilizado para a construção da LMI, e.g.,ζ̄1(t) e ζ̄2(t) em (A.91) e em (A.110), respectiva-

mente, e, por conseguinte, não podemos utilizar o vetorẋ(t) (nem a informação referente
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à dinâmica do sistema) juntamente com outros métodos mais sofisticados de análise, e.g.,

método de Finsler ([82, 88]), método por descriptores e Leibniz-Newton ([76, 83, 98, 154]),

ou outros métodos que incluam novas variáveis de ponderaçãolivre [155].

Nos casos em que há a substituição direta do vetor referente àderivada do estadȯx(t),

i.e., sem a aplicação das técnicas citadas, o ganho de realimentaçãoK relaciona-se apenas

com os vetores que definem a dinâmica do sistema, e.g.,x(t) e x(t − d(t)). Por conse-

guinte, a matrizK é ponderada por menos variáveis e, portanto, a análise para estes casos

é usualmente mais simples. Por isso, há soluções por meio do algoritmo CCLA para estes

casos.

Não obstante, na maioria dos trabalhos recentes relativos àestabilidade e à estabilidade

robusta de sistemas de controle em rede e de sistemas com retardos no tempo, a matriz

referente ao ganho de realimentação é ponderada por uma série de matrizes de ponderação

livre, seja por conta da aplicação do método de Finsler, do método de descriptores, Leibniz-

Newton, ou por outras técnicas. No trabalho presente, por conta da aplicação do método de

Finsler em (A.93)-(A.94) e em (A.112), a matrizK também é ponderada por uma série de

matrizes de ponderação livre, conforme pode ser observado em (A.124).

Além disso, conforme discutido na Subseção 4.3.1, as soluções existentes para o caso

em que a matriz referente ao ganho de realimentaçãoK é ponderada por várias variáveis, ou

adicionam uma série de restrições às condições de análise e incrementam consideravelmente

seu conservadorismo, [145], ou envolvem um conjunto de parâmetros a ser definido previa-

mente à aplicação do método, o que implica em métodos tediosos e conservadores de seleção

de parâmetros, [154, 156, 157]. Neste contexto, a proposta desta subseção é apresentar um

método inédito de estabilização que não envolva a seleção deparâmetros e que utilize o al-

goritmo de linearização por complementaridade cônica [142, 143]. Neste intuito, devemos

estruturar as condições apresentadas na Proposição 4.3.1 de maneira específica de forma a

viabilizar a aplicação do algoritmo CCLA. O resultado destaabordagem inédita introduzida

neste trabalho e referente à estabilização robusta de sistemas de controle em rede é baseado

no seguinte Teorema.

Teorema 4.3.2.Dados os seguintes escalaresτmin, τmax, η, eγ tal que0 ≤ τmin ≤ τmax,

η>1 e γ>0, o sistema de controle em rede incerto apresentado em (4.7) com atraso va-

riante e desconhecido satisfazendo (4.8)-(4.9) e incertezas descritas em (4.2) é assintoti-

camente e robustamente estável com uma normaH∞ limitada emγ, se existirem esca-

lares ǫ̂i1>0 e ǫ̂i2>0 , i={1, 2, 3, 4} e se existirem matrizeŝP , Ŝj , j = {1, ..., η}, Ẑ1,

Ẑ2, N̂ e M̂ com dimensões apropriadas, satisfazendo (4.17) e se existirem as matrizes

de ponderação livreF̂1∈R
6rx×2rx, F̂2∈R

6rx×2rx, Y∈Rru×rx e as matrizes definidas posi-

tivasF1=F
T
1 ∈R

rx×rx, F2=F
T
2∈R

rx×rx e X=X
T∈Rrx×rx, V1=VT

1∈R
rx×rx, V2=VT

2 ∈R
rx×rx,

U1 = UT
1∈R

rx×rx, U2 = UT
2 ∈R

rx×rx, tal que as seguintes afirmações sejam válidas:

Υ11 < 0; Υ12 < 0; Υ21 < 0; Υ22 < 0, (4.22)
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e [
X̃ F1

F1 Ṽ1

]
≥ 0,

[
X̃ F2

F2 Ṽ2

]
≥ 0,

[
F1 X̃

X̃ Ũ1

]
≥ 0,

[
F2 X̃

X̃ Ũ2

]
≥ 0, (4.23)

XX̃ = I, V1Ṽ1 = I, V2Ṽ2 = I, U1Ũ1 = I, U2Ũ2 = I, (4.24)

em que

Υ1m=




(
Ψ̂(1) + F̂1G1+G

T
1 F̂1

T

+σ̂Ĝ+Ĝ
T σ̂T+Π̂1

)
(τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T

Z Γ̂∆

(
Ĝ
T
AB−ΓT

X

)

∗ −(τ2−τ1)
2
Ẑ1 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 BT
w

∗ ∗ ∗ ∗ −I Γ̂H2 Γ̂T
H1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Êm 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −V1




,

Υ2m=




(
Ψ̂(2) + F̂2G2+G

T
2 F̂2

T

+σ̂Ĝ+Ĝ
T σ̂T+Π̂2

)
(τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T

Z Γ̂∆

(
Ĝ
T
AB−ΓT

X

)

∗ −(τ3−τ2)
2
Ẑ2 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 BT
w

∗ ∗ ∗ ∗ −I Γ̂H2 Γ̂T
H1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Êm+2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −V2




,

param={1, 2}, e

Π̂1=diag{0, 0, (X−4U1), 0, 0, 0}; Π̂2=diag{0, 0, (X−4U2), 0, 0, 0};

σ̂ =
[
I 0 0 0 0 0

]T
;

Ĝ =
[
AX BY −X 0 0 0

]
; ΓX =

[
0 0 X 0 0 0

]
;

ĜAB=
[
AX BY 0 0 0 0

]
; Γ̂Z =

[
CX DY 0 0 0 0

]
;

Γ̂Ξ1=
[
ΞAX ΞBY 0 0 0 0

]
; Γ̂Ξ2=

[
ΞCX ΞDY 0 0 0 0

]
,

Γ̂H1 =
[
H1 0 0 0

]
; Ê1 = −diag{ǫ11I, ǫ12I, I, I};

Γ̂H2 =
[
0 H2 0 0

]
; Ê2 = −diag{ǫ21I, ǫ22I, I, I};

Γ̂∆ =
[
σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ1
Γ̂T
Ξ2

]
; Ê3 = −diag{ǫ31I, ǫ32I, I, I};

Ê1 = −diag{ǫ11I, ǫ12I, I, I};

G1 =

[
0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

]
, G2 =

[
0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

]
; Γ1=

[
0

I

]
, Γ2=

[
I

0

]
;

(4.25)
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e Θ̂(η), Φ̂(η), Ψ̂(1) e Ψ̂(1) definidos em (4.19). Ademais, se as condições propostas forem

satisfeitas, então o ganho do controlador é definido pela matriz K=YX
−1.

�

PROVA

No Teorema 4.3.2 estabelecemos condições que se satisfeitas asseguram o cumpri-

mento das questões estipuladas na Proposição 4.3.1 com referência a estabilidade robusta

de sistemas de controle em rede com desempenho garantido segundo o critérioH∞, con-

forme a Definição 4.1.1.

O desenvolvimento deste teorema é detalhadamente apresentado com sua prova na

Seção A.7 no Apêndice A.

�

Não obstante, observe que o problema apresentado no Teorema4.3.2 ainda não é fac-

tível de solução por meio de algoritmos de programação convexa, devido à existência das

restrições de igualdade impostas em (4.24), as quais não pertencem a um conjunto convexo

de condições. Neste contexto e conforme discutido anteriormente, utilizaremos o algoritmo

de linearização por complementaridade cônica, CCLA, introduzido em [142]. O cerne fun-

damental deste algoritmo (CCLA) consiste no fato que a LMI descrita em (4.21) é factível,

dadas as matrizes definidas positivasX ∈ Rrx e S ∈ Rrx, apenas seXS ≥ I, o que por

sua vez implica quetr(XS) ≥ rx. Desta forma, a minimização do traço deXS implica

queXS = I [142, 143]. Assim, utilizaremos o algoritmo de linearização por comple-

mentaridade cônica, CCLA [142], com o objetivo de solucionar o problema não-convexo

apresentado no Teorema 4.3.2 através da solução do seguinteproblema de minimização

min{ tr

(
XX̃+ V1Ṽ1 + V2Ṽ2 + U1Ũ1 + U2Ũ2

)
}, (4.26)

sujeito a

[
X I

I X̃

]
≥ 0,

[
V1 I

I Ṽ1

]
≥ 0,

[
V2 I

I Ṽ2

]
≥ 0,

[
U1 I

I Ũ1

]
≥ 0,

[
U2 I

I Ũ2

]
≥ 0.

(4.27)

Além disso, de acordo com [142, 143], o problema de minimização mencionado acima

pode ser resolvido por meio do seguinte algoritmo iterativode linearização
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Algoritmo 4.3.2

Algoritmo de linearização por complementaridade cônica [142, 143] para

solução do Teorema 4.3.2

1) Inicialização: Dadas as constantesτmin, τmax, η>1, eγ>0, aplique o Teorema

4.3.2, substituindo as restrições (4.24) pelas restrições(4.27).

Defina as matrizes[
X
(0)

X̃
(0) V

(0)
1 Ṽ

(0)
1 V

(0)
2 Ṽ

(0)
2 U

(0)
1 Ũ

(0)
1 U

(0)
2 Ũ

(0)
2

]
,

com base nas variáveis[
X X̃ V1 Ṽ1 V2 Ṽ2 U1 Ũ1 U2 Ũ2

]
,

obtidas através da resolução do Teorema 4.3.2. Caso a análise seja infactível,

saia do algoritmo. Caso contrário, definak = 0.

2) Solucione o problema de minimização

min
{

Ok=tr

(
X̃
(k)
X+ X

(k)
X̃ + Ṽ

(k)
1 V1 + V

(k)
1 Ṽ1 + Ṽ

(k)
2 V2

+V
(k)
2 Ṽ2 + Ũ

(k)
1 U1 + U

(k)
1 Ũ1 + Ũ

(k)
2 U2 + U

(k)
2 Ũ2

) }
,

sujeito às restrições impostas no Teorema 4.3.2 substituindo as restrições

(4.24) pelas restrições (4.27).

Então defina as matrizes[
X
(0)

X̃
(0) V

(0)
1 Ṽ

(0)
1 V

(0)
2 Ṽ

(0)
2 U

(0)
1 Ũ

(0)
1 U

(0)
2 Ũ

(0)
2

]
=

[
X X̃ V1 Ṽ1 V2 Ṽ2 U1 Ũ1 U2 Ũ2

]
.

3) Verifique se(Ok − Ok−1) < λ, em queλ é um número positivo definido previ-

amente. Caso a afirmação mencionada seja verdadeira, vá ao próximo passo,

caso contrário volte para o passo2).

4) Tente reconstruir o controladorK = YX
−1, com os valores obtidos deY e

X. Valide o resultado através do Teorema 4.2.1. Caso o resultado seja válido,

o controlador final será dado pelo ganho de realimentaçãoK = YX
−1. Caso

contrário, reduza o valor deλ e volte para o segundo passo. Se após um número

predeterminado de iterações, as condições citadas não forem satisfeitas, então

defina o problema comosem soluçãoe saia do algoritmo.

Como pode ser visto pelo algoritmo 4.3.2, todos os passos sãofactíveis de solução por

meio de algoritmos de programação convexa. Além disso, é importante ressaltar que, a partir

da prova de convergência demonstrada em El Ghaoui et al. [143], podemos afirmar que a

sérieOk, limitada neste caso em10rx, é decrescente e que esta converge para um algum valor

Oopt ≥ 10rx. Sendo que a igualdadeOopt = 10rx será válida se e apenas se as igualdades

XX̃ = I, V1Ṽ1 = I, V2Ṽ2 = I, U1Ũ1 = I, e U2Ũ2 = I. forem válidas. Note

entretanto que este é um resultado teórico e, portanto, sua aplicação através de algoritmos de
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programação convexa pode apresentar dificuldades numéricas dependendo de uma série de

fatores que fogem ao escopo desta dissertação [158].

4.4 PROJETO DE CONTROLADOR H∞ ROBUSTO PARA SEGUIMENTO DE TRA-

JETÓRIA EM SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE

Nesta seção, estenderemos os resultados de análise de desempenho e de síntese de con-

troladores robustos obtidos em seções anteriores para o controle robustoH∞ de trajetória

de sistemas de controle em rede. Apesar do controle de trajetória ser uma das questões

fundamentais na teoria de controle, em especial em aplicações em robótica, a análise de

desempenhoH∞ do erro de rastreamento e a síntese de controladores de estabilização que

assegurem este desempenho receberam pouca atenção na literatura de sistemas de controle

em rede [67].

É notório que o problema de controle de trajetória é um problema mais genérico e mais

desafiador do que os problemas de estabilidade e estabilização [5]. O principal objetivo

do controle de trajetória consiste na síntese de controladores de realimentação que façam

com que o sinal de saída de uma planta siga a trajetória de um sinal de referência desejado

enquanto assegurando propriedades de atenuação de perturbações. A importância desta fer-

ramenta de controle surge de uma extensa lista de aplicaçõesem robótica [159, 160], controle

de vôo [161] entre outras1 .

Contudo, existem poucos resultados na literatura de controle de trajetória com relação a

sistemas de controle em rede. Entre os principais trabalhosna literatura citaremos os seguin-

tes, devido a importância de sua contribuição. Lopez et al. [164] estabeleceram condições

para o controle de trajetória através de redes de comunicação porém sem considerar aspectos

referentes ao atraso de comunicação. Wang e Yang [165] estudaram a abordagemH∞ para

o controle de trajetória em termos do protocolo de comunicação e da camada MAC. Li et al.

[166] investigaram o problema de controle de trajetória para sistemas chaveados sujeitos a

atrasos no tempo porém considerando um controlador acoplado à planta, i.e., uma rede per-

feita entre o controlador e o atuador. VandeWouw et al. [167,168] resolveram o problema

de controle de trajetória utilizando a abordagem por sistemas amostrados, contudo o atraso

é fortemente dependente do intervalo variante de amostragem apresentando bons resultados

apenas para casos em que o atraso é inferior ao intervalo de amostragem. Por fim, os traba-

lhos de Gao e Chen [169, 5] trataram do problema de controle detrajetória de saída segundo

a abordagemH∞ para NCSs com atrasos variantes e períodos de amostragem constantes.

Não obstante, nenhum dos métodos existentes na literatura atual apresentam resultados para

o controle de trajetória de sistemas de controle em rede aplicando técnicas estado-da-arte

1Para mais aplicações e resultados em controle de trajetóriapara sistemas sem redes de comunicação, veja

[162, 163] e suas referências.
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de análise de sistemas atrasados. Neste contexto, ao utilizar técnicas avançadas de análise

de sistemas de controle em rede apresentadas neste capítulo, apresentamos uma importante

contribuição para a análise e o controle de trajetória de sistemas de controle em rede.

A partir de uma formulação específica para o problema de controle de trajetória dado

um modelo de referência demonstraremos que o problema pode ser resolvido por meio das

técnicas de controle apresentadas na Seção 4.3.

4.4.1 Formulação do Problema

Consideremos um sistema de controle em rede constituído poruma planta SLIT e um

modelo de referência conectados com o controlador de trajetória através de uma rede de

comunicação compartilhada. O sistema que queremos controlar através da rede de comuni-

cação é semelhante ao sistema descrito na Seção 4.1,
{
ẋp(t) = (Ap +∆A) xp(t) + (Bp +∆B) up(t) +Bωω(t),

yp(t) = (Cp +∆C)xp(t) + (Dp +∆D)up(t),
(4.28)

em quexp(t) ∈ Rrx, up(t) ∈ Rru, yp(t) ∈ Rry são os vetores referentes ao estado, à entrada

e à saída a ser controlada, respectivamente. O vetorω(t) ∈ Rrw refere-se ao sinal de pertur-

bação exógena, o qual assume-se pertencer aL2[0,∞). As matrizesAp, Bp, Bω, Cp e Dp

são matrizes conhecidas, reais e constantes com dimensões apropriadas e as incertezas∆A,

∆B, ∆C e ∆D correspondem à matrizes variantes no tempo com dimensões apropriadas,

satisfazendo (4.2) e (4.3).

O sinal de referência,yr(t) ∈ Rmy , que desejamos que a saída da planta siga é obtido a

partir da saída do seguinte sistema linear
{
ẋr(t) = Arxr(t) + r(t),

yr(t) = Crxr(t),
(4.29)

em quexr(t), r(t) ∈ Rmx são os vetores referentes ao estado de referência e à entradade

referência com energia limitada, respectivamente.Ar e Cr são matrizes com dimensões

apropriadas, sendo queAr é uma matriz Hurwitz.

Considerando o atraso de comunicação da rede e os ganhos por realimentação de estado

K1 eK2, o sinal de controle aplicado ao sistema, constante nos intervalos[iakh+ τk, i
a
k+1h+

τk+1), i.e., nos intervalos entre o recebimento de distintos sinais de controle pela planta, é

definido por

up(t) = K1xp(i
a
kh) +K2xr(i

a
kh), t∈[iakh+τk, i

a
k+1h+τk+1), ∀k∈N

∗.

(4.30)

Desta maneira, a partir da combinação de (4.28)-(4.30) e dasdefinições:

x(t):=

[
xp(t)

xr(t)

]
, ω(t):=

[
ω(t)

r(t)

]
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Ā:=

[
Ap 0

0 Ar

]
, B̄:=

[
Bp

0

]
, B̄ω:=

[
Bω 0

0 I

]
, C̄:=

[
Cp −Cr

]
, D̄:=Dp,

obtemos o seguinte sistema aumentado para o NCS em malha fechada





ẋ(t) =
(
Ā+∆Ā

)
x(t) +

(
B̄+∆B̄

)
K̄x(t−d(t)) + B̄ωw(t),

e(t) =
(
C̄+∆C̄

)
x(t) +

(
D̄+∆D̄

)
K̄x(t−d(t)),

x(t) = ρ(t), t ∈ [−τmax, 0]

(4.31)

em queρ(t) é uma função que descreve as condições iniciais do estado,

K̄ :=
[
K1 K2

]
,

e e(t) corresponde ao erro de rastreamento:

e(t) := yp(t)− yr(t).

As matrizes de incerteza são definidas por:

∆Ā =

[
H1

0

]
∆(t)

[
ΞA 0

]
, ∆B̄ =

[
H1

0

]
∆(t)ΞB,

∆C̄ = H2∆(t)
[
ΞC 0

]
, ∆D̄ = H2∆(t)ΞD.

4.5 ANÁLISE DE DESEMPENHO E SÍNTESE DE CONTROLADORES H∞

De maneira análoga à análise apresentada na Seção 4.2, desejamos projetar um contro-

lador de realimentação de estados que estabilize o sistema (4.28). Além disso, desejamos

que o controlador assegure o rastreamento de um sinal de referênciayr(t) com desempenho

estipulado pelo critérioH∞. Assim, utilizaremos a seguinte definição [5, 67]:

Definição 4.5.1.Para um escalar predefinidoγ > 0, o sistema de controle em rede em

malha fechada definido em (4.31) é assintoticamente e robustamente estável e o desempenho

sobre o erro de rastreamento é assegurado segundo o critérioH∞ limitado emγ, se existir

uma estratégia de controleu(t) tal que as seguintes condições sejam satisfeitas

1. O sistema em malha fechada (4.31) é assintoticamente e robustamente estável na au-

sência de perturbações exógenas,ω(t)≡0;

2. Considerando condições iniciais nulas, os efeitos da perturbação sobre o erro de

rastreamento são atenuados abaixo de um nível desejado,γ, segundo a normaH∞,

‖e(t)‖ ≤ γ‖ω(t)‖, para qualquer perturbação não-nula,ω(t) ∈ L2[0,∞). �
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A definição mencionada acima é semelhante a Definição 4.1.1 com a excessão de que a

definição apresentada na Seção 4.1 assegura a atenuação de perturbações sobre a saída do

sistema dinâmico, enquanto a Definição 4.5.1 assegura a atenuação de perturbações exógenas

sobre o erro de rastreamento. Além disso, o sistema de controle em rede em malha fechada

utilizado na Definção 4.1.1 é análogo ao sistema em malha fechado (4.31). Dito isso, é fácil

perceber que a mesma análise aplicada à atenuação de perturbações sobre a saídaz(t) do

sistema (4.7) pode ser aplicada à atenuação de perturbaçõessobre o erro de rastreamento

e(t) do sistema em malha fechada (4.31). Assim, o Teorema 4.2.1 referente à análise de

desempenhoH∞ e os Teoremas 4.3.1 e 4.3.2 referentes à análise e a síntese decontroladores

robustosH∞ podem ser aplicados diretamente à análise do sistema (4.31)de acordo com a

Definição 4.5.1.
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Tabela 4.1: (Exemplo 4.6.1) Menor valor aceitável deγ para o qual o sistema é estável com

τmax = 0, 8695 e τmin = 0

Métodos Atraso Máximoτmax

Yue et al. (2005, Automatica) [83] 6, 82 s

Jiang et al. (2008, TAC) [125] 1, 0005 s

Teorema 4.2.1 comη = 1 0, 7509 s

4.6 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Nesta seção, apresentamos uma série de exemplos numéricos que visam ilustrar a vali-

dade dos critérios propostos neste capítulo com referênciaà análise de desempenho à atenu-

ação de perturbações e a síntese de controladores robustosH∞ para sistemas de controle em

rede com atrasos variantes no tempo e incertezas de modelo. Através destes exemplos, de-

sejamos além de ilustrar a validade dos critérios desenvolvidos para sistemas de controle em

rede, comparar nossos resultados com os resultados dos métodos estado-da-arte conhecidos

da literatura.

Exemplo 4.6.1 (Análise de desempenhoH∞).

Considere o mesmo sistema de controle em rede com atrasos de comunicação va-

riantes e incertos apresentado no Exemplo 3.4.1 no Capítulo3, porém na presença de

perturbações exógenas, de forma que o sistema seja reescrito por:

ẋ(t) =

[
0 1

0 −0, 1

]
x(t) +

[
0

0, 1

]
u(t) +

[
0, 1

0, 1

]
ω(t),

z(t) =
[
0 1

]
x(t) + 0, 1u(t),

e que o controlador em rede é projetado da seguinte maneira:

K = K1 =
[
−3, 75 −11, 5

]
.

Assumindo que o atraso mínimo é desconhecido, ou definido porτmin = 0 e o atraso

máximo é deτmax = 0, 8695 s, aplicamos o Teorema 4.2.1 referente à estabilidade as-

sintótica de sistemas de controle em rede com análise de desempenho segundo o critério

H∞. O resultado é apresentado na Tabela 4.1. Note que o resultado obtido com o Te-

orema 4.2.1 é bastante superior aos métodos estado-da-arteconhecidos. O resultado

representa uma melhora de mais de25% sobre o resultado presente em [125]. Isso signi-

fica dizer que que o efeito de perturbações exógenas sobre a saída do sistema é no mínimo

25% menor do que o critério apresentado em [125] assegurava.

Considerandoγ=1, 0005 e aplicando nosso método paraτmin = 0, obtemos um valor

máximo para o atraso de comunicação, para o qual o NCS se mantém estável e robusto
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à perturbações, igual aτmax = 0, 915 s, o que representa um resultado superior ao

apresentado em [125], (0, 8695 s). �

Exemplo 4.6.2 (Projeto de controladorH∞ para o NCS do Exemplo 4.6.1).

Neste exemplo, consideramos o mesmo sistema de controle em rede mencionado no

Exemplo 4.6.1. Contudo, ao invés do controladorK1, projetado na ausência de uma

rede de comunicação, utilizamos as estratégias de controledesenvolvidas neste capítulo

para a síntese de um controlador que considerasse explicitamente o efeito da rede de

comunicação.

Desta maneira, visamos projetar um controlador robustoH∞ que assegurasse a es-

tabilidade do NCS com atenuação de perturbações exógenas sobre a saída do sistema

em malha fechada segundo o critérioH∞, comγ = 0, 25 >
‖z(t)‖

‖ω(t)‖
. Os parâmetros

da rede de comunicação não eram conhecidos previamente, portanto, procuramos um

controlador que maximizasse o valor deτmax para um atraso mínimoτmin = 0.

Para a síntese de tal controlador, primeiramente, utilizamos o Teorema 4.3.1 atra-

vés da aplicação do Algoritmo 4.3.1 (Simulated Annealing).O ganho de realimentação

resultante foi:

K = K21 =
[
−0, 0040 −3, 6449

]
,

e o valor máximo do atraso, para o qual o NCS mantém-se estávelsatisfazendo as condi-

ções da Definição 4.1.1 paraγ = 0, 25, foi τmax = 1, 815 s. A comparação deste resul-

tado com o resultado da aplicação do Teorema 4.2.1 para o controlador K1 (τmax = 0,

s), projetado sem levar em consideração a rede de comunicação, demonstra a impor-

tância do projeto de controladores para sistemas de controle em rede que considerem

explicitamente a rede de comunicação em sua análise.

Além disso, a análise do problema através da aplicação do Teorema 4.3.2 com o

Algoritmo 4.3.2 resultou no seguinte controlador:

K = K22 =
[
−0, 0010 −3, 2446

]
.

O valor máximo para o atraso de comunicação neste caso foi deτmax = 1, 835 s. Valor

pouco superior ao obtido com o uso do Teorema 4.2.1. �

Exemplo 4.6.3 (Projeto de controladorH∞ para NCS com incertezas de modelo).

Neste exemplo, consideramos um sistema de controle em rede com atrasos variantes
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Tabela 4.2: (Exemplo 4.6.3) Menor valor aceitável deγ para o qual o sistema é estável com

τmax = 0, 430 e vários valores distintos paraτmin

Método γmin Controlador obtido

Yue et al. (2005, Automatica) [83]1, 90
[
−0.5425 −0.0014 −1.3858

]

Jiang et al. (2008, TAC) [125] 1, 62
[
−0.6085 −0.0072 −1.4456

]

Teorema 4.3.1(η = 1) 1.615
[
−0.5922 −0.0212 −1.5268

]

Teorema 4.3.2(η = 1) 1.605
[
−0.6200 −0.0141 −1.5306

]

e sujeito a incertezas de modelo conforme a descrição a seguir

ẋ(t) =






−1 0 −0, 5

1 −0, 5 0

0 0 0, 5


+H1∆(t)ΞA


x(t) +



0

0

1


 u(t) +



1

1

1


ω(t),

z(t) =
[
1 0 1

]
x(t) + 0, 1u(t),

em que∆(t)T∆(t) ≤ I, e

H1 = ΞA = 0, 1I, H2=0, ΞB=0, ΞC=0, ΞD=0.

Assumindo que o atraso mínimo da rede de comunicação éτmin = 0, 1 s e o atraso

máximo éτmax = 0, 5 s, visamos projetar um controlador robustoH∞ que maximizasse a

atenuação de perturbações exógenas sobre a saída do sistemaem malha fechada, ou seja,

que minimizasse o valor deγ. Para síntese de tal controlador, utilizamos as estratégias

de controle desenvolvidas neste capítulo. Os resultados daaplicação dos Teoremas 4.3.1

e 4.3.2, em conjunto com os Algoritmos 4.3.1 (Simulated Annealing) e 4.3.2 (CCLA),

respectivamente, são apresentados e comparados com os principais métodos encontrados

na literatura na Tabela 4.2. Note que os resultados são superiores aos métodos citados.

Além disso, observe que a utilização do Teorema 4.3.2 em conjunto com o Algoritmo

4.3.2 (CCLA) apresenta resultados superiores aos apresentados com o Teorema 4.3.1.

Este exemplo também ilustra a eficácia de nossa estratégia decontrole robustoH∞ para

sistemas de controle em rede sujeitos a incertezas de modelo. �

Exemplo 4.6.4 (Análise de desempenhoH∞ para o seguimento de trajetória em NCS).

Visando ilustrar a eficácia das estratégias desenvolvidas neste Capítulo aplicadas à

análise de desempenho robustoH∞ para o controle de trajetória em sistemas de controle

em rede com atenuação de perturbações com relação ao erro de rastreamento, apresen-

tamos o seguinte sistema em malha aberta que desejamos controlar através da rede de
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Tabela 4.3: (Exemplo 4.6.4) Menor valor aceitável deγ para o qual o sistema é estável com

τmax = 0, 430 e vários valores distintos paraτmin

Método� τmin 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Gao & Chen (2008, TAC) [5] 3.9018 3.1017 2.5700 2.1922 1.9103

Teorema 4.3.2(η = 1) 1.6279 1.5795 1.5297 1.4787 1.4268

Teorema 4.3.2(η = 10) 1.6279 1.5795 1.5293 1.4781 1.4254

Superior em: (58, 3%) (49, 07%) (40, 5%) (32, 6%) (25, 4%)

comunicação:

ẋp(t) =

[
0 1

−1 −2

]
xp(t) +

[
0

1

]
up(t) +

[
0, 2

0, 1

]
ω(t),

yp(t) =
[
1 0

]
xp(t) + 0, 5up(t), . (4.32)

O modelo de referência é descrito como:

ẋr(t) = −1xr(t)

yr(t) = 0, 5xr(t). (4.33)

Desejamos ilustrar a eficácia de nossa estratégia de análisede desempenho para

o seguimento de trajetória em comparação com os resultados apresentados em [5], que

representa o principal método conhecido de controle de trajetória em sistemas de controle

em rede. Para tanto, consideramos um controlador conhecidoe definido por:

K = K4 =
[
−1 1 1

]
.

Assumindo um atraso máximo de comunicaçãoτmax = 0, 430 s, apresentamos na Ta-

bela 4.3 os valores mínimos paraγ que asseguram as propriedades de desempenhoH∞

para vários valores distintos deτmin. Na Tabela 4.3, também comparamos os resultados

com os obtidos em [5], que representa o principal método conhecido na literatura. A

partir dos resultados apresentados é fácil observar que o critério apresentado no Teo-

rema 4.2.1 é consideravelmente superior ao método de [5]. Nocaso em queτmin = 0,

por exemplo, o método de Gao e Chen [5] assegura um erro de rastreamento limitado

segundo o critérioH∞ em γ = 3.9018 com relação ao valor da norma do ruído de

perturbação, enquanto ao aplicarmos a estratégia de análise desenvolvidas nesta disser-

tação asseguramos que o erro é limitado segundo o critérioH∞ emγ = 1, 6283. Esta

análise ilustra a importância do estudo e do desenvolvimento de novos critérios menos

conservadores na área emergente de sistemas de controle em rede. �

Exemplo 4.6.5 (Projeto de controladorH∞ para o seguimento de trajetória em NCS).
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Neste exemplo consideramos o mesmo sistema de controle em rede apresentado no

Exemplo 4.6.4. O sistema que desejamos controlar é definido por (4.32) e o modelo de

referência para o seguimento de trajetória é definido por (4.33). Considerando uma rede

de comunicação com atraso máximo definido porτmax = 0, 750 s e um atraso mínimo

nulo (τmin = 0), desejamos projetar um controlador robustoH∞ que minimize o erro de

rastreamento do NCS proposto.

A primeira abordagem considerada foi a aplicação do Teorema4.3.1 com seleção de

parâmetros através da abordagem por força-bruta. Para a aplicação desta abordagem

foram simuladas uma série de parâmetros durante oito dias emum dos computadores2

do Laboratório de Automação e Robótica (LARA). A análise envolveu150.000 simula-

ções com conjuntos de parâmetrosσ̄ =
[
σ1 σ2 σ3 σ4 σ5

]
distintos. Os parâmetros

internosσj , j={1, 2, 3, 4, 5} poderiam variar dentro de uma faixa definida pelo intervalo

[−0, 5 ; 0, 5]. O resultado desta abordagem consideravelmente custosa doponto de vista

computacional foi a obtenção de um controlador

K = K51 ==
[
−1, 3902 −0, 5833 0, 4036

]

com umγ mínimo dado porγ1 = 0, 4048.

A segunda abordagem considerada para a análise do problema proposto foi a aplica-

ção do Teorema 4.3.1 em conjunto com o Algoritmo 4.3.1 (Simulated Annealing). Para

esta análise consideramos um número máximo de250 iterações, as quais foram compu-

tadas em cerca de13 minutos com o mesmo computador utilizado na análise anterior. O

resultado da aplicação desta abordagem foi a obtenção do seguinte controlador

K = K52 =
[
−1, 3636 −0, 5746 0, 3945

]

com valor mínimo deγ dado porγ2 = 0, 4060. Observe que a aplicação do Algoritmo

4.3.1 apesar de apresentar um resultado inferior à análise por força-bruta, é considera-

velmente menos custosa computacionalmente.

A última abordagem aplicada considerou o uso do Teorema 4.3.2 com o Algoritmo

4.3.2 (CCLA). Para esta análise consideramos um número máximo de250 iterações do

algoritmo, as quais foram computadas em cerca de20 minutos com o mesmo computador

utilizado para as análises anteriores. Como resultado, obteve-se o seguinte controlador

K = K53 =
[
−1, 4056 −0, 5825 0, 4304

]

com valor mínimo deγ dado porγ3 = 0, 4040. Pode-se observar que a aplicação desta

abordagem se mostrou superior às abordagens resultantes doTeorema 4.3.1. O custo

2O computador utilizado para as simulações foi um Intel(R) Core(TM) i7, CPU 860@2.8GHz, 8GB de

memória RAM com sistema operacional Ubuntu 10.04 (Lucid) com Kernel 2.6.32-25 (64-bit)
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Figura 4.1: (Exemplo 4.6.5) Evolução do valor do traçoλ (4.34) com incremento do número

de iterações do algoritmo (a). Mesma análise após a eliminação do valor obtido na primeira

iteração do algoritmo (k=1).

computacional apesar de maior do que a abordagem pelo uso do Algoritmo 4.3.1 (Si-

mulated Annealing) (devido a inclusão do problema de minimização), ainda é conside-

ravelmente inferior ao custo do método por força-bruta. Outra análise interessante diz

respeito ao comportamento do

λ = tr

(
XX̃+ V1Ṽ1 + V2Ṽ2 + U1Ũ1 + U2Ũ2

)
, (4.34)

que desejamos minimizar. A evolução deste traço com respeito ao número de iterações é

apresentado na Figura 4.1 (a). Para facilitar a visualização, incluímos a Figura 4.1 (b)

eliminando o valor obtido na primeira iteração do algoritmo. Note que com o incremento

do número de iterações, o traçoλ tende a convergir para um valor próximo de15, sendo

queλ = 15 corresponde a situação ideal em queX = X̃, V1 = Ṽ1, V2 = Ṽ2, U1 = Ũ1 e

U2 = Ũ2. �

Exemplo 4.6.6 (ControleH∞ para seguimento de trajetória em um sistema de satélite).

Neste exemplo, ilustramos uma situação em que o sistema que desejamos controlar

é um sistema de satélite, modelado em [5]. O sistema consisteem dois corpos rígidos

unidos por meio de um link flexível, o qual é modelado como uma mola com constante de

torque definida porkm=0.09 Nm e amortecimento viscosof=0.04 Ns/m. Considerando

os dois corpos, denotamos os ângulos de guinada porθ1 e θ2, e o momento de inércia

por J1 eJ2. O torque de controle é definido poru(t) e o ruído de perturbação porω(t).

Assim o sistema dinâmico é definido por:

u(t) = J1θ̈1(t) + f(θ̇1(t)− θ̇2(t)) + km(θ1(t)− θ2(t)),

ω(t) = J2θ̈2(t) + f(θ̇1(t)− θ̇2(t)) + km(θ1(t)− θ2(t)),
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Quando a saída do sistema é a posição angularθ2, o sistema possui a seguinte repre-

sentação em espaço de estados




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 J1 0

0 0 0 J2







θ̇1(t)

θ̇2(t)

θ̈1(t)

θ̈2(t)


 =




0 0 1 0

0 0 0 1

−km km −f f

km −km f −f







θ1(t)

θ2(t)

θ̇1(t)

θ̇2(t)


+




0

0

1

0


u(t) +




0

0

0

1


ω(t),

y(t)=
[
0 1 0 0

]



θ1(t)

θ2(t)

θ̇1(t)

θ̇2(t)


 .

Neste exemplo, consideramos o modelo de referência com a seguinte representação

ẋr(t) = −xr(t) + r(t),

yr(t) = 0, 5xr(t).

e os parâmetros do sistema com valores conhecidos:J1 = J2 = 1, km = 0, 09 e

f = 0, 04. Além disso, consideramos uma rede de comunicação que garanta um atraso

máximo limitado emτmax=0.030. O atraso mínimo da rede de comunicação é estipulado

como sendoτmin=0.005.

Nestas condições, o Teorema 4.3.2 em conjunto com o Algoritmo 4.3.2 foram uti-

lizados com o intuito de projetar um controlador robustoH∞ que minimize o erro de

rastreamento do sistema de satélite analisado. Como resultado desta análise, obtemos o

seguinte controlador:

K6 =
[
−61.18 −68001.18 −31.96 −10944.16 28888.40

]
.

O valor mínimo deγ, para o qual as condições estipuladas na Definição 4.5.1 são válidas,

foi de γ = 0.0901 Os resultados obtidos com esta abordagem são consideravelmente

menos conservadores do que os resultados obtidos com outroscritérios conhecidos da

literatura. Em comparação com o método de Gao & Chen [5] (γ = 0, 1267 ), a análise

teve uma melhora de29%.

Visando ilustrar as contribuições desta análise, apresentamos uma simulação com

os resultados. Para propósitos de simulação, consideramosas seguintes perturbações

ω(t) = 1, 5sin(5t) er(t) = 10sin(0, 5t). Assume-se que as condições iniciais do sistema

de satélite são

ρ0 =
[
−0, 5 1, 3 0, 3 −0, 3

]
. �

e do sistema de referência é
[
0, 5
]
. O atraso da rede de comunicação foi simulado através

de uma distribuição uniforme com limites em0, 005 e0, 030.
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Figura 4.2: Erro de Rastreamento do Teorema 4.3.2 em comparação com o resultado de [5].

O erro de rastreamento obtido utilizando a abordagem desenvolvida nesta disserta-

ção é comparado com o erro de rastreamento do método estado-da-arte [5]. Esta análise

é apresentada na Figura 4.2. Como esperado, o erro de rastreamento com o controlador

K6 projetado a partir do Teorema 4.3.2, fica abaixo do limiarγ = 0.0901 obtido com a

aplicação do Teorema 4.3.2. De maneira análoga, observe queo erro de rastreamento

do método desenvolvido em [5] também fica abaixo do esperado (γ = 0, 1267 ). Con-

tudo este erro é mais de30% superior ao erro de rastreamento obtido utilizando nossa

abordagem.
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5 CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou técnicas para a análise de estabilidade de sistemas de controle

em rede e para a a síntese de controladores robustosH∞. A ênfase foi na análise de sistemas

de controle em rede a partir da investigação das propriedades de estabilidade de sistemas

sujeitos a atrasos no tempo.

Inicialmente, foram apresentadas a definição de sistemas decontrole em rede, suas van-

tagens e as principais questões decorrentes de sua utilização. Em seguida, visando à melhor

compreensão dos teoremas propostos, foram apresentados osconceitos fundamentais para a

análise de sistemas sujeitos a atrasos no tempo.

No Capítulo 2, foi desenvolvido um novo critério de estabilidade para sistemas atrasados

a partir da análise por partes do atraso. Apesar desta contribuição ter se mostrado superior

aos métodos estado-da-arte conhecidos da literatura de sistemas atrasados, o método foi

aperfeiçoado a partir da incorporação da abordagem por fracionamento do atraso. A nova

abordagem foi então estendida para lidar com sistemas sujeitos a incertezas de modelo e com

casos especiais nos quais a informação sobre a velocidade devariação da função de atraso é

limitada ou indisponível.

As contribuições teóricas para a análise de sistemas atrasados foram em seguida adapta-

das para a análise de estabilidade de sistemas de controle emrede representados por equa-

ções diferenciais atrasadas. A combinação de técnicas estado-da-arte de análise de sistemas

atrasados e as novas abordagens de análise de sistemas atrasados introduzidas nesta disser-

tação foram fundamentais para o estabelecimento dos novos critérios de estabilidade e de

estabilidade robusta para sistemas de controle em rede apresentados no trabalho. Exemplos

numéricos foram utilizados para demonstrar a importância desta contribuição para a análise

desta classe de sistemas.

A principal contribuição desta dissertação, no entanto, encontra-se no Capítulo 4. Neste

capítulo, primeiramente, foi estabelecido um critério de análise de desempenho referente a

atenuação de perturbações exógenas de acordo com o critérioH∞ em sistemas de controle

em rede com atrasos variantes no tempo e incertezas de modelo. Em seguida, foi apresen-

tada uma proposta para a síntese de controladores que garantam a estabilidade assintótica

e o bom desempenho no sentidoH∞ relativo à atenuação de sinais de perturbação sobre a

saída do NCS. Contudo, a proposta apresentada foi descrita na forma de BMIs e, portanto,

sem solução por meio de algoritmos tradicionais. Neste contexto, foram apresentadas duas

abordagens para a solução do problema de estabilização robustaH∞. A abordagem trivial

normalmente utilizada na literatura e que consiste na substituição de certas matrizes variáveis

por escalares constantes foi primeiramente apresentada. Contudo, diferentemente dos méto-

dos encontrados na literatura que não definem critérios paraa seleção dos parâmetros, uma

109



abordagem de seleção por meio do algoritmo de busca heurística simulated annealingfoi

apresentada. Esta abordagem mostrou-se bastante satisfatória em comparação com métodos

de seleção manual ou por força-bruta. Além disso, foi apresentada uma segunda aborda-

gem mais sofisticada para a solução do problema de síntese de controladoresH∞ a partir

da aplicação de um algoritmo de linearização por complementaridade cônica. Porém, para

a aplicação deste método, o problema teve de ser adaptado pormeio de técnicas avançadas

de análise para problemas convexos. Esta análise, por sua vez, se mostrou uma importante

contribuição teórica para a literatura visto que este algoritmo de linearização não havia sido

utilizado para a solução de critérios complexos com várias variáveis.

Outra importante contribuição foi a extensão das estratégias de controle desenvolvidas

nesta dissertação para lidar com o problema de controle de trajetória em sistemas de con-

trole em rede com atenuação de perturbações sobre o erro de rastreamento de acordo com o

critérioH∞. Foi mostrado que o desempenho desta abordagem é satisfatório para o segui-

mento de um modelo de referência através do controle em rede no sentido de ser robusto aos

intempéres da rede de comunicação e atenuar as perturbaçõessobre o erro de rastreamento.

5.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

A área de pesquisa em sistemas de controle em rede é muito vasta, tanto no que se refere

ao desenvolvimento e à aplicação de técnicas de controle como no que se refere à análise dos

problemas relacionados ao canal imperfeito de transmissão.

Considerando a perspectiva de controle, novas estratégiasde controle poderiam ser de-

senvolvidas a partir dos resultados desta dissertação. Zheng et al [170] e Lin et al. [171]

apresentam uma análise para a síntese de controladores do tipo PID (proporcional-integral-

derivativo) através da solução do problema de realimentação de saída com ganhos proporci-

onais utilizando desigualdades matriciais lineares. Zhang et al. [153] demonstram que esta

abordagem pode ser estendida para sistemas de controle em rede a partir da utilização de

acumuladores no módulo de controle. A incorporação de controladores do tipo PID com

as técnicas de estabilidade robustaH∞ desenvolvidas na dissertação tenderiam a melhorar

o desempenho do sistema em malha fechada. Outra possível estratégia seria a extensão do

critério de estabilidade para sistemas de controle em rede com controladores dinâmicos, já

desenvolvida pelos autores [72], para o problema de estabilização robustaH∞. A utilização

de controladores dinâmicos seria interessante por considerar separadamente as característi-

cas particulares do atraso entre os sensores e o controladore do atraso entre o controlador e

o atuador.

Em relação a avaliação experimental, as técnicas desenvolvidas na dissertação poderiam

ser aplicadas para a análise e para o controle de diversos sistemas reais através de redes

de comunicação. Em especial, o controle de trajetória de veículos aéreos não-tripulados
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(VANTs), e.g., os robôs aéreos baseados em VTOL (do inglêsvertical take-off and landing)

pertencentes ao Laboratório de Automação e Robótica (LARA), através de redes sem fio tem

potencial para ser uma contribuição relevante à área de robótica aérea.

Por fim, no que se refere à problemas relacionados ao canal imperfeito de transmis-

são, a utilização de sensores inteligentes que reduzam o tráfego da rede de comunicação se

mostra promissora. Em particular, McCann et al. [172] apresentam uma solução de baixo

custo computacional para os sensores que envolve a substituição da amostragem periódica

tradicional pela amostragem Lebesgue introduzida por Åström e Bernhardsson [173]. Em

[172, 127], foi mostrado que esta abordagem apresenta desempenho satisfatório para siste-

mas lineares com grande redução do número de eventos de comunicação. Apesar dos autores

não apresentarem análise de estabilidade, as técnicas apresentadas na dissertação poderiam

ser diretamente utilizadas para estabelecer um limite máximo para o intervalo de amostragem

dependente do atraso máximo de comunicação.
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A. PROVAS DOS TEOREMAS

A.1 PROVA DO TEOREMA 2.1.1 – [CAPÍTULO 2 ]

Para deduzirmos a prova do Teorema 2.1.1, primeiramente, consideremos o caso em que

d(t) < τ2. Tomando a derivada da função de Lyapunov candidata (2.5) e considerando o

caso corrente em queχ[τ1,τ2] (d(t))=1, obtemos a seguinte expressão1

V̇1(t)|d(t)<τ2
=

ḋ (t)

τ2−τ1
xT (t) (P1−P2)x(t) + ẋT (t)

(
d(t)−τ1

τ2−τ1
P1+

τ2−d(t)

τ2−τ1
P2

)
x(t)

+ xT (t)

(
d(t)−τ1

τ2−τ1
P1+

τ2−d(t)

τ2−τ1
P2

)
ẋ(t), (A.1)

V̇2(t) = xT (t−τ1)Q1x(t−τ1)−
(
1− ḋ (t)

)
xT (t−d(t))Q1x(t−d(t)), (A.2)

V̇3(t) =

[
x(t−τ1)

x(t−τ2)

]T[
N11 N12

NT
12 N22

][
x(t−τ1)

x(t−τ2)

]
−

[
x(t−τ2)

x(t−τ3)

]T[
N11 N12

NT
12 N22

][
x(t−τ2)

x(t−τ3)

]
,

(A.3)

V̇4(t) = x(t)Mx(t) − xT (t−τ1)Mx(t−τ1), (A.4)

V̇5(t) = ẋT (t)
[
τ 21S1

]
ẋ(t)− τ1

∫ t

t−τ1

ẋT (s)S1ẋ(s)ds, (A.5)

V̇6(t) = ẋT (t)[(τ2−τ1)Z1 + (τ3−τ2)Z2]ẋ(t)−

∫ t−τ1

t−τ2

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds

−

∫ t−τ2

t−τ3

ẋT (s)Z2ẋ(s)ds, (A.6)

V̇7(t)|d(t)<τ2
= ẋT (t) [(τ2−d(t)) (R1−R3) + d(t) (R1+R2) + (τ3−d(t)) (R3+R4)] ẋ(t)

−

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋT (s) (R1−R3) ẋ(s)ds− ḋ (t)

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R1−R3) ẋ(s)ds

−

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R1+R2) ẋ(s)ds+ ḋ (t)

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R1+R2) ẋ(s)ds

−

∫ t−d(t)

t−τ3

ẋT (s) (R3+R4) ẋ(s)ds− ḋ (t)

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R3+R4) ẋ(s)ds. (A.7)

Visando facilitar a análise, iremos agrupar as derivadas deV6(t) eV7(t), as quais possuem

1Para maiores explicações sobre como derivar os termosV5(t), V6(t) e V7(t) consulte o Lema B.0.1 no

Apêndice B.
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vários termos em comum, no seguinte termo:

V̇6−7(t)|d(t)<τ2
= ẋT (t) [(τ2−τ1)Z1 + (τ3−τ2)Z2 + τ2R1 + d(t)R2 + (τ3−τ2)R3

+(τ3−d(t))R4] ẋ(t)−

∫ t−τ1

t−τ2

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds−

∫ t−τ2

t−τ3

ẋT (s)Z2ẋ(s)ds

−

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋT (s)(R1−R3)ẋ(s)ds−

∫ t−d(t)

t−τ3

ẋT (s)(R3+R4)ẋ(s)ds

−

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)
(
R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds. (A.8)

Tendo separado todos os termos contendo integrais em um único termoV̇6−7(t)|d(t)<τ2
,

iremos expandir suas integrais no maior número de termos possíveis. Para tal, devemos levar

em consideração o intervalo em que o atraso está contidoτ1 ≤ d(t) < τ2. A ideia é reduzir

os intervalos de integração visando diminuir o conservadorismo decorrente da aplicação da

desigualdade de Jensen. Como resultado, teremos as seguintes igualdades:

−

∫ t−τ1

t−τ2

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds = −

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds−

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds,

−

∫ t−d(t)

t−τ3

ẋT (s)(R3+R4)ẋ(s)ds =

−

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋT (s)(R3+R4)ẋ(s)ds−

∫ t−τ2

t−τ3

ẋT (s)(R3+R4)ẋ(s)ds,

−

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)
(
R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds =

−

∫ t

t−τ1

ẋT (s)
(
R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds

−

∫ τ1

t−d(t)

ẋT (s)
(
R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds. (A.9)

Após a substituição dos termos de (A.9) em (A.8), agrupamos os termos semelhantes de

forma a obtermos a seguinte expressão

V̇6−7(t)|d(t)<τ2
=ẋT (t)((τ2−τ1)Z1+(τ3−τ2)Z2 + τ2R1 + (τ3−τ2)R3

+(τ3−τ2)R4 + (τ2−d(t))R4 + τ2
(d(t)−τ1)

τ2−τ1
R2 + τ1

(τ2−d(t))

τ2−τ1
R2

)
ẋ(t)

−

∫ t

t−τ1

ẋT (s)
(
R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds

−

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋT (s)
(
Z1 +R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds

−

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋT (s) (Z1 + (R1−R3) + (R3+R4)) ẋ(s)ds

−

∫ t−τ2

t−τ3

ẋT (s) (Z2 +R3 +R4) ẋ(s)ds. (A.10)
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Observe que as integrais em (A.5) e em (A.10) apresentam vetores que não podem ser

desassociados e, portanto, não podemos solucionar as integrais. Para resolver este problema,

uma das soluções usuais é a introdução de termos cruzados do tipo 2αTβ e a utilização das

desigualdades de Park-Moon (vide [174, 106] e Lema B.0.4) deforma a introduzir outros

termos na Lyapunov e eliminar ou isolar as integrais. Todavia, esta solução não é ideal e

é muito mais conservadora do que a utilização da desigualdade de Jensen (Lema B.0.2, no

Apêndice B), recentemente introduzida como uma solução para este problema. Por apresen-

tar melhores resultados e não envolver novas variáveis, utilizaremos esta solução no decorrer

do trabalho. Aplicando a desigualdade de Jensen em (A.5) e em(A.10), obtemos as seguintes

expressões

V̇ 5(t) = ẋT (t)
[
τ 21S1

]
ẋ(t)− [x(t)−x(t−τ1)]

T
S1[x(t)−x(t−τ1)], (A.11)

V̇ 6−7(t)|d(t)<τ2
=ẋT (t)((τ2−τ1)Z1+(τ3−τ2)Z2 + τ2R1 + (τ3−τ2)R3 + (τ3−τ2)R4

+(τ2−d(t))R4 + τ2
(d(t)−τ1)

τ2−τ1
R2 + τ1

(τ2−d(t))

τ2−τ1
R2

)
ẋ(t)

−[x(t)−x(t−τ1)]
T

(
1

τ1

(
R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

))
[x(t)−x(t−τ1)]

−
1

τ3−τ2
[x(t−τ2)−x(t−τ3)]

T (Z2 +R3 +R4)[x(t−τ2)−x(t−τ3)]

−

[
1

d(t)−τ1

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋ(s)ds

]T
(d(t)−τ1)

(
Z1+R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)[ 1

d(t)−τ1

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋ(s)ds

]

−

[
1

τ2−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋ(s)ds

]T
(τ2−d(t))(Z1 +R1 +R4)

[
1

τ2−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋ(s)ds

]
.

(A.12)

Neste ponto é interessante ressaltar que para a aplicação correta da desigualdade de Jen-

sen introduzimos as restrições
(
Z1+R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
>0,

(
S1 +

1

τ1

(
R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

))
>0, (A.13)

que são satisfeitas se as restrições em (2.8), para o caso em que ḋ (t)→dmin e ḋ (t)→dmax,

também forem satisfeitas. Estas restrições são necessárias pois, conforme a definição do

Lema B.0.2 no Apêndice B, a matriz central da desigualdade deJensen deve ser simétrica

definida positiva. Todavia, devido à derivada do atraso que pode assumir tanto valores po-

sitivos como negativos, e também devido à maior liberdade quanto às restrições sobre a

positividade das matrizesRk, k={1, 2, 3, 4}, não podemos assumira priori que os termos a

esquerda de (A.13) são definidos positivos. Quanto aos outros termos, é fácil concluir que

são positivos. Analisando termo por termo, de acordo com as restrições impostas em (2.6)
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e em (2.8), parȧd (t)→dmin e ḋ (t)→dmax, tem-se que a soma(Z2+R3+R4) é definida po-

sitiva poisZ2>0 e (R3+R4)>0; e que a soma(Z1+R1+R4) é definida positiva pois, de

acordo com (2.6),(Z1+R1)>R3 e (R3+R4)>0.

Não obstante, para facilitar a análise, definiremos os seguintes termos:

ξ1d(t):=
1

d(t)−τ1

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋ(s)ds e ξd2(t):=
1

τ2−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋ(s)ds, (A.14)

que são termos contínuos. Observa-se ainda quelimd(t)→τ1ξ1d(t) = ẋ(t−τ1), e quelimd(t)→τ2ξd2 =

ẋ(t−τ2).

Tendo investigado a derivada da função de Lyapunov candidata (2.5) e estruturado seus

termos de maneira específica, definiremos o seguinte vetor deestado de estados:

ζT1 (t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3) ξT1d(t) ξTd2(t)

]

(A.15)

em queζT1 (t) ∈ R8rx. Desta maneira, podemos organizar os termos resultantes deV̇1(t) −

V̇7(t) em (A.1)-(A.4), (A.11) e (A.12), combinando-os na forma da seguinte LMI:

V̇ (t)|d(t)<τ2 ≤ ζT1 (t)
(
Ω|d(t)<τ2

)
ζ1(t), (A.16)

em que

Ω|d(t)<τ2=

[
Ψ(1) 0

0 Λ(1)

]
∈ R8rx×8rx ,

Λ(1)=−

[
(d(t)−τ1)

(
Z1+R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
0

0 (τ2−d(t)) (Z1+R1+R4)

]
.

eΨ(1) é definido em (2.10).

Continuando a análise, suponha agora a existência das matrizes

G̃11:=



0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

A Ad −I 0 0 0


 , G̃12:=



(d(t)−τ1)I 0

0 (τ2−d(t))I

0 0


 , (A.17)

tal queG̃1:=
[
G̃11 G̃12

]
∈R3rx×8rx. Observe que esta definição foi feita com o intuito espe-

cífico de obtermos a seguinte propriedade:

G̃1ζ1(t) = 0.

Esta propriedade é necessária para a aplicação do Lema de Finsler (Lema B.0.3 no Apên-

dice B) sobre a expressão no lado direito da desigualdade (A.16). Para a aplicação do

lema, definiremos a matriz de ponderação livre, i.e. sem restrições sobre sua positividade,
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F1 ∈ R6rx×3rx, tal que possamos obter̃F1=
[
F T
1 0

]T
∈R8rx×3rx. Desta maneira, podemos

afirmar que a expressão no lado direito da Equação (A.16) é definida negativa somente se a

seguinte expressão for válida,

Ω1 = Ω|d(t)<τ2 + F̃1G̃1 + G̃T
1 F̃

T
1

=

[
Ψ(1) + F1G̃11+G̃T

11F
T
1 F1G̃12

∗ Λ(1)

]
< 0 (A.18)

É interessante acrescentar que a aplicação do método de Finsler não é a única maneira

de se obter a expressão (A.18) a partir de (A.16). Uma outra possibilidade é a introdução de

expressões nulas utilizando a fórmula de Leibniz-Newton:

2ζT1 (t)F̃1



x(t−d(t))− x(t−τ1) + (d(t)−τ1)ξ1d(t)

x(t−τ2)− x(t−d(t)) + (τ2−d(t))ξd2(t)

Ax(t) + Adx(t−d(t))− ẋ(t)


 = 0,

visto que 

x(t−d(t))− x(t−τ1) + (d(t)−τ1)ξ1d(t)

x(t−τ2)− x(t−d(t)) + (τ2−d(t))ξd2(t)

Ax(t) + Adx(t−d(t))− ẋ(t)


 =



0

0

0


 .

Ademais, observe queζT1 (t)Ω1ζ1(t) é literalmente igual aζT1 (t)
(
Ω|d(t)<τ2

)
ζ1(t), visto que

ζT1 (t)
(
F̃1G̃1 + G̃T

1 F̃
T
1

)
ζ1(t) = 0. Todavia a aplicação do Lema de Finsler nos traz uma

maior flexibilidade quanto as possíveis manipulações sobrea LMI (A.16), incluindo a pos-

sibilidade de eliminação das matrizes de ponderação livre obtendo o mesmo resultado.

Retornando à análise inicial, temos que provar queζT1 (t)Ω1ζ1(t) < 0. Para tanto, consi-

deremos agora os casos especiais deΩ1 em qued(t)→τ1 ed(t)→τ2. Analisando as matrizes

resultantes,Ω1|d(t)→τ1 e Ω1|d(t)→τ2 , é notável que todos os termos contendo(d(t)−τ1) são

eliminados da primeira matriz e são substituídos por(τ2−τ1) na segunda matriz, enquanto o

inverso ocorre com os termos contendo(τ2−d(t)). Aproveitando-se desta condição, pode-

mos reorganizar a LMI apresentada em (A.18) da seguinte maneira:

ζT1 (t)Ω1ζ1(t) =
τ2−d(t)

(τ2−τ1)
ζT1 (t)

(
Ω1|d(t)→τ1

)
ζ1(t) +

d(t)−τ1

(τ2−τ1)
ζT1 (t)

(
Ω1|d(t)→τ2

)
ζ1(t),

em que

Ω1|d(t)→τ1=

[
Ψ(1)|d(t)→τ1 + F1G̃11+G̃T

11F
T
1 F1G̃12|d(t)→τ1

∗ Λ(1)|d(t)→τ1

]
,

Ω1|d(t)→τ2=

[
Ψ(1)|d(t)→τ2 + F1G̃11+G̃T

11F
T
1 F1G̃12|d(t)→τ2

∗ Λ(1)|d(t)→τ2

]
,

Além disso, analisando os termos derivados deG̃12 e Λ(1), observa-se a existência de

linhas e colunas de zeros emΩ1|d(t)→τ1 e Ω1|d(t)→τ2 . Isto ocorre porque todos os termos
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que multiplicamξ1d(t) são eliminados quando fazemosd(t)→τ1 e o mesmo ocorre com

os termos deξd2(t) quando fazemosd(t)→τ2. Eliminando estas linhas e colunas nulas de

Ω1|d(t)→τ1 eΩ1|d(t)→τ2 obteremos exatamente as matrizesΩ11 eΩ12 definidas em (2.9). Nota-

se então que podemos reescreverζT1 (t)Ω1ζ1(t) da seguinte maneira:

ζT1 (t)Ω1ζ1(t) =
τ2−d(t)

(τ2−τ1)
ζT11(t)Ω11ζ11(t) +

d(t)−τ1

(τ2−τ1)
ζT12(t)Ω12ζ12(t), (A.19)

em que

ζT11(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3) ξTd2(t)

]

ζT12(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3) ξT1d(t)

]
. (A.20)

Ademais, observa-se queζT1 (t)Ω1ζ1(t) é convexo em relação ad(t). Como consequência

da expressão (A.19) é notável queζT1 (t)Ω1ζ1(t) é um termo negativo definido apenas se os

vérticesζT11(t)Ω11ζ11(t) e ζT12(t)Ω12ζ12(t) forem definidos negativos.

Não obstante, dada a definição do intervalo válido da derivada do atraso em (2.3), pode-

mos inferir a seguinte expressão

Ω11 =
dmax−ḋ (t)

dmax−dmin

Ω11|ḋ(t)→dmin
+

ḋ (t)−dmin

dmax−dmin

Ω11|ḋ(t)→dmax
,

Ω12 =
dmax−ḋ (t)

dmax−dmin

Ω12|ḋ(t)→dmin
+

ḋ (t)−dmin

dmax−dmin

Ω12|ḋ(t)→dmax
. (A.21)

de forma que possamos concluir que os termosΩ11 eΩ12 são convexos em relação aḋ (t)∈ [dmin, dmax].

Assim da expressão (A.21) podemos concluir queΩ1k é definido negativo apenas seΩ1k|ḋ(t)→dmin

eΩ1k|ḋ(t)→dmax
forem definidos negativos parak = {1, 2}. Desta maneira concluímos a pri-

meira parte da prova do Teorema 2.1.1.

Agora, deveremos nos focar no caso em queτ2 < d(t) ≤ τ3. Provaremos que resultados

análogos ao primeiro caso podem ser obtidos utilizando argumentos semelhantes. Conside-

rando o caso corrente, em qued(t) > τ2, a derivada da função de Lyapunov candidata (2.5)

resulta em expressões para as derivadas deV2(t), V3(t), V4(t), V5(t), V6(t), respectivamente,

iguais as expressões obtidas em (A.2), (A.3), (A.4), (A.5) e(A.6). Contudo, para as derivadas
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deV1(t) eV7(t), obtemos as seguintes expressões,

V̇1(t)|d(t)>τ2
=

ḋ (t)

τ3−τ2
xT (t) (P3−P1)x(t) + ẋT (t)

(
d(t)−τ2

τ3−τ2
P3+

τ3−d(t)

τ3−τ2
P1

)
x(t)

+ xT (t)

(
d(t)−τ2

τ3−τ2
P3+

τ3−d(t)

τ3−τ2
P1

)
ẋ(t), (A.22)

V̇7(t)|d(t)>τ2
= ẋT (t) [(d(t)−τ2) (R3−R1) + d(t) (R1+R2) + (τ3−d(t)) (R3+R4)] ẋ(t)

−

∫ t−τ2

t−d(t)

ẋT (s) (R3−R1) ẋ(s)ds+ ḋ (t)

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R3−R1) ẋ(s)ds

−

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R1+R2) ẋ(s)ds+ ḋ (t)

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R1+R2) ẋ(s)ds

−

∫ t−d(t)

t−τ3

ẋT (s) (R3+R4) ẋ(s)ds− ḋ (t)

∫ t

t−d(t)

ẋT (s) (R3+R4) ẋ(s)ds. (A.23)

Observe que, de acordo com as restrições impostas em (2.6) com relação aP1, podemos

inferir que(P3−P1)= (P1−P2). Ademais, dado que os subintervalos derivados do intervalo

[τmin, τmax] são equidistantes, podemos afirmar que o primeiro termo a direita da expressão

(A.22) , i.e., ḋ(t)
τ3−τ2

xT (t) (P3−P1)x(t) é igual ao termo ḋ(t)
τ2−τ1

xT (t) (P1−P2) x(t) que aparece

em (A.1). Desta maneira, ao apresentarmos as condições de estabilidade na forma de de-

sigualdades matriciais lineares, em (2.10), este último termo é substituído pelo termo que

aparece em (A.1).

Em seguida, de maneira semelhante ao primeiro caso, iremos agrupar os termosV6(t) e

V̇7(t)|d(t)>τ2
em um único termȯV6−7(t)|d(t)>τ2

. Ademais, iremos expandir suas integrais no

maior número de termos possíveis considerando o intervalo corrente em que o atraso está

contido, i.e.,τ2 < d(t) ≤ τ3. Obtemos então o seguinte termo resultante

V̇6−7(t)|d(t)>τ2
= ẋT (t)((τ2−τ1)Z1 + (τ3−τ2)Z2 + τ2R1 + (τ3−τ2)R3

+(τ3−d(t))R4 + τ3
(d(t)−τ2)

τ3−τ2
R2 + τ2

(τ3−d(t))

τ3−τ2
R2

)
ẋ(t)

−

∫ t

t−τ1

ẋT (s)
(
R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds

−

∫ t−τ1

t−τ2

ẋT (s)
(
Z1 + R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds

−

∫ t−τ2

t−d(t)

ẋT (s)
(
Z2 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 +R3 + ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds

−

∫ t−d(t)

t−τ3

ẋT (s)(Z2 +R3 +R4)ẋ(s)ds (A.24)

De maneira análoga ao que foi feito em (A.10), utilizaremos adesigualdade de Jensen

(Lema B.0.2) para solucionar o problema dos termos que não podem ser desassociados den-

tro das integrais presentes em (A.5) e em (A.24). Assim, obtemos as seguintes expressões
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resultantes,

V̇ 5(t) = ẋT (t)
[
τ 21S1

]
ẋ(t)− [x(t)−x(t−τ1)]

T
S1[x(t)−x(t−τ1)], (A.25)

V̇ 6−7(t)|d(t)>τ2
= ẋT (t)((τ2−τ1)Z1 + (τ3−τ2)Z2 + τ2R1

+(τ3−τ2)R3 + (τ3−d(t))R4 + τ3
(d(t)−τ2)

τ3−τ2
R2 + τ2

(τ3−d(t))

τ3−τ2
R2

)
ẋ(t)

−[x(t)−x(t−τ1)]
T

(
1

τ1

(
R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

))
[x(t)−x(t−τ1)]

−
1

τ2−τ1
[x(t−τ1)−x(t−τ2)]

T
(
Z1+R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

)
[x(t−τ1)−x(t−τ2)]

− ξT2d(t)(d(t)−τ2)
(
Z2 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 +R3 + ḋ (t)R4

)
ξ2d(t)

− ξTd3(t)(τ3−d(t))(Z2 +R3 +R4)ξd3(t) (A.26)

em queξ2d(t) e ξd3(t) são definidos da seguinte maneira

ξ2d(t):=
1

d(t)−τ2

∫ t−τ2

t−d(t)

ẋ(s)ds e ξd3(t):=
1

τ3−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ3

ẋ(s)ds. (A.27)

Observe ainda que as restrições apresentadas em (A.13) e as restrições seguintes
(
Z2+R3+

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
>0, (A.28)

devem ser satisfeitas para que possamos utilizar corretamente a desigualdade de Jensen

nesta etapa. Para tanto, adicionamos as restrições descritas em (2.8), parȧd (t)→dmin

e ḋ (t)→dmax, nas condições do teorema 2.1.1. Quanto ao último termo de (A.24), i.e.,

(Z2+R3+R4), podemos assumir que este é definido positivo poisZ2>0 e (R3+R4)>0.

Agruparemos todos os termos resultantes deV̇1(t) − V̇7(t), presentes em (A.2)-(A.4),

(A.22), (A.25) e (A.26), de maneira a organizar-los conforme a seguinte desigualdade matri-

cial

V̇ (t)|d(t)>τ2 ≤ ζT2 (t)
(
Ω|d(t)>τ2

)
ζ2(t), (A.29)

em que

Ω|d(t)>τ2=

[
Ψ(2) 0

0 Λ(2)

]
,

Λ(2)=−

[
(d(t)−τ2)

(
Z2+

(
1−ḋ (t)

)
R2+R3+ḋ (t)R4

)
0

0 (τ3−d(t))(Z2+R3+R4)

]
,

ζT2 (t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3) ξT2d(t) ξTd3(t)

]
,

eΨ(2) é definido em (2.10).

Não obstante, de maneira semelhante ao primeiro caso, aplicaremos o Lema de Finsler

(Lema B.0.3, no Apêndice B) sobre a expressão no lado direitoda Equação (A.29). Para
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tanto, definiremos a matriz̃G2:=
[
G̃21 G̃22

]
∈R3rx×8rx , tal que

G̃2ζ2(t) = 0,

em que

G̃21:=



0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

A Ad −I 0 0 0


 , G̃22:=



(d(t)−τ2)I 0

0 (τ3−d(t))I

0 0


 .

Assim, introduziremos a seguinte matriz de ponderação livre F2 ∈ R6rx×3rx, tal que

possamos obter̃F2=
[
F T
2 0

]T
∈R8rx×3rx. Desta maneira, podemos afirmar que a expressão

no lado direito da Equação (A.29) é definida negativa (e consequentemente a expressão no

lado esquerdo) somente se a seguinte afirmação for válida,

Ω2 = Ω|d(t)>τ2 + F̃2G̃2 + G̃T
2 F̃

T
2

=

[
Ψ(2) + F2G̃21+G̃T

21F
T
2 F2G̃22

∗ Λ(2)

]
< 0. (A.30)

Consideremos agora os casos especiais deΩ2 em qued(t)→τ2 e d(t)→τ3. Analisando

as matrizes resultantes,Ω2|d(t)→τ2 e Ω2|d(t)→τ3 , é notável que todos os termos contendo

(d(t)−τ2) são eliminados da primeira matriz e são substituídos por(τ3−τ2) na segunda ma-

triz, enquanto o inverso ocorre com os termos contendo(τ3−d(t)). Então de maneira análoga

ao procedimento realizado em (A.19), iremos reorganizar a LMI apresentada em (A.30) da

seguinte maneira:

ζT2 (t)Ω2ζ2(t) =
τ3−d(t)

(τ3−τ2)
ζT21(t)Ω21ζ21(t) +

d(t)−τ2

(τ3−τ2)
ζT22(t)Ω22ζ22(t), (A.31)

em que as matrizesΩ21 eΩ22 são definidas em (2.9) e

ζT21(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3) ξTd3(t)

]

ζT22(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3) ξT2d(t)

]
.

Observe que as matrizesΩ21 eΩ22 são respectivamente equivalentes as matrizesΩ2|d(t)→τ2

e Ω2|d(t)→τ3 após eliminarmos as linhas e colunas de zeros presentes nestas matrizes. De

forma que as expressõesζT2k(t)Ω2kζ2k(t) e ζT2 (t)
(
Ω2|d(t)→τk+1

)
ζ2(t) sejam equivalentes para

k={1, 2}. Então analisando a convexidade deζT2 (t)Ω2ζ2(t) em relação ad(t), verifica-se

ser suficiente analisar a viabilidade das expressõesΩ21 < 0 e Ω22 < 0 para garantir que a

expressãoζT2 (t)Ω2ζ2(t) < 0 seja válida.
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Ademais, conhecendo o intervalo que delimita a derivada do atraso, (2.3), podemos infe-

rir que

Ω21 =
dmax−ḋ (t)

dmax−dmin

Ω21|ḋ(t)→dmin
+

ḋ (t)−dmin

dmax−dmin

Ω21|ḋ(t)→dmax
, (A.32)

Ω22 =
dmax−ḋ (t)

dmax−dmin

Ω22|ḋ(t)→dmin
+

ḋ (t)−dmin

dmax−dmin

Ω22|ḋ(t)→dmax
, (A.33)

de forma que, semelhantemente a (A.21), possamos concluir queΩ21 e Ω22 são convexos

em relação aḋ (t)∈ [dmin, dmax] e que a viabilidade das expressõesΩ21 < 0 e Ω22 < 0 é

garantida seΩ1k|ḋ(t)→dmin
eΩ1k|ḋ(t)→dmax

forem definidos negativos parak = {1, 2}.

Finalmente, após investigado a derivada da função de Lyapunov candidata (2.5), estamos

preparados para finalizar a prova do Teorema 2.1.1. Para tal,devemos estabelecer condições

que garantam que a derivada da função de Lyapunov seja negativa. Considerando o caso, em

qued(t) 6= τ2, a seguinte expressão é válida

V̇ (t)|d(t)6=τ2 ≤ χ[τ1,τ2] (d(t)) ζ
T
1 (t)Ω1ζ1(t) +

(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

)
ζT2 (t)Ω2ζ2(t).

Ademais, para o segundo caso, em qued(t) = τ2, considerando a definição de estabilidade

de Lyapunov (1.2.1), podemos concluir que

V̇ (t)|d(t)=τ2 ≤ max
{
ζT1 (t)Ω1ζ1(t), ζ

T
2 (t)Ω2ζ2(t)

}
.

Por conseguinte, podemos concluir que se as condições apresentadas em (2.9) na forma

de LMIs forem satisfeitas, então a função candidata de Lyapunov (2.5) é estritamente de-

crescente, i.e.,̇V (t) é definida negativa, para o intervalo de atraso considerado em (2.2),

d(t) ∈ [τmin, τmax], o que conclui a prova do Teorema 2.1.1.

�
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A.2 PROVA DO TEOREMA 2.1.2 – [CAPÍTULO 2 ]

Para a prova do Teorema 2.1.2, desejamos derivar condições para as quais a função can-

didata de Lyapunov-Krasovskii, descrita em (2.12), seja decrescente. Para tal, similarmente

a metodologia aplicada na prova do Teorema 2.1.1, utilizaremos o método de análise por

partes e realizaremos uma análise separada para cada um dos subintervalos do atraso. Para o

primeiro intervalo, tomaremos a derivada da função de Lyapunov candidata (2.12), conside-

rando o intervalo corrente em queχ[τ1,τ2] (d(t)) =1. Não obstante, observe que o resultados

das derivadas dos termosV1(t)-V3(t), V6(t) e V7(t) já foram obtidos em (A.1)-(A.3) e em

(A.12). Portanto, iniciaremos a análise a partir das derivadas dos novos termos de Lyapunov

V4(t) eV5(t), explicitas a seguir,

V̇4(t) =




x(t− 0
η
τ1)

...

x(t− η−1
η
τ1)




T 

M11 . . . M1η

...
. . .

...

∗ . . . Mηη







x(t− 0
η
τ1)

...

x(t− η−1
η
τ1)




−




x(t− 1
η
τ1)

...

x(t− η

η
τ1)




T 

M11 . . . M1η

...
. . .

...

∗ . . . Mηη







x(t− 1
η
τ1)

...

x(t− η

η
τ1)


 , (A.34)

V̇5(t) =

η∑

k=1

(
τ1

η

)(
τ1

η
ẋT (t)Skẋ(t)−

∫ t− k−1
η

τ1

t− k
η
τ1

ẋT (s)Skẋ(s)ds

)
, (A.35)

Não obstante, observe que o termo

−

∫ t

t−τ1

ẋT (s)
(
R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds

presente na derivada da funçãoV7(t), em (A.10) e em (A.24), pode ser expandido emη-

vezes, de acordo com a divisão do intervalo[0, τmin], da seguinte maneira,

−

η∑

k=1

∫ t− k−1
η

τ1

t− k
η
τ1

ẋT (s)
(
R1 +

(
1−ḋ (t)

)
R2 + ḋ (t)R4

)
ẋ(s)ds. (A.36)

Assim, resgatamos este termo para, então, combinarmos estecom as integrais em (A.35).

Destarte, aplicamos a desigualdade de Jensen no termo resultante e, assim, obtemos a se-

guinte desigualdade,

V̇5(t) ≤

η∑

k=1

((
τ1

η

)2

ẋT (t)Skẋ(t)−
[
x
(
t−k−1

η
τ1

)
− x
(
t−k

η
τ1

)]T

×

(
Sk+

η

τ1

(
R1+

(
1−ḋ (t)

)
R2+ḋ (t)R4

))[
x
(
t−k−1

η
τ1

)
− x
(
t−k

η
τ1

)])
, (A.37)
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Além disso, analogamente a (A.15) e visando facilitar a análise, definimos a variável de

estadosζ1(t)∈R(7+η)rx , da seguinte maneira

ζT1 (t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξT1d(t) ξTd2(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
, (A.38)

paraη≥2 (observe que para o caso em queη=1, utiliza-se o mesmoζT1 (t) definido em

(A.15)). Em seguida, devemos agrupar os termos previamenteobtidosV̇1(t)-V̇3(t), V̇6(t) e

V̇7(t), em (A.1)-(A.12), juntamente com os novos termosV̇4(t)-V̇5(t), em (A.34) e (A.37), a

fim de construirmos a seguinte LMI, estabelecida a partir destes resultados prévios.

V̇ (t)|d(t)<τ2 ≤ ζT1 (t)
(
Ω|d(t)<τ2

)
ζ1(t), (A.39)

em que

Ω|d(t)<τ2 =



Ψ(1)(d(t)) 0 Θ(η)

∗ Λ(1) 0

∗ ∗ Φ(η)


 ∈ R(7+η)rx×(7+η)rx ,

Λ(1) =

[
(d(t)−τ1) Λ

(1)
2 0

0 (τ2−d(t)) Λ
(1)
1

]
, (A.40)

e os termosΨ(1)(d(t)), Λ(1)
1 , Λ(1)

2 , Θ(η) eΦ(η) são definidos em (2.16).

Continuando a análise, introduzimos a matrizG̃1∈R
3rx×(7+η)rx , definida da seguinte ma-

neira,

G̃1 =
[
G̃11 G̃12(d(t)) 0

]
, (A.41)

em que

G̃11:=



0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

A Ad −I 0 0 0


∈R3rx×6rx , G̃12:=



(d(t)−τ1)I 0

0 (τ2−d(t))I

0 0


∈R3rx×2rx .

Observe queζ1(t) ∈ N{G̃1}, i.e., ζ1(t) pertence ao espaço nulo da matrizG̃1 e, portanto,

G̃1ζ1(t)=0. Esta propriedade, como discutido na subseção anterior, é necessária para a cor-

reta aplicação do método de Finsler (Lema B.0.3, no ApêndiceB).

Então, a partir da definição do método de Finsler, introduzimos a matriz de ponderação

livre, i.e. sem restrições sobre sua positividade,F1 ∈ R6rx×3rx, tal queF̃1=
[
F T
1 0

]T
∈

R(7+η)rx×3rx. Destarte, podemos afirmar que a expressão no lado direito dadesigualdade

(A.39) é definida negativa e, por conseguinte,V̇ (t)|d(t)<τ2 < 0, se a seguinte afirmação for

válida

ζT1 (t)Ω1ζ1(t) = ζT1 (t)
(
Ω|d(t)<τ2 + F̃1G̃1 + G̃T

1 F̃
T
1

)
ζ1(t) < 0.
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Ademais, visando facilitar a análise, explicitaremos os termos da matrizΩ1, de forma que

esta possa ser reescrita da seguinte maneira,

Ω1 =



Ψ(1) + F1G̃11+G̃T

11F
T
1 F1G̃12 Θ(η)

∗ Λ(1) 0

∗ ∗ Φ(η)


 . (A.42)

Não obstante, a fim de utilizarmos as propriedades de convexidade da matrizΩ1, con-

sideraremos os limites do atraso para este caso, i.e.,d(t)→τ1 e d(t)→τ2. Analisando as

matrizes resultantes,Ω1|d(t)→τ1 eΩ1|d(t)→τ2 , observamos que ao eliminarmos as linhas e co-

lunas nulas, advindas das linhas e colunas ponderadas por(d(t)−τ1) e (τ2−d(t)), obtemos

respectivamente as matrizesΩ11 eΩ12, definidas em (2.16). Ademais, podemos reescrever a

expressãoζT1 (t)Ω1ζ1(t) por uma expressão equivalente,

ζT1 (t)Ω1ζ1(t) =
τ2−d(t)

(τ2−τ1)
ζT11(t)Ω11ζ11(t) +

d(t)−τ1

(τ2−τ1)
ζT12(t)Ω12ζ12(t), (A.43)

em que

ζT11(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξTd2(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈ R(6+η)rx ,

ζT12(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξT1d(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈ R(6+η)rx , (A.44)

Assim, podemos observar melhor a propriedade de convexidade deΩ1 com relação ad(t).

Por conseguinte, conclui-se que a matrizΩ1 e, por conseguinte,̇V (t)|d(t)<τ2 , são definidas

negativas se e somente seΩ11 eΩ12 forem definidas negativas. Ademais, a partir do intervalo

que delimita a derivada do atraso variante (2.3), podemos reescrever as matrizes resultantes

da seguinte maneira

Ω11 =
dmax−ḋ (t)

dmax−dmin

Ω11|ḋ(t)→dmin
+

ḋ (t)−dmin

dmax−dmin

Ω11|ḋ(t)→dmax
, (A.45)

Ω12 =
dmax−ḋ (t)

dmax−dmin

Ω12|ḋ(t)→dmin
+

ḋ (t)−dmin

dmax−dmin

Ω12|ḋ(t)→dmax
. (A.46)

e, portanto, utilizando a mesma análise de convexidade agora paraΩ11 eΩ12 com relação a

ḋ (t), podemos inferir que as matrizes são definidas negativas se esomente seΩ1k|ḋ(t)→dmin

eΩ1k|ḋ(t)→dmax
forem matrizes definidas negativas, parak={1, 2}.

Desta maneira concluímos a primeira parte da prova do Teorema 2.1.2. Deveremos agora

nos focar no segundo intervalo, em queτ2 < d(t) ≤ τ3. Primeiramente, devemos analisar

a derivada da função candidata de Lyapunov (2.12), considerando o segundo subintervalo.

Não obstante, o resultado desta derivada já foi previamenteobtido em (A.1)-(A.3), para
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V̇1(t)-V̇3(t), em (A.26) paraV̇6(t)-V̇7(t), e em (A.34)-(A.37) parȧV4(t)-V̇5(t). Por conse-

guinte, iniciaremos a análise a partir da construção da seguinte desigualdade matricial linear,

estabelecida com os resultados previamente obtidos,

V̇ (t)|d(t)>τ2 ≤ ζT2 (t)
(
Ω|d(t)>τ2

)
ζ2(t), (A.47)

em que

Ω|d(t)>τ2 =



Ψ(2)(d(t)) 0 Θ(η)

∗ Λ(2) 0

∗ ∗ Φ(η)


 ∈ R(7+η)rx×(7+η)rx ,

Λ(2) =

[
(d(t)−τ2) Λ

(2)
2 0

0 (τ3−d(t)) Λ
(2)
1

]
, (A.48)

e os termosΨ(2)(d(t)), Λ(2)
1 , Λ(2)

2 , Θ(η) eΦ(η) são definidos em (2.16).

Similarmente a análise feita para o primeiro intervalo, introduziremos uma matriz̃G2∈R
3rx×(7+η)rx ,

tal queζ2(t) ∈ N{G̃2}, i.e.,ζ2(t) pertença ao seu espaço nulo e, portanto,G̃2ζ2(t)=0. Des-

tarte, definiremos

G̃2 =
[
G̃21 G̃22(d(t)) 0

]
, (A.49)

em queG̃21∈R
3rx×6rx e G̃22(d(t))∈R

3rx×2rx são definidos a seguir,

G̃21:=



0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

A Ad −I 0 0 0


, G̃22(d(t)):=



(d(t)−τ2)I 0

0 (τ3−d(t))I

0 0


.

Por conseguinte, introduzimos a a matriz de ponderação livre, i.e. sem restrições sobre

sua positividade,F2 ∈ R6rx×3rx , tal queF̃2=
[
F T
2 0 0

]T
∈ R(7+η)rx×3rx. Assim, veri-

ficamos que a expressão no lado direito da desigualdade (A.47) é definida negativa e, por

conseguinte,̇V (t)|d(t)>τ2 < 0, se a seguinte afirmação for válida

ζT2 (t)
(
Ω|d(t)>τ2 + F̃2G̃2 + G̃T

2 F̃
T
2

)
ζ2(t) < 0.

Todavia, para facilitar a análise definiremos a matrizΩ2 da seguinte maneira,

Ω2 =
(
Ω|d(t)>τ2 + F̃2G̃2 + G̃T

2 F̃
T
2

)
=



Ψ(2) + F2G̃21+G̃T

21F
T
2 F2G̃22 Θ(η)

∗ Λ(2) 0

∗ ∗ Φ(η)


. (A.50)

Analogamente ao primeiro intervalo, consideremos agora oscasos especiais referentes

a (A.50) em qued(t)→τ2 e d(t)→τ3. Após a eliminação das linhas e colunas nulas, as

matrizes resultantesΩ2|d(t)→τ2 eΩ2|d(t)→τ3 são equivalentes as matrizesΩ21 eΩ22, definidas
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em (2.16). Não obstante, observa-se que devido a convexidade deζT2 (t)Ω2ζ2(t) em relação

ad(t), a seguinte expressão é válida,

ζT2 (t)Ω2ζ2(t) =
τ3−d(t)

(τ3−τ2)
ζT21(t)Ω21ζ21(t) +

d(t)−τ2

(τ3−τ2)
ζT22(t)Ω22ζ22(t), (A.51)

em que

ζT21(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξTd3(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈ R(6+η)rx ,

ζT22(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξT2d(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈ R(6+η)rx ,

Destarte, podemos inferir queζT2 (t)Ω2ζ2(t) é definida negativa e, consequentemente, a

expressãȯV (t)|d(t)>τ2 < 0 é válida, se e somente seΩ21 e Ω22 forem definidas negativas.

Além disso, dada a convexidade das matrizes resultantes em relação aḋ (t), podemos reali-

zar uma análise análoga a (A.46), e, desta forma, concluir que estas matrizes são definidas

negativas se e somente seΩ2k|ḋ(t)→dmin
eΩ2k|ḋ(t)→dmax

forem matrizes definidas negativas,

parak={1, 2}.

Finalmente, após investigado a derivada da nova função de Lyapunov candidata, defi-

nida em (2.12), estamos preparados para finalizar a prova do Teorema 2.1.2. Neste contexto,

estamos procurando condições que garantam que a derivada dafunção de Lyapunov seja ne-

gativa. Considerando o caso, em qued(t) 6= τ2, observamos que se as condições estipuladas

no Teorema 2.1.2, então a seguinte expressão é válida

V̇ (t)|d(t)6=τ2 ≤ χ[τ1,τ2] (d(t)) ζ
T
1 (t)Ω1ζ1(t) +

(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

)
ζT2 (t)Ω2ζ2(t).

Além disso, para o caso em qued(t) = τ2, podemos concluir que

V̇ (t)|d(t)=τ2 ≤ max
{
ζT1 (t)Ω1ζ1(t), ζ

T
2 (t)Ω2ζ2(t)

}
.

Desta forma, podemos concluir que a função candidata de Lyapunov (2.5) é estritamente de-

crescente, i.e.,̇V (t) é definida negativa, para o sistema com atrasos variantes e desconhecidos

satisfazendo (2.2) e (2.3), o que conclui a prova do Teorema 2.1.2.

�
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A.3 PROVA DO TEOREMA 2.2.1 – [CAPÍTULO 2 ]

A prova do Teorema relativo a estabilidade robusta de sistemas com atrasos variantes

sujeitos a incertezas de modelo possui uma série de similaridades com a prova do Teorema

2.1.2, visto que ambos Teoremas são baseados na mesma funçãocandidata de Lyapunov,

descrita em (2.12). Não obstante, observa-se que o resultado da derivação desta função

de Lyapunov já foi deduzido anteriormente. Para o primeiro subintervalo de atraso, i.e.,

τ1 ≤ d(t) < τ2, as derivadas resultantes são apresentadas em (A.1)-(A.12), (A.34) e (A.37).

Enquanto, para o segundo intervalo, as derivadas resultantes são apresentadas em (A.22)-

(A.26), (A.34) e (A.37). Desta maneira, iniciaremos a análise, para o caso em qued(t) < τ2,

a partir da combinação das derivadas resultantes e da construção da LMI

V̇ (t)|d(t)<τ2 ≤ ζT1 (t)
(
Ω|d(t)<τ2

)
ζ1(t), (A.52)

em que a matriz
(
Ω|d(t)<τ2

)
é definida em (A.39) eζ1(t) é definido em (A.38).

Observe que apesar de utilizarmos o mesmo vetor de estados auxiliar ζ1(t), existem di-

ferenças consideráveis entre o caso nominal e o caso corrente, i.e., o caso robusto. Isto por

conta da presença das incertezas de modelo definidas em (2.18). Devido a estas incertezas,

a dinâmica do sistema incerto com atrasos variantes difere do caso nominal, e é definida em

(2.17) por

ẋ(t) = (A+∆A) x(t) + (Ad +∆Ad) x(t− d(t)).

Por conseguinte, diferentemente do caso nominal, verifica-se queζ1(t) 6∈ N{G̃1}, i.e.,

ζ1(t) não pertence ao espaço nulo da matrizG̃1, definida em (A.41). Como resultado, não

podemos utilizar a matriz̃G1 para a análise baseada no lema de Finsler. Consideremos então

uma nova matriz̄G1∈R
3rx×(7+η)rx , tal queζ1(t) seja uma solução para o sistema homogêneo

correspondente. Deste modo, definimos a matrizḠ1 =
[
Ḡ11 Ḡ12 0

]
, em que

Ḡ11:=




0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

(A+∆A) (Ad+∆Ad) −I 0 0 0


, Ḡ12:=



(d(t)−τ1)I 0

0 (τ2−d(t))I

0 0


.

(A.53)

Observe que desta maneira verificamos a validade da expressão Ḡ1ζ1(t)=0.

Então, visando a aplicação do lema de Finsler sobre a expressão no lado direito de (A.52),

introduzimos a matriz de ponderação livreF1 ∈ R6rx×3rx, tal que possamos, de maneira se-

melhante ao caso nominal, obterF̄1=
[
F T
1 0 0

]T
∈R(7+η)rx×3rx. Por conseguinte, podemos

afirmar que a expressão no lado direito de (A.52) é definida negativa se a seguinte expressão

for válida

Ω|d(t)<τ2 + F̄1Ḡ1 + ḠT
1 F̄

T
1 =



Ψ(1) + F1Ḡ11+ḠT

11F
T
1 F1Ḡ12 Θ(η)

∗ Λ(1) 0

∗ ∗ Φ(η)


 < 0, (A.54)
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em que os termosΨ(1), Θ(η) eΦ(η) são definidos em (2.16) eΛ(1) é definido em (A.39).

Não obstante, se considerarmos as definições de∆A e∆Ad, em (2.18), podemos expli-

citar seus termos em̄G1,

Ḡ11=



0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

A Ad −I 0 0 0


+



0

0

I



[
∆A ∆Ad 0 0 0 0

]

= G1 + Γ3

[
∆A ∆Ad 0 0 0 0

]

= G1 + Γ3H∆(t)ΓΞ ,

em queΓΞ=
[
ΞA ΞAd 0 0 0 0

]
, ΓT

3=
[
0 0 I

]
e G1 é definido em (2.16).

Assim, podemos reescrever a expressão (A.54) da seguinte maneira

Ω1=



Ψ(1)+F1G1+GT

1 F
T
1 F1Ḡ12 Θ(η)

∗ Λ(1) 0

∗ ∗ Φ(η)


+



F1(Γ3H∆(t)ΓΞ)+(Γ3H∆(t)ΓΞ)

T
F T
1 0 0

0 0 0

0 0 0




=



Ψ(1)+F1G1+GT

1 F
T
1 F1Ḡ12 Θ(η)

∗ Λ(1) 0

∗ ∗ Φ(η)


+ αT

1∆(t)β + βT∆(t)Tα1 < 0, (A.55)

em queα1:=
[
(F1Γ3H)T 0 0

]
eβ:=

[
ΓΞ 0 0

]
.

De maneira semelhante ao caso nominal, consideremos agora as matrizes resultantes de

Ω1 parad(t)→τ1 e d(t)→τ2, i.e., Ω1|d(t)→τ1 e Ω1|d(t)→τ2 . Eliminando as linhas e colunas

nulas resultantes dos termos(d(t)−τ1) e(τ2−d(t)), podemos reorganizar a LMI apresentada

em (A.55) da seguinte maneira:

ζT1 (t)Ω1ζ1(t) =
τ2−d(t)

(τ2−τ1)
ζT11(t)

(
Ω1|d(t)→τ1

)
ζ11(t) +

d(t)−τ1

(τ2−τ1)
ζT12(t)

(
Ω1|d(t)→τ2

)
ζ12(t),

em queζ11(t) e ζ12(t) são definidos em (A.44), e

Ω1|d(t)→τk=



Ψ(1)|d(t)→τk+F1G1+GT

1 F
T
1 (τ2−τ1)F1Γk Θ(η)

∗ (τ2−τ1)Λ1k 0

∗ ∗ Φ(η)


+αT

1∆(t)β+βT∆T (t)α1,

(A.56)

parak={1, 2}, comΓ1, Γ2, Λ11 eΛ12 definidos em (2.16).

Note queζT1 (t)Ω1ζ1(t) é convexo em relação ad(t). Então, analogamente ao caso

nominal, podemos afirmar queζT1 (t)Ω1ζ1(t) é definido negativo apenas se as expressões

ζT1 (t)
(
Ω1|d(t)→τ1

)
ζ1(t)<0 e ζT1 (t)

(
Ω1|d(t)→τ2

)
ζ1(t)<0 forem válidas. Ademais, se aplicar-

mos a desigualdade de Park-Moon (Lema B.0.4 (I), no ApêndiceB) sobre os termos de
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(A.56) contendo as matrizes variantes no tempo∆(t), i.e.,αT
1∆(t)β +βT∆(t)Tα1, obtemos

a seguinte desigualdade

ζT1k(t)
(
αT
1∆(t)β + βT∆(t)Tα1

)
ζ1k(t) = 2ζT1k(t)α

T
1∆(t)βζ1k(t)

≤ ζT1k(t)

(
1

ǫk
αT
1 α1 + ǫkβ

Tβ

)
ζ1k(t),

parak={1, 2}.

Desta maneira, a seguinte expressão é válida

Ω1|d(t)→τk ≤



Ψ(1)|d(t)→τk+F1G1+GT

1 F
T
1 (τ2−τ1)F1Γk Θ(η)

∗ (τ2−τ1)Λ1k 0

∗ ∗ Φ(η)


+

1

ǫk
αT
1 α1+ǫkβ

Tβ.

Não obstante, se analisarmos o complemento de Schur desta expressão, verificamos que o

termo a direita da expressão e, por conseguinte,Ω1|d(t)→τk , k={1, 2}, são definidos negativos

se e somente se a seguinte expressão for válida





Ψ(1)|d(t)→τk+F1G1+GT

1 F
T
1 (τ2−τ1)F1Γk Θ(η)

∗ (τ2−τ1)Λ1k 0

∗ ∗ Φ(η)


 αT

1 ǫkβ
T

∗ −ǫkI 0

∗ ∗ −ǫkI



< 0. (A.57)

Destarte, é fácil perceber que o termo a esquerda da expressão de (A.57) equivale aΩ11 e

Ω12, parak=1 ek=2, respectivamente. Ademais, dada a definição da derivada do atraso em

(2.3) podemos concluir que

Ω11 =
dmax−ḋ (t)

dmax−dmin

Ω11|ḋ(t)→dmin
+

ḋ (t)−dmin

dmax−dmin

Ω11|ḋ(t)→dmax
, (A.58)

Ω12 =
dmax−ḋ (t)

dmax−dmin

Ω12|ḋ(t)→dmin
+

ḋ (t)−dmin

dmax−dmin

Ω12|ḋ(t)→dmax
. (A.59)

e, portanto,Ω11 eΩ12 são convexos eṁd (t)∈ [dmin, dmax].

Agora, nos focaremos no segundo intervalo,τ2 < d(t) ≤ τ3. Utilizando argumentos se-

melhantes, provaremos que resultados análogos podem ser obtidos. Por utilizarmos a mesma

função candidata de Lyapunov (2.12), podemos derivar esta função e agrupar seus termos de

maneira semelhante a (A.47). De forma que iniciaremos nossaanálise a partir da construção

da LMI

V̇ (t)|d(t)>τ2 ≤ ζT2 (t)
(
Ω|d(t)>τ2

)
ζ2(t), (A.60)

em que
(
Ω|d(t)>τ2

)
e ζ2(t) são definidos em (A.47).

Observe que analogamente ao caso anterior, não podemos utilizar a matrizG̃2 definida
na prova do Teorema 2.1.2 para aplicação do método de Finsler. Isto porque, devido a
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influência das incertezas de modelo,ζ2(t) não pertence ao espaço nulo desta matriz, i.e.,
ζ2(t) 6∈ N{G̃2}. Necessitamos então de uma nova matrizḠ2R

3rx×(7+η)rx , tal queζ2(t)

pertença ao seu espaço nulo. Para tal, definimosḠ2:=
[
Ḡ21 Ḡ22 0

]
, em que

Ḡ21:=




0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

(A+∆A) (Ad+∆Ad) −I 0 0 0


, Ḡ22:=



(d(t)−τ2)I 0

0 (τ3−d(t))I

0 0


.

Observe que para este caso a expressãoḠ2ζ2(t) = 0 é válida.

Assim, introduzimos a matriz de ponderação livreF2 ∈ R6rx×3rx , de maneira a obtermos

F̄2=
[
F T
2 0 0

]T
∈R(7+η)rx×3rx. Então, por conseguinte da aplicação do lema de Finsler,

temos queζT2 (t)
(
Ω|d(t)>τ2

)
ζ2(t) é definido negativo se a seguinte expressão for válida

Ω|d(t)>τ2 + F̄2Ḡ2 + ḠT
2 F̄

T
2 =



Ψ(2) + F2Ḡ21+ḠT

21F
T
2 F2Ḡ22 Θ(η)

∗ Λ(2) 0

∗ ∗ Φ(η)


 < 0, (A.61)

em que os termosΨ(2), Θ(η) eΦ(η) são definidos em (2.16) eΛ(2) é definido em (A.47).

Não obstante, se explicitarmos as matrizes de∆A e∆Ad, de acordo com (2.18), podemos

reescrever̄G21 como

Ḡ21=



0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

A Ad −I 0 0 0


+



0

0

I



[
∆A ∆Ad 0 0 0 0

]

= G2 + Γ3H∆(t)ΓΞ ,

em queG2 é definido em (2.16), eΓT
3 e ΓΞ são definidos em (2.21). Assim, podemos

reescrever a expressão (A.61) da seguinte maneira

Ω2=



Ψ(2) + F2G21+GT

21F
T
2 F2Ḡ22 Θ(η)

∗ Λ(2) 0

∗ ∗ Φ(η)


+



F2(Γ3H∆(t)ΓΞ)+(Γ3H∆(t)ΓΞ)

T
F T
2 0 0

0 0 0

0 0 0




=



Ψ(2) + F2G21+GT

21F
T
2 F2Ḡ22 Θ(η)

∗ Λ(2) 0

∗ ∗ Φ(η)


+ αT

2∆(t)β + βT∆(t)Tα2 < 0, (A.62)

em queα2:=
[
(F2Γ3H)T 0 0

]
eβ:=

[
ΓΞ 0 0

]
.

Consideremos agora os casos especiais deΩ2 em qued(t)→τ2 ed(t)→τ3. Analisando as

matrizes resultantes,Ω2|d(t)→τ2 eΩ2|d(t)→τ3 , e eliminando as linhas e colunas nulas, podemos

reorganizar a LMI apresentada em (A.62) da seguinte maneira:

ζT2 (t)Ω2ζ2(t) =
τ3−d(t)

(τ3−τ2)
ζT21(t)

(
Ω2|d(t)→τ2

)
ζ21(t) +

d(t)−τ2

(τ3−τ2)
ζT22(t)

(
Ω2|d(t)→τ3

)
ζ22(t),
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em queζ21(t) e ζ22(t) são definidos em (A.51), e

Ω2|d(t)→τk+1
=



Ψ(2)|d(t)→τk+1

+F2G2+GT
2 F

T
2 (τ3−τ2)F2Γk Θ(η)

∗ (τ3−τ2)Λ2k 0

∗ ∗ Φ(η)


+αT

2∆(t)β+βT∆T (t)α2,

(A.63)

parak={1, 2}, comΓ1, Γ2, Λ21 eΛ22 definidos em (2.16).

De maneira análoga ao primeiro caso, observa-se que o termoζT2 (t)Ω2ζ2(t) é convexo em

relação ad(t) e que, consequentemente, este é definido negativo se os termosζT2 (t)
(
Ω2|d(t)→τ2

)
ζ2(t)

e ζT2 (t)
(
Ω2|d(t)→τ3

)
ζ3(t) forem definidos negativos. Todavia, aplicando a desigualdade de

Park-Moon (Lema B.0.4 (I)) sobreαT
2∆(t)β+βT∆(t)Tα2 emΩ2|d(t)→τ2 eΩ2|d(t)→τ3 , sepa-

radamente, obtemos a seguinte desigualdade

Ω2|d(t)→τk+1
≤



Ψ(2)|d(t)→τk+1

+F2G2+GT
2 F

T
2 (τ3−τ2)F2Γk Θ(η)

∗ (τ3−τ2)Λ2k 0

∗ ∗ Φ(η)


+

1

ǫk+2
αT
2 α2+ǫk+2β

Tβ.

Analisando o complemento de Schur desta expressão, verifica-se que as matrizesΩ2|d(t)→τk+1
,

k{1, 2}, são definidas negativas se e somente se a seguinte expressãofor válida





Ψ(2)|d(t)→τk+1

+F2G2+GT
2 F

T
2 (τ3−τ2)F2Γk Θ(η)

∗ (τ3−τ2)Λ2k 0

∗ ∗ Φ(η)


 αT

2 ǫk+2β
T

∗ −ǫk+2I 0

∗ ∗ −ǫk+2I



< 0.

Ademais, observe que a expressão acima equivale aΩ21 eΩ22, parak=1 ek=2, respectiva-

mente. Além disso, dada a definição da derivada do atraso em (2.3) podemos concluir que

Ω11 eΩ12 são convexos eṁd (t)∈ [dmin, dmax] e, portanto, são definidos negativos se as ma-

trizesΩ11|ḋ(t)→dmin
, Ω12|ḋ(t)→dmin

, Ω21|ḋ(t)→dmax
eΩ22|ḋ(t)→dmax

forem definidas negativas.

Não obstante, estamos agora preparados para finalizar a prova do Teorema 2.2.1. Analo-

gamente à prova do Teorema 2.1.2, devemos provar que função candidata de Lyapunov (2.12)

é estritamente decrescente, considerando o sistema incerto com atrasos variantes e sujeito a

incertezas de modelo definidas em (2.18). Para tal, observamos a validade da expressão

V̇ (t)|d(t)6=τ2 ≤ χ[τ1,τ2] (d(t)) ζ
T
1 (t)Ω1ζ1(t) +

(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

)
ζT2 (t)Ω2ζ2(t).

para o caso em qued(t) 6= τ2, e a validade da expressão

V̇ (t)|d(t)=τ2 ≤ max
{
ζT1 (t)Ω1ζ1(t), ζ

T
2 (t)Ω2ζ2(t)

}
.

para o caso contrário. Por conseguinte, observa-se que se ascondições apresentadas no

Teorema 2.2.1 forem satisfeitas entãoV̇ (t) é definida negativa, ou seja, a função de Lyapunov
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(2.12) é estritamente decrescente e, consequentemente, o sistema (2.17) com incertezas de

modelo definidas em (2.18) e sujeito a atrasos desconhecidose variantes é assintoticamente

e robustamente estável.

�
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A.4 PROVA DO TEOREMA 3.2.1 – [CAPÍTULO 3 ]

Dada a função definida positiva (3.14), descrita como funçãocandidata de Lyapunov-

Krasovskii para o sistema de controle em rede (3.7), desejamos estabelecer condições que

garantam que a função de Lyapunov seja decrescente. Para tal, devemos primeiramente

considerar a derivada dos termosV1(t)-V6(t) em (3.14) parat∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, ao longo

da trajetória de (3.7). Assim, obtemos as seguintes expressões,2

V̇1(t) = ẋT (t)Px(t) + xT (t)P ẋ(t), (A.64)

V̇2(t) = x(t)Q1x(t)−

(
1−

1

2
ḋ (t)

)
x
(
t−d(t)�2

)T
Q1x

(
t−d(t)�2

)
, (A.65)

V̇3(t) =

[
x(t−τ1)

x(t−τ2)

]T[
N11 N12

NT
12 N22

][
x(t−τ1)

x(t−τ2)

]
−

[
x(t−τ2)

x(t−τ3)

]T[
N11 N12

NT
12 N22

][
x(t−τ2)

x(t−τ3)

]
, (A.66)

V̇4(t) =




x(t− 0
η
τ1)

...

x(t− η−1
η
τ1)




T 

M11 . . . M1η

...
. . .

...

∗ . . . Mηη







x(t− 0
η
τ1)

...

x(t− η−1
η
τ1)




−




x(t− 1
η
τ1)

...

x(t− η

η
τ1)




T 

M11 . . . M1η

...
. ..

...

∗ . . . Mηη







x(t− 1
η
τ1)

...

x(t− η

η
τ1)


 , (A.67)

V̇5(t) =

η∑

k=1

(
τ1

η

)(
τ1

η
ẋT (t)Skẋ(t)−

∫ t− k−1
η

τ1

t− k
η
τ1

ẋT (s)Skẋ(s)ds

)
, (A.68)

V̇6(t) = ẋT (t)
[
(τ2−τ1)

2
Z1 + (τ3−τ2)

2
Z2

]
ẋ(t)

− (τ2−τ1)

∫ t−τ1

t−τ2

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds− (τ3−τ2)

∫ t−τ2

t−τ3

ẋT (s)Z2ẋ(s)ds, (A.69)

Em seguida, iremos analisar os resultados considerando a análise por partes do atraso.

Considerando o primeiro intervalo em queχ[τ1,τ2] (d(t))=1, queremos expandir as integrais

do termoV̇6(t) no maior número de termos possíveis. Para tal, devemos levarem considera-

ção o intervalo em que o atraso está contidoτ1 ≤ d(t) < τ2. A ideia é semelhante a utilizada

no capítulo anterior, e seu objetivo é reduzir os intervalosde integração visando diminuir o

conservadorismo decorrente da aplicação da desigualdade de Jensen. Desta maneira, obte-

mos a seguinte expressão,

V̇6(t)|d(t)<τ2
=ẋT (t)

(
(τ2−τ1)

2
Z1 + (τ3−τ2)

2
Z2

)
ẋ(t)

− (τ2−τ1)

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds− (τ2−τ1)

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds

− (τ3−τ2)

∫ t−τ2

t−τ3

ẋT (s)Z2ẋ(s)ds. (A.70)

2Para maiores explicações sobre como derivar os termosV5(t) eV6(t) consulte o Lema B.0.1 no Apêndice

B.

150



De maneira análoga ao capítulo anterior, resolveremos os termos contendo integrais em

V̇5(t) e V̇6(t), em (A.68) e (A.70), respectivamente, através da aplicaçãoda desigualdade de

Jensen (Lemma B.0.2),t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗,

V̇5(t)≤

η∑

k=1

((
τ1

η

)2

ẋT (t)Skẋ(t)−
[
x
(
t−k−1

η
τ1

)
− x
(
t−k

η
τ1

)]T
Sk

×
[
x
(
t−k−1

η
τ1

)
− x
(
t−k

η
τ1

)])
, (A.71)

V̇6(t)|d(t)<τ2
= ẋT (t)

(
(τ2−τ1)

2
Z1 + (τ3−τ2)

2
Z2

)
ẋ(t)

−

[
1

d(t)−τ1

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋ(s)ds

]T
(τ2−τ1)(d(t)−τ1)Z1

[
1

d(t)−τ1

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋ(s)ds

]

−

[
1

τ2−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋ(s)ds

]T
(τ2−τ1)(τ2−d(t))Z1

[
1

τ2−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋ(s)ds

]

− [x(t−τ2)−x(t−τ3)]
T
Z2[x(t−τ2)−x(t−τ3)]. (A.72)

Desta maneira, tendo investigado a derivada da função candidata de Lyapunov (3.14) e

estruturado seus termos de maneira específica, definiremos oseguinte vetor de estados,

ζT1 (t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3) xT (t−d(t)

2
)

ξT1d(t) ξTd2(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈R(8+η)rx , (A.73)

em que

ξ1d(t):=
1

d(t)−τ1

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋ(s)ds, e ξd2(t):=
1

τ2−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋ(s)ds, (A.74)

são variáveis auxiliares definidas para facilitar a análise.

Desta maneira, podemos organizar os termos resultantes deV̇1(t)-V̇6(t) em (A.64)-(A.67),

(A.71) e (A.72), combinando-os na forma da seguinte LMI:

V̇ (t)|d(t)<τ2 ≤ ζT1 (t)
(
Ω|d(t)<τ2

)
ζ1(t), (A.75)

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

Ω|d(t)<τ2 =



Ψ(1) 0 Θ(η)

∗ Λ(1) 0

∗ ∗ Φ(η)


 ∈ R(8+η)rx×(8+η)rx ,

Λ(1) =

[
− (d(t)−τ1) (τ2−τ1)Z1 0

0 − (τ2−d(t)) (τ2−τ1)Z1

]
,

e os termosΨ(1), Θ(η) eΦ(η) são definidos em (3.17).
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Continuando a análise, procuramos definir uma nova matrizG̃1∈R
3rx×(8+η)rx , tal que

ζ1(t) ∈ N{G̃1}, ou seja, tal queζ1(t) pertença ao espaço nulo da matrizG̃1 e, portanto,

G̃1ζ1(t) = 0. Para tanto, definimos

G̃1 =
[
G̃11 G̃12(d(t)) 0

]
, (A.76)

em que

G̃11:=



0 I 0 −I 0 0 0

0 −I 0 0 I 0 0

A Ad −I 0 0 0 0


∈R3rx×7rx , G̃12:=



(d(t)−τ1)I 0

0 (τ2−d(t))I

0 0


.

Então, introduzimos a matriz de ponderação livre, i.e. sem restrições sobre sua positividade,

F1 ∈ R7rx×3rx , tal queF̃1=
[
F T
1 0

]T
∈ R(8+η)rx×3rx. Assim, verificamos que a expressão

no lado direito da LMI (A.75) é definida negativa e, por conseguinte,V̇ (t)|d(t)<τ2 < 0, se a

afirmaçãoζT1 (t)Ω1ζ1(t) < 0 for válida,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

Ω1 = Ω|d(t)<τ2 + F̃1G̃1 + G̃T
1 F̃

T
1

=



Ψ(1) + F1G̃11+G̃T

11F
T
1 F1G̃12 Θ(η)

∗ Λ(1) 0

∗ ∗ Φ(η)


 . (A.77)

Consideremos agora os casos especiais deΩ1 em qued(t)→τ1 e d(t)→τ2. Analisando

as matrizes resultantes,Ω1|d(t)→τ1 e Ω1|d(t)→τ2 , é notável que todos os termos contendo

(d(t)−τ1) são eliminados da primeira matriz e são substituídos por(τ2−τ1) na segunda

matriz, enquanto o inverso ocorre com os termos contendo(τ2−d(t)). Destarte, podemos

reescreverζT1 (t)Ω1ζ1(t) da seguinte maneira:

ζT1 (t)Ω1ζ1(t) =
τ2−d(t)

(τ2−τ1)
ζT11(t)Ω11ζ11(t) +

d(t)−τ1

(τ2−τ1)
ζT12(t)Ω12ζ12(t), (A.78)

comt∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

ζT11(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

xT (t−d(t)
2
) ξTd2(t) x(t− 1

η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈ R(7+η)rx ,

ζT12(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

xT (t−d(t)
2
) ξT1d(t) x(t− 1

η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈ R(7+η)rx , (A.79)

Assim, podemos observar melhor a propriedade referente a convexidade deΩ1 com re-

lação ad(t). Portanto, como pode ser observado da expressão (A.78), é notável que o termo

ζT1 (t)Ω1ζ1(t) e, por conseguinte,̇V (t)|d(t)<τ2 , são definidos negativos se e somente seΩ11 e

Ω12 forem matrizes definidas negativas,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗.
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Desta maneira concluímos a primeira parte da prova do Teorema 3.2.1. Portanto, de-

vemos agora nos focar na análise do segundo intervalo, em queτ2 < d(t) ≤ τ3. De ma-

neira análoga ao primeiro intervalo, desejamos estabelecer condições que garantam que a

função candidata de Lyapunov (3.14) seja decrescente, parat∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, conside-

randoχ[τ1,τ2] (d(t)) =1. Para tal, utilizaremos argumentos semelhantes aos propostos na pri-

meira parte da análise. Desta forma, iniciaremos a análise apartir da derivada deV (t) para

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, ao longo da trajetória de (3.7), obtida em (A.64)-(A.69). De maneira

semelhante a (A.70), expandiremos as integrais deV̇6(t) no maior número de integrais pos-

síveis, porém considerando a relaçãoτ2 < d(t) ≤ τ3. Assim, obtemos a seguinte expressão

V̇6(t)|d(t)>τ2
= ẋT (t)

(
(τ2−τ1)

2
Z1 + (τ3−τ2)

2
Z2

)
ẋ(t)

− (τ2−τ1)

∫ t−τ1

t−τ2

ẋT (s)Z1ẋ(s)ds

− (τ3−τ2)

∫ t−τ2

t−d(t)

ẋT (s)Z2ẋ(s)ds− (τ3−τ2)

∫ t−d(t)

t−τ3

ẋT (s)Z2ẋ(s)ds (A.80)

Então, analogamente ao primeiro intervalo, aplicaremos a desigualdade de Jensen (Lema

B.0.2, no Apêndice B) nas integrais presentes em (A.80). Desta maneira, obtemos as seguin-

tes desigualdades, parat∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗,

V̇6(t)|d(t)>τ2
= ẋT (t)

[
(τ2−τ1)

2
Z1 + (τ3−τ2)

2
Z2

]
ẋ(t)

− [x(t−τ1)− x(t−τ2)]
T
Z1 [x(t−τ1)− x(t−τ2)]

− ξT2d(t) [(τ3−τ2)(d(t)−τ2)Z2] ξ2d(t)− ξTd3(t) [(τ3−τ2)(τ3−d(t))Z2] ξd3(t), (A.81)

em que

ξ2d(t):=
1

d(t)−τ2

∫ t−τ2

t−d(t)

ẋ(s)ds, ξd3(t):=
1

τ3−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ3

ẋ(s)ds. (A.82)

são variáveis auxiliares definidas para facilitar a análise

Não obstante, agrupamos as derivadas dos termosV1(t)-V6(t), em (A.64)-(A.67), (A.71)

e (A.81), de maneira, a organizar-los conforme a seguinte desigualdade matricial, parat∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N

V̇ (t)|d(t)>τ2 ≤ ζT2 (t)
(
Ω|d(t)>τ2

)
ζ2(t), (A.83)
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em que

Ω|d(t)>τ2 =



Ψ(2) 0 Θ(η)

∗ Λ(2) 0

∗ ∗ Φ(η)


 ∈ R(8+η)rx×(8+η)rx ,

Λ(2) =

[
− (d(t)−τ2) (τ3−τ2)Z2 0

0 − (τ3−d(t)) (τ3−τ2)Z2

]
,

ζT2 (t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3) xT (t−d(t)

2
)

ξT2d(t) ξTd3(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈R(8+η)rx , (A.84)

com os termosΨ(2), Θ(η) eΦ(η) definidos em (3.17).

Além disso, analogamente a análise feita para o primeiro intervalo, introduziremos uma

matriz G̃2∈R
3rx×(8+η)rx , tal queζ2(t) ∈ N{G̃2}, i.e., ζ2(t) pertença ao seu espaço nulo e,

portanto,G̃2ζ2(t)=0. Destarte, definiremos

G̃2 =
[
G̃21 G̃22(d(t))

]
, (A.85)

em queG̃21∈R
3rx×7rx e G̃22(d(t))∈R

3rx×2rx são definidos a seguir,

G̃21:=



0 I 0 0 −I 0 0

0 −I 0 0 0 I 0

A Ad −I 0 0 0 0


, G̃22(d(t)):=



(d(t)−τ2)I 0

0 (τ3−d(t))I

0 0


.

Por conseguinte, podemos aplicar o método de Finsler (Lema B.0.3 no Apêndice B) sobre

a expressão no lado direito da Equação (A.83). Para tal, introduzimos a matriz de ponderação

livre, i.e. sem restrições sobre sua positividade,F2 ∈ R7rx×3rx, tal queF̃2=
[
F T
2 0

]T
∈

R(8+η)rx×3rx. Desta maneira, podemos inferir que a expressão no lado direito da desigualdade

(A.83) é definida negativa e, por conseguinte, a expressãoV̇ (t)|d(t)>τ2 < 0 é válida, se a

seguinte afirmação for válida

ζT2 (t)
(
Ω|d(t)>τ2 + F̃2G̃2 + G̃T

2 F̃
T
2

)
ζ2(t) < 0,

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Todavia, para facilitar a análise definiremos a matrizΩ2 da seguinte

maneira,

Ω2 =
(
Ω|d(t)>τ2 + F̃2G̃2 + G̃T

2 F̃
T
2

)

=



Ψ(2) + F2G̃21+G̃T

21F
T
2 F2G̃22 Θ(η)

∗ Λ(2) 0

∗ ∗ Φ(η)


 . (A.86)

Não obstante, consideremos agora os casos referentes a (A.86) em qued(t)→τ2 ed(t)→τ3.

Analisando as matrizes resultantes,Ω2|d(t)→τ2 eΩ2|d(t)→τ3 , e eliminando as linhas e colunas
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nulas é notável que estas são equivalentes as matrizesΩ21 eΩ22, definidas em (3.16). Além

disso, a fim de melhor analisar as propriedades referentes a convexidade deΩ2 com relação

ad(t), reescrevemosζT2 (t)Ω2ζ2(t) da seguinte maneira:

ζT2 (t)Ω2ζ2(t) =
τ3−d(t)

(τ3−τ2)
ζT21(t)Ω21ζ21(t) +

d(t)−τ2

(τ3−τ2)
ζT22(t)Ω22ζ22(t), (A.87)

comt∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

ζT21(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

xT (t−d(t)
2
) ξTd3(t) x(t− 1

η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈ R(7+η)rx ,

ζT22(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

xT (t−d(t)
2
) ξT2d(t) x(t− 1

η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈ R(7+η)rx . (A.88)

Desta forma, analisando a convexidade deζT2 (t)Ω2ζ2(t) em relação ad(t), é notável que

a expressãoζT2 (t)Ω2ζ2(t) é definida negativa e, consequentemente,V̇ (t)|d(t)>τ2 < 0, se e

somente seΩ21 e Ω22 forem matrizes definidas negativas,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Assim, ao

verificarmos a viabilidade das expressõesΩ21 < 0 eΩ22 < 0 asseguramos que a expressão

ζT2 (t)Ω2ζ2(t) < 0 é válida e, portanto,̇V (t)|d(t)>τ2 < 0.

Desta forma, concluímos a prova para o segundo subintervalo. Não obstante, após inves-

tigarmos as características da função candidata de Lyapunov (3.14) e de sua derivada, para

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, e para ambos subintervalos, estamos prontos para finalizara prova do

Teorema referente a estabilidade assintótica de sistemas de controle em rede. Primeiramente,

analisemos o caso em qued(t) 6= τ2. Neste contexto, observa-se que a seguinte expressão é

válida

V̇ (t)|d(t)6=τ2 ≤ χ[τ1,τ2] (d(t)) ζ
T
1 (t)Ω1ζ1(t) +

(
1−χ[τ1,τ2] (d(t))

)
ζT2 (t)Ω2ζ2(t).

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Então, considerando o segundo caso, em qued(t) = τ2, pode-se con-

cluir que

V̇ (t)|d(t)=τ2 ≤ max
{
ζT1 (t)Ω1ζ1(t), ζ

T
2 (t)Ω2ζ2(t)

}
.

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Por conseguinte, podemos concluir que se as condições apresentadas

em (3.16) na forma de LMIs forem satisfeitas, então a função candidata de Lyapunov (3.14)

é estritamente decrescente, i.e.,V̇ (t) é definida negativa, parat∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Além

disso, dado queV (t−k+1) ≥ V (t+k+1) para todok∈N∗, observa-se que a função candidata

de Lyapunov é monotonicamente decrescente nos pontost=tk, k∈N∗. Destarte, a prova do

Teorema 3.2.1 está concluída.

�
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A.5 PROVA DO TEOREMA 4.2.1 – [CAPÍTULO 4 ]

Na prova do Teorema 4.2.1, iremos derivar condições para quetodas as questões impostas

na Definição 4.1.1 sejam satisfeitas para um controlador porrealimentação de estados com

ganho proporcionalK conhecido. Para tal, consideraremos o sistema (4.7), reescrito con-

forme apresentado em (4.10) através da abordagem de análisepor partes do atraso. Ademais,

utilizaremos a função descrita em (4.11) como a função candidata de Lyapunov. Então, simi-

larmente a metodologia aplicada no capítulo anterior, realizaremos separadamente a análise

para cada um dos subintervalos do atraso, de acordo com a abordagem de análise por par-

tes do atraso, detalhada na Subseção 2.1.1. Contudo, primeiramente, analisemos a derivada

da função candidata de Lyapunov comχ=1, parat∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em quetk=iakh+τk.

Observe que este resultado já foi obtido em (A.64)-(A.72). Portanto, iniciaremos a análise

a partir da construção da seguinte LMI, estabelecida a partir da combinação dos resultados

previamente obtidos.

V̇ (t)|d(t)<τ2 ≤ ζT1 (t)
(
Ω|d(t)<τ2

)
ζ1(t), (A.89)

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

Ω|d(t)<τ2 =



Ψ(1) 0 Θ(η)

∗ Λ(1) 0

∗ ∗ Φ(η)


 ∈ R(7+η)rx×(7+η)rx ,

Λ(1) =

[
− (d(t)−τ1) (τ2−τ1)Z1 0

0 − (τ2−d(t)) (τ2−τ1)Z1

]
,

ζT1 (t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξT1d(t) ξTd2(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1)
]
∈R(7+η)rx

eΨ(1),Θ(η) eΦ(η) são definidos em (4.14). Ademais,ξ1d(t) eξd2(t) são definidos, conforme

explicitado em (A.74), da seguinte maneira

ξ1d(t):=
1

d(t)−τ1

∫ t−τ1

t−d(t)

ẋ(s)ds, e ξd2(t):=
1

τ2−d(t)

∫ t−d(t)

t−τ2

ẋ(s)ds,

limd(t)→τ1ξ1d(t) = ẋ(t−τ1) e limd(t)→τ2ξd2 = ẋ(t−τ2).

Não obstante, devido a existência do vetor referente ao sinal de perturbação exógena,

ω(t), conforme apresentado em (4.1), introduziremos um novo termo ζ̄1(t)∈R
((7+η)rx+rw)

que explicite esta informação, tal que

ζ̄T1 (t) :=
[
ζT1 (t) ωT (t)

]
. (A.90)

Por conseguinte, podemos reescrever (A.89) da seguinte maneira

V̇ (t)|d(t)<τ2 ≤ ζ̄T1 (t)
(
Ω̄|d(t)<τ2

)
ζ̄1(t), (A.91)
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t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

Ω̄|d(t)<τ2=




Ψ(1) 0 Θ(η) 0

∗ Λ(1) 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0

∗ ∗ ∗ 0


 ∈ R[(7+η)rx+rw]×[(7+η)rx+rw],

eΨ(1), Θ(η) eΦ(η) são definidos em (4.14), eΛ(1) em (A.89).

Então, procuramos definir uma matriz̄G1 tal queζ̄1(t) ∈ N{Ḡ1}, i.e., uma matrizḠ1

tal queζ̄1(t) definido em (A.90) pertença ao seu espaço nulo. Diferentemente das matrizes

introduzidas no capítulo anterior, as quais pertenciam ao espaço vetorialR3rx×(7+η)rx e eram

subdivididas em três matrizes menores, definiremos uma novamatrizḠ1∈R
3rx×(7+η)rx+rw

subdivida em oito matrizes menores, conforme a definição seguinte

Ḡ1 =

[
G1 G12 0 0

G 0 0 Bω

]
, (A.92)

em que as matrizesG1∈R
2rx×6rx , G12∈R

2rx×2rx e G∈R1rx×6rx são definidas da seguinte

maneira

G1:=

[
0 I 0 −I 0 0

0 −I 0 0 I 0

]
, G12:=

[
(d(t)−τ1)I 0

0 (τ2−d(t))I

]
,

G:=
[
(A+∆A) (B+∆B)K −I 0 0 0

]
. (A.93)

Observe que para este caso, de acordo com as definições (A.90)e (A.92), a expressão

Ḡ1ζ̄1(t) = 0 é válida. Esta propriedade é necessária para a correta aplicação do Lema de

Finsler (Lema B.0.3, no Apêndice B) sobre a expressão no ladodireito da Equação (A.91).

De forma que esta expressão é definida negativa e, por conseguinte, V̇ (t)|d(t)<τ2 < 0, se a

seguinte expressão for válida

Ω̄|d(t)<τ2 + F̄1Ḡ1 + Ḡ1
T F̄1

T < 0, (A.94)

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que a matriz̄F1 é definida da seguinte maneira

F̄1 =




F1 F1

0 0

0 0

0 0


 ∈ R[(7+η)rx+rw]×3rx , (A.95)

em queF1∈R
6rx×2rx e

F1 =
[
F
T
11 F

T
12 F

T
13 F

T
14 F

T
15 F

T
16

]T
∈ R6rx×rx, (A.96)
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com F1i∈R
rx×rx, parai={1, 2, 3, 4, 5, 6}, são matrizes de ponderação livre, i.e. sem res-

trições sobre sua positividade. Então, através de (A.95), podemos explicitar os termos de

(A.94) da seguinte maneira

Ω1 =




Ψ(1) + F1G1+G
T
1 F

T
1 + F1G+G

T
F
T

1 F1G12 Θ(η) F1Bω

∗ Λ(1) 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0

∗ ∗ ∗ 0



< 0, (A.97)

eΨ(1), Θ(η) eΦ(η) são definidos em (4.14), eΛ(1) em (A.89).

Por conseguinte, se a condição em (A.97) for satisfeita então a expressão no lado direito

de (A.89) e, por conseguinte,V̇ (t)|d(t)<τ2 são definidas negativas. Este resultado é seme-

lhante ao obtido na Seção 2.2 (com exceção do termoBω ponderado porF1). Portanto, ao

invés de aplicarmos o método de Finsler com termos contendo várias matrizes, poderíamos

definir um único termo para (A.92) e uma única matriz de ponderação livre de dimensão

apropriada correspondente a combinação direta deF1 e F1, definidos em (A.95), conforme

proposto no capítulo anterior. Entretanto, resolvemos dividir os termos em vários matrizes

menores com o intuito de explicitarmos os termos deF1, em (A.96), que ponderam os ter-

mos deG, em (A.93). A necessidade de se explicitar estes termos serádiretamente observada

nas próximas seções, nas quais o ganhoK será considerado como sendo uma das variáveis

desconhecidas da LMI.

Observe que, até este ponto, podemos inferir sem maiores dificuldades que a expres-

sãoV̇ (t)|d(t)<τ2 ≤ ζ̄T1 (t)Ω1ζ̄1(t) é válida,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Não obstante, a partir da

definição de

ΓZ :=
[
(C+∆C) (D+∆D)K 0 0 0 0

]
∈Rrx×6rx , (A.98)

iremos introduzir e adicionar o seguinte termo

ζ̄T1 (t)




Γ
T

ZΓZ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −γ2I



ζ̄1(t)

em ζ̄T1 (t)Ω1ζ̄1(t), de forma que se a expressão resultante for definida negativa, isto é, se a

expressãōζT1 (t)Σ1ζ̄1(t) < 0, em que

Σ1 =




(
Ψ(1) + F1G1+G

T
1 F

T
1 + F1G+G

T
F
T

1 + Γ
T

ZΓZ

)
F1G12 Θ(η) F1Bω

∗ Λ(1) 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0

∗ ∗ ∗ −γ2I



, (A.99)

for válida,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, então podemos através da definição dez(t), em (4.7), dire-
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tamente afirmar que

V̇ (t)|d(t)<τ2 + zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t) < 0, (A.100)

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗.

Não obstante, continuando a análise, consideremos agora oscasos especiais deΣ1 em

qued(t)→τ1 e d(t)→τ2. Analisando as matrizes resultantes,Σ1|d(t)→τ1 eΣ1|d(t)→τ2 , é notá-

vel que todos os termos contendo(d(t)−τ1) são eliminados da primeira matriz e são subs-

tituídos por(τ2−τ1) na segunda matriz, enquanto o inverso ocorre com os termos contendo

(τ2−d(t)). Então, de maneira análoga ao procedimento realizado nas provas do Capítulo 3,

iremos reorganizar o termōζT1 (t)Σ1ζ̄1(t) da seguinte maneira:

ζ̄T1 (t)Σ1ζ̄1(t) =
τ2−d(t)

(τ2−τ1)
ζ̄T11(t)

(
Σ1|d(t)→τ1

)
ζ̄11(t) +

d(t)−τ1

(τ2−τ1)
ζ̄T12(t)

(
Σ1|d(t)→τ2

)
ζ̄12(t),

comt∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

ζ̄11(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξTd2(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1) ωT (t)

]
∈ R((6+η)rx+rw),

ζ̄12(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξT1d(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1) ωT (t)

]
∈ R((6+η)rx+rw), (A.101)

e

Σ1|d(t)→τi=




(
Ψ(1)+F1G1+G

T
1 F

T
1 +F1G+G

T
F
T

1+Γ
T

ZΓZ

)
(τ2−τ1)F1Γi Θ(η) F1Bω

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0

∗ ∗ ∗ −γ2I



,

(A.102)

parai={1, 2}, comΓ1 eΓ2 definidos em (4.14).

Por conseguinte, observa-se queζ̄T1 (t)Σ1ζ̄1(t) é convexo em relação ad(t) e, desta

maneira, a expressão é definida negativa se os vérticesζ̄T11(t)
(
Σ1|d(t)→τ1

)
ζ̄11(t) e ζ̄T12(t)(

Σ1|d(t)→τ2

)
ζ̄12(t) forem definidos negativos,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N

∗.

Além disso, podemos analisar a positividade dos termosΣ1|d(t)→τi , i = {1, 2}, através

da utilização do complemento de Schur sobre o termoΓ
T

ZΓZ . Destarte, podemos concluir

que os termosΣ1|d(t)→τ1 e Σ1|d(t)→τ2 são definidos negativos se e somente se a seguinte

expressão for válida,

Σ1i=




(
Ψ(1)+F1G1+G

T
1 F

T
1 +F1G+G

T
F
T

1

)
(τ2−τ1)F1Γi Θ(η) F1Bω Γ

T

Z

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I



< 0,

(A.103)
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parai = {1, 2}, t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Ainda, se considerarmos a definição das incertezas

variantes no tempo∆A, ∆B, ∆C, ∆D em (4.2), podemos explicitar os termos deG eΓZ.

De forma que possamos reescrever (A.103), parai = {1, 2}, da seguinte forma

Σ1i=




(
Ψ(1)+F1G1+G

T
1 F

T
1 +F1G+G

T
F
T

1

)
(τ2−τ1)F1Γi Θ(η) F1Bω ΓT

Z

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I




+




F1(H1∆(t)ΓΞ1)+(H1∆(t)ΓΞ1)
T
F
T

1 0 0 0 (H2∆(t)ΓΞ2)
T

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

∗ 0 0 0 0



< 0 (A.104)

em queΓΞ1 :=
[
ΞA ΞBK 0 0 0 0

]
, ΓΞ2 :=

[
ΞC ΞDK 0 0 0 0

]
e G e ΓZ são

definidos em (4.14). Ademais, se definirmos as matrizes,

I∆:=diag{∆(t),∆(t)}, α1:=

[(
F1H1

)T
0 0 0 0

0 0 0 0 HT
2

]
e β:=

[
ΓΞ1 0 0 0 0

ΓΞ2 0 0 0 0

]
,

(A.105)

podemos reescrever aΣ1i, em (A.104), da seguinte maneira

Σ1i =




(
Ψ(1)+F1G1+G

T
1 F

T
1 +F1G+G

T
F
T

1

)
(τ2−τ1)F1Γi Θ(η) F1Bω ΓT

Z

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I




+ αT
1 I∆β + βT IT∆α1. (A.106)

Por conseguinte, se aplicarmos a desigualdade de Park-Moon(Lema B.0.4 (I), Apên-

dice B), com matriz de ponderaçãoIǫi=diag{ǫi1I, ǫi2I}, i={1, 2}, sobre a expressão mais a

direita de (A.106), obtemos a seguinte desigualdade

ζ̄T1i(t)
(
αT
1 I∆β + βT IT∆α1

)
ζ̄1i(t) = 2ζ̄T1i(t)α

T
1 I∆βζ̄1i(t)

≤ ζ̄T1i(t)
(
I−1
ǫi

αT
1 α1 + Iǫiβ

Tβ
)
ζ̄1i(t), (A.107)

em que os escalaresǫi1 eǫi2 são positivos, parai={1, 2}. Então, introduzindo a desigualdade
(A.107) em (A.106), e aplicando o complemento de Schur no resultado obtido, observamos
que a matrizΣ1i é definida negativa parai = {1, 2}, se e somente se, a seguinte desigualdade
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for válida






(
Ψ(1)+F1G1+G

T
1 F

T
1 +F1G+G

T
F
T

1

)
(τ2−τ1)F1Γi Θ(η) F1Bω ΓT

Z

∗ −(τ2−τ1)
2Z1 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I




αT
1 Iǫiβ

T

∗ −Iǫi 0

∗ ∗ −Iǫi




<0,

(A.108)

comt∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. É fácil perceber que o termo a esquerda da desigualdade apresen-

tada (A.108) equivale aΣ11 eΣ12, definidos em (4.14), parai=1 e i=2, respectivamente.

Por conseguinte, é interessante ressaltar que se as matrizes Σ11 e Σ12 forem definidas

negativas, então a expressão apresentada (A.100) será válida, i.e.,V̇ (t)|d(t)<τ2 + zT (t)z(t)−

γ2ωT (t)ω(t) < 0, t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Neste ponto, estamos prontos para analisarmos as

condições estipuladas na Definição 4.1.1. Primeiramente, consideremos a questão referente a

estabilidade robusta do sistema em malha fechada (4.7) na ausência de perturbaçõesω(t), ou

seja, comω(t) ≡ 0. Neste caso, considerando (A.100), tem-seV̇ (t)|d(t)<τ2 ≤ V̇ (t)|d(t)<τ2 +

zT (t)z(t) ≤ 0, parat∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em quezT (t)z(t)≥0. Além disso, a partir da LMI

definida em (A.103) e da relação de convexidade comΣ1, é fácil deduzir que na ausência

de perturbações a matrizV̇ (t)|d(t)<τ2 será definida negativa se as matrizesΠ1i, parai={1, 2}

forem definidas negativas, em que

Π1i=




(
Ψ(1)+F1G1+G

T
1 F

T
1 +F1G+G

T
F
T

1

)
(τ2−τ1)F1Γi Θ(η)

∗ −(τ2−τ1)
2
Z1 0

∗ ∗ Φ(η)


,

comG definido em (A.93).

Não obstante, é facilmente notável que, devido a aplicação da desigualdade de Park-

Moon, a expressão obtida em (A.108) é maior (no sentido de positividade) do que a ex-

pressão em (A.106) e, consequentemente, maior do que a expressão em (A.103), ou seja, a

desigualdadeΣ1i ≤ Σ1i, é válida parai = {1, 2}, t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Por conseguinte, se

as condições de negatividade referente as matrizesΣ11, Σ12, forem satisfeitas, então as ma-

trizesΣ11 eΣ12 também serão definidas negativas,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Ademais, é notável

que as matrizesΣ1i, i = {1, 2} podem ser estruturadas como matrizes blocos da seguinte

maneira,

Σ1i=

[
A1i A2

∗ A3

]
, em queA1i=Π1i, A2=



F1Bω Γ

T

Z

0 0

0 0


, A3=

[
−γ2I 0

0 −I

]
,

e, portanto, assumindo as condições sobre positividade (ounegatividade), é fácil inferir que

Σ1i , i={1, 2} são definidas negativas somente seA1i eA3 forem matrizes definidas negati-
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vas. Destarte, se as condições impostas no Teorema (4.2.1) forem satisfeitas, então as matri-

zesΣ1i, i = {1, 2} serão definidas negativas e, por conseguinte, as matrizesΣ1i, i = {1, 2}

também serão,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Assim, satisfazendo as condições impostas no Teo-

rema (4.2.1), garantimos queV̇ (t)|d(t)<τ2 será definida negativa na ausência de perturbações

exógenas,ω(t) ≡ 0, comt∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗.

Analisaremos então a segunda questão imposta nas diretrizes da Definição 4.1.1. Procu-

ramos, portanto, assegurar que, considerando condições iniciais nulas, a desigualdadeJ ≤ 0

seja satisfeita, em que

J =

∫ ∞

0

(
zT (t)z(t)−γ2ωT (t)ω(t)

)
dt. (A.109)

Para tal, observa-se a validade da expressão em (A.100), caso as condições do Teo-

rema (4.2.1) sejam satisfeitas. Integrando todos os termosda expressão detk a t∈ [tk, tk+1),

∀k∈N∗, obtemos

∫ t

tk

(
V̇ (t)|d(t)<τ2 + zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t)

)
dt =

V (t)|d(t)<τ2 − V (tk)|d(t)<τ2 +

∫ t

tk

(
zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t)

)
dt ≤0.

Ademais, dado queV (t), V̇ (t) e x(t) são contínuos emt, e tomando
⋃∞

k=1 [tk, tk+1) =

[0,∞), observa-se

V (t)|d(t)<τ2 − V (0)|d(t)<τ2 +

∫ t

0

(
zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t)

)
dt ≤0.

Então, considerandot→0, sob condições iniciais nulas, e sabendo que a função de Lyapunov

é positiva decrescente, pode-se inferir sem maiores dificuldades que

∫ ∞

0

(
zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t)

)
dt ≤0,

e, portanto,J < 0. Então, podemos concluir que‖z(t)‖ ≤ γ‖ω(t)‖ para qualquer pertur-

bação não nula,ω(t) ∈ L2[0,∞). Desta maneira, concluímos a primeira parte da prova do

Teorema (4.2.1).

Neste ponto, deveremos nos focar no caso em queτ2 < d(t) ≤ τ3. Utilizando argumentos

semelhantes, podemos derivar resultados análogos aos obtidos para o primeiro subintervalo.

Primeiramente, consideremos a derivada da função candidata de Lyapunov (4.11) para o

segundo subintervalo, comt∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Observe que este resultado já foi obtido

em (A.64)-(A.67), (A.71) e (A.81). Portanto, iniciaremos aanálise a partir da construção da

seguinte LMI, estabelecida a partir da combinação dos resultados previamente obtidos.

V̇ (t)|d(t)>τ2 ≤ ζ̄T2 (t)
(
Ω|d(t)>τ2

)
ζ̄T2 (t), (A.110)
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t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

Ω|d(t)>τ2=




Ψ(2) 0 Θ(η) 0

∗ Λ(2) 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0

∗ ∗ ∗ 0


 ∈ R[(7+η)rx+rw]×[(7+η)rx+rw],

Λ(2)=

[
− (d(t)−τ2) (τ3−τ2)Z2 0

0 − (τ3−d(t)) (τ3−τ2)Z2

]
,

ζ̄T2 (t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξT2d(t) ξTd3(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1) ωT (t)

]
∈R((7+η)rx+rw)

comΨ(1), Θ(η) eΦ(η) definidos em (4.14),ξT2d(t) e ξTd3(t) são definidos em (A.82).

Similarmente ao primeiro caso, definiremos uma matrizḠ2∈R
3rx× [(7+η)rx+rw], tal que

ζ̄2(t) ∈ N{Ḡ2}, i.e., tal quēζ2(t) pertença ao espaço nulo dēG2. Para tanto, definiremos as

matrizesG2∈R
2rx×6rx , e G22∈R

2rx×2rx da seguinte maneira

G2:=

[
0 I 0 0 −I 0

0 −I 0 0 0 I

]
, G22:=

[
(d(t)−τ2)I 0

0 (τ3−d(t))I

]
,

de forma que

Ḡ2 =

[
G2 G22 0 0

G 0 0 Bω

]
, (A.111)

em queG é definida em (A.92). Assim, observamos que a expressãoḠ2ζ̄2(t) = 0 é válida e,

portanto,̄ζ2(t) ∈ N{Ḡ2}. Não obstante, introduziremos uma matrizF̄2 ∈ R[(7+η)rx+rw]×3rx,

tal que obtenhamos

V̇ (t)|d(t)>τ2 ≤ ζ̄T2 (t)
(
Ω̄|d(t)>τ2 + F̄2Ḡ2 + Ḡ2

T F̄2
T
)
ζ̄2(t), (A.112)

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

F̄2 =




F2 F2

0 0

0 0

0 0


, (A.113)

e

F2 =
[
F
T
21 F

T
22 F

T
23 F

T
24 F

T
25 F

T
26

]T
∈ R6rx×rx; (A.114)

com as matrizes de ponderação livre, i.e. sem restrições sobre sua positividade,F2 ∈

R6rx×2rx e F2i ∈ Rrx×rx, parai={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Destarte, podemos reescrever a desi-

gualdade em (A.112) comȯV (t)|d(t)>τ2≤ζ̄T2 (t)Ω2ζ̄2(t), em que

Ω2 =




Ψ(2) + F2G2+G
T
2 F

T
2 + F2G+G

T
F
T

2 F2G22 Θ(η) F2Bω

∗ Λ(2) 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0

∗ ∗ ∗ 0




(A.115)
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com t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, e os termosΨ(2), Θ(η) e Φ(η) definidos em (4.14), eΛ(2) em

(A.110).

Não obstante, a partir da definição deΓZ em (A.98), introduziremos o seguinte termo

ζ̄T2 (t)




Γ
T

ZΓZ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −γ2I



ζ̄2(t)

em (A.115), de forma que se a expressão resultanteζ̄T2 (t)Σ2ζ̄2(t), parat∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗,

em que

Σ2 =




(
Ψ(2) + F2G2+G

T
2 F

T
2 + F2G+G

T
F
T

2 + Γ
T

ZΓZ

)
F2G22 Θ(η) F2Bω

∗ Λ(2) 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0

∗ ∗ ∗ −γ2I



, (A.116)

for definida negativa, então podemos, analogamente ao primeiro caso, afirmar que

V̇ (t)|d(t)>τ2 + zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t) ≤ 0, (A.117)

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗.

Consideremos agora as matrizes resultantes deΣ2 parad(t)→τ2 ed(t)→τ3, i.e.,Σ2|d(t)→τ2

eΣ2|d(t)→τ3 . Eliminando as linhas e colunas nulas resultantes dos termos(d(t)−τ2) e(τ3−d(t)),

podemos reorganizar a expressãoζ̄T2 (t)Σ2ζ̄2(t) da seguinte maneira:

ζ̄T2 (t)Σ2ζ̄2(t) =
τ3−d(t)

(τ3−τ2)
ζ̄T21(t)

(
Σ2|d(t)→τ2

)
ζ̄21(t) +

d(t)−τ2

(τ3−τ2)
ζ̄T22(t)

(
Σ2|d(t)→τ3

)
ζ̄22(t),

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que

Σ2|d(t)→τi+1
=




(
Ψ(2)+F2G2+G

T
2 F

T
2 +F2G+G

T
F
T

2+Γ
T

ZΓZ

)
(τ3−τ2)F2Γi Θ(η) F2Bω

∗ −(τ3−τ2)
2
Z2 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0

∗ ∗ ∗ −γ2I



,

(A.118)

parai={1, 2}, comΓ1 eΓ2 definidos em (4.14), e

ζ̄21(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξTd3(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1) ωT (t)

]
∈ R((6+η)rx+rw),

ζ̄22(t):=
[
xT (t) xT (t−d(t)) ẋT (t) xT (t−τ1) xT (t−τ2) xT (t−τ3)

ξT2d(t) x(t− 1
η
τ1) . . . x(t− η−1

η
τ1) ωT (t)

]
∈ R((6+η)rx+rw), (A.119)
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Analogamente ao primeiro caso, observa-se que o termoζ̄T2 (t)Σ2ζ̄2(t) é convexo em

relação ad(t) e que, por conseguinte, este é definido negativo seζ̄T21(t)
(
Σ2|d(t)→τ2

)
ζ̄21(t) e

ζ̄T22(t)
(
Σ2|d(t)→τ3

)
ζ̄22(t) forem definidos negativos,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N

∗.

Além disso, aplicando o complemento de Schur a fim de desassociar as matrizesΓ
T

ZΓZ

em (A.118), obtemos a seguinte LMI

Σ2i=




(
Ψ(2)+F2G2+G

T
2 F

T
2 +F2G+G

T
F
T

2

)
(τ3−τ2)F2Γi Θ(η) F2Bω Γ

T

Z

∗ −(τ3−τ2)
2
Z2 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I



< 0,

(A.120)

que é válida parai = {1, 2} se e somente se as matrizesΣ2|d(t)→τi+1
, i = {1, 2}, forem

definidas negativas,t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Contudo, observe que as matrizesG e ΓZ são

variantes no tempo. Destarte, considerando a definição das incertezas variantes no tempo

∆A,∆B,∆C,∆D em (4.2), reescrevemos a LMI (A.120), explicitando os termos referentes

as incertezas, conforme abaixo

Σ2k=




(
Ψ(2)+F2G2+G

T
2 F

T
2 +F2G+G

T
F
T

2

)
(τ3−τ2)F2Γi Θ(η) F2Bω ΓT

Z

∗ −(τ3−τ2)
2
Z2 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I




+ αT
2 I∆β + βT IT∆α2 < 0, (A.121)

em que

I∆:=diag{∆(t),∆(t)}, α2:=

[(
F2H1

)T
0 0 0 0

0 0 0 0 HT
2

]
e β:=

[
ΓΞ1 0 0 0 0

ΓΞ2 0 0 0 0

]
,

(A.122)

comΓΞ1 , ΓΞ2 , G eΓZ definidos em (4.14).

Por conseguinte, ao aplicarmos a desigualdade de Park-Moon(Lema B.0.4 (I), Apêndice
B), com matriz de ponderaçãoIǫi+2

=diag
{
ǫ(i+2)1I, ǫ(i+2)2I

}
, i={1, 2}, sobre a expressão

αT
2 I∆β + βT IT∆α2 e, em seguida, aplicarmos o complemento de Schur sobre o resultado

obtido, verificamos que as matrizesΣ21 e Σ22 serão definidas negativas se e somente se a
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seguinte LMI for válida







(
Ψ(2)+F2G2+G

T
2 F

T
2 +F2G+G

T
F
T

2

)
(τ3−τ2)F2Γi Θ(η) F2Bω ΓT

Z

∗ −(τ3−τ2)
2Z2 0 0 0

∗ ∗ Φ(η) 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I




αT
2 Iǫ(i+2)

βT

∗ −Iǫ(i+2)
0

∗ ∗ −Iǫ(i+2)




<0,

(A.123)

comt∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, em que os escalaresǫ31, ǫ32, ǫ41 eǫ42 são positivos. Observe ainda

que a matriz a esquerda da LMI (A.123) equivale aΣ21 eΣ22, definidos em (4.14), parai=1

e i=2, respectivamente.

Por conseguinte, é interessante ressaltar que se as matrizes Σ21 e Σ22 forem definidas

negativas, então a expressão apresentada (A.117) será válida, i.e.,V̇ (t)|d(t)>τ2 + zT (t)z(t)−

γ2ωT (t)ω(t) < 0, t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗.

Não obstante, é interessante neste ponto analisarmos as condições estipuladas na Defini-

ção 4.1.1. Primeiramente, analisemos a questão referente aestabilidade robusta do sistema

em malha fechada (4.7) na ausência de perturbações,ω(t) ≡ 0. Consideremos, então, a LMI

definida em (A.120) e a relação de convexidade desta comΣ2. É possível inferir que para

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, na ausência de perturbações, i.e.,ω(t) ≡ 0, a funçãoV̇ (t)|d(t)>τ2 será

definida negativa se as matrizesΠ21 eΠ22 forem definidas negativas, em que

Π2i=




(
Ψ(2)+F2G2+G

T
2 F

T
2 +F2G+G

T
F
T

2

)
(τ3−τ2)F2Γi Θ(η)

∗ −(τ3−τ2)
2
Z2 0

∗ ∗ Φ(η)


,

comi={1, 2}, eG definido em (A.93).

Além disso, é válido afirmar que se as condições do Teorema 4.2.1 forem satisfeitas,

então as matrizesΣ21, Σ22 e, por conseguinte,Σ21 e Σ22, deverão ser definidas negativas,

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Ademais, é notável que as matrizesΣ2i, i = {1, 2} podem ser estrutu-

radas como matrizes blocos da seguinte maneira,

Σ2i=

[
A1i A2

∗ A3

]
, em queA1i=Π2i, A2=



F2Bω Γ

T

Z

0 0

0 0


, A3=

[
−γ2I 0

0 −I

]
,

e, portanto, é fácil concluir que se as matrizesΣ21 e Σ22 forem definidas negativas en-

tão, obrigatoriamente,A1i e A3 deverão ser definidas negativas. Destarte, se as condi-

ções impostas no Teorema (4.2.1) forem satisfeitas, então as matrizesΣ1i, i = {1, 2} serão

definidas negativas e, por conseguinte,V̇ (t)|d(t)>τ2 será definida negativa comω(t) ≡ 0,

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗.
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Analisaremos agora condições que assegurem a validade da segunda questão imposta

nas diretrizes da Definição 4.1.1, ou seja, procuramos assegurar que, considerando condi-

ções iniciais nulas, a desigualdadeJ=
∫∞

0

(
zT (t)z(t)−γ2ωT (t)ω(t)

)
dt ≤ 0 seja satisfeita.

Então, analogamente ao primeiro caso, verificamos a validade da expressão em (A.117),

t∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗. Em seguida, integrando todos os termos da expressão em (A.117) de

tk atét∈ [tk, tk+1) , ∀k∈N
∗, obtemos

V (t)|d(t)>τ2 − V (tk)|d(t)>τ2 +

∫ t

tk

(
zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t)

)
dt ≤ 0.

Então, dado queV (t), V̇ (t), e x(t) são contínuos emt,
⋃∞

k=1 [tk, tk+1) = [0,∞), fazemos

t→∞, de forma que

V (∞)|d(t)>τ2 − V (0)|d(t)>τ2 +

∫ ∞

0

(
zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t)

)
dt ≤ 0.

Ademais, sob condições iniciais nulas, e sabendo que a função de Lyapunov é positiva de-

crescente, pode-se concluir
∫ ∞

0

(
zT (t)z(t)− γ2ωT (t)ω(t)

)
dt ≤0,

e, portanto,J < 0. Então, podemos concluir que‖z(t)‖ ≤ γ‖ω(t)‖ para qualquer perturba-

ção não nula,ω(t) ∈ L2[0,∞).

Não obstante, estamos agora prontos para fazer as afirmaçõesfinais sobre o Teorema

4.2.1. Provamos que se as condições estipuladas no Teorema forem satisfeitas, então a

função candidata de Lyapunov comω(t) ≡ 0 é estritamente decrescente para ambos su-

bintervalos e, portanto, também é decrescente parad(t)=τ2, ou seja, a derivada da função

de Lyapunov,V̇ (t), é contínua definida negativa comω(t) ≡ 0. Deste modo, o sistema é

assintoticamente e robustamente estável na ausência de perturbação exógenas. Além disso,

observamos que, considerando condições iniciais nulas, a seguinte desigualdade é válida

J=
∫∞

0

(
zT (t)z(t)−γ2ωT (t)ω(t)

)
dt ≤ 0 e, portanto,‖z(t)‖ ≤ γ‖ω(t)‖ para qualquer per-

turbação não nula,ω(t) ∈ L2[0,∞). Por conseguinte, o sistema de controle em rede em

malha fechada definido em (4.7) é assintoticamente e robustamente estável com critérioH∞,

referente a saída do sistema de controle, limitado emγ. Assim, concluímos a prova do

Teorema 4.2.1.

�
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A.6 PROVA DO TEOREMA 4.3.1 – [CAPÍTULO 4 ]

Para deduzirmos o Teorema 4.3.1, devemos primeiramente considerar as questões esti-
puladas na Proposição 4.3.1. De acordo com a Proposição, as condições para encontrarmos
um controlador de realimentação de estados com ganhoK que estabilize o sistema e garanta
bom desempenho de acordo com a normaH∞ estão definidas na forma de BMIs, por conta
da existência de termos cruzados entre as matrizesF1j e K, j={1, ..., 6}, e entre as matri-

zesF2j eK, j={1, ..., 6}. Estes termos aparecem nas seguintes expressõesF1G + G
T
F
T

1 , e

F2G+ G
T
F
T

2 , cuja decomposição resulta em

FjG+ G
T
F
T

j =


Fj1A+AT
F
T
j1 Fj1BK+AT

F
T
j2 −Fj1+AT

F
T
j3 AT

F
T
j4 AT

F
T
j5 AT

F
T
j6

∗ Fj2BK+KTBT
F
T
j2 −Fj2+KTBT

F
T
j3 KTBT

F
T
j4 KTBT

F
T
j5 KTBT

F
T
j6

∗ ∗ −Fj3−F
T
j3 −F

T
j4 −F

T
j5 −F

T
j6

∗ ∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗




,

(A.124)

paraj={1, 2}. Observe que os desafios da análise são incrementados pelo fato das variá-

veis não se multiplicarem diretamente, i.e., devido a existência de termos entre as variáveis.

Destarte, para eliminarmos estes termos cruzados, primeiramente, iremos considerar a mul-

tiplicação à esquerda e à direita deΣ11, Σ12, Σ21 eΣ22, por

DX =diag{DX, X, DXη, I, I, I, I, I, I} ∈ R[(11+η)rx+rw]×[(11+η)rx+rw],

em que

DX = diag{X,X,X,X,X,X} ∈ R6rx×6rx ,

DXη = diag{X, . . . ,X} ∈ R(η−1)rx×(η−1)rx ,

eXT = X > 0 e, portanto,DX > 0. Não obstante, como resultado desta operação obtemos

os seguintes termos

DX

T
Σ11 DX , DX

T
Σ12 DX , DX

T
Σ21 DX , DX

T
Σ22 DX , (A.125)

Ademais, devido ao fato deDX ser uma matriz definida positiva podemos afirmar que as
matrizesΣ11, Σ12, Σ21 eΣ22 são matrizes definidas negativas se e somente se as matrizes em
(A.125) também forem definidas negativas. Assim, procuramos condições que satisfaçam
esta condição. Visando facilitar a análise, primeiramente, explicitaremos todos seus termos,
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a partir da definição deΣ11, Σ12, Σ21 eΣ22 em (4.15)-(4.16),

DX Σ1m DX =






DXΨ
(1)DX

+DX

(
F1G1+G

T
1 F

T
1

)
DX

+DX

(
F1G+G

T
F
T
1

)
DX


 (τ2−τ1)DXF1ΓmX DXΘ(η)DXη DXF1Bω DXΓ

T
Z DXΓ∆m

∗ −(τ2−τ1)
2
XZ1X 0 0 0 0

∗ ∗ DXηΦ(η)DXη 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Em




,

DX Σ2m DX =






DXΨ
(2)DX

+DX

(
F2G2+G

T
2 F

T
2

)
DX

+DX

(
F2G+G

T
F
T

2

)
DX


 (τ3−τ2)DXF2ΓmX DXΘ(η)DXη DXF2Bω DXΓ

T
Z DXΓ∆(m+2)

∗ −(τ3−τ2)
2
XZ2X 0 0 0 0

∗ ∗ DXηΦ(η)DXη 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ E(m+2)




,

(A.126)

param={1, 2}.

Não obstante, analisemos as seguintes expressões,

DX

(
F1G1+G

T
1 F

T
1

)
DX = DXF1diag{X,X}G1+(DXF1diag{X,X}G1)

T ;

DX

(
F2G2+G

T
2 F

T
2

)
DX = DXF2diag{X,X}G2+(DXF2diag{X,X}G2)

T ;

(τ2−τ1)DXF1ΓmX = (τ2−τ1)DXF1diag{X,X}Γk;

(τ3−τ2)DXF2ΓmX = (τ3−τ2)DXF2diag{X,X}Γk.

Observe que estas são as únicas expressões nas quais as matrizes de ponderação livreF1 eF2

aparecem. Portanto, podemos, sem nenhuma restrição, definir novas matrizes de ponderação

livre da seguinte forma

F̂1 = DX1F1diag{X,X} ∈ R6rx×2rx e

F̂2 = DX1F2diag{X,X} ∈ R6rx×2rx . (A.127)

Ademais, analisando as matrizesΨ(1), Ψ(2), Θ(η), eΦ(η), observa-se que estas são ma-

trizes blocos constituídas pelas matrizesP , Sj, j = {1, ..., η}, Z1, Z2, N e M . Portanto,

ao multiplicarmos matrizes bloco diagonais constituídas por X à esquerda e à direita destas

matrizes blocos, na realidade estamos multiplicando a variávelX à esquerda e à direita de

todas as matrizes que formamΨ(1), Ψ(2), Θ(η), e Φ(η). Além disso, é interessante notar
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que estas matrizes só existem nas matrizes blocos citadas e nos termos−(τ2−τ1)
2
XZ1X e

−(τ3−τ2)
2
XZ2X, conforme pode ser observado em (A.126). Destarte, visto que não existem

termos cruzados entre as matrizes citadas, podemos definir as seguintes novas variáveis,

P̂=XPX, Ẑ1=XZ1X, Ẑ2=XZ2X, Ŝj=XSjX, j={1, ..., η}

N̂11=XN11X, N̂12=XN12X, N̂22=XN22X, M̂ji=XMjiX, j={1, ..., η}, i={j, ..., η},

Observe que as restrições quanto a positividade dos novos termos é determinada pelas matri-

zes originais, ou seja, se uma dada matrizW for definida positiva entãoXWX será também

uma matriz definida positiva. Assim, podemos multiplicarX à esquerda e à direita de todas

as restrições impostas em (4.12), de forma a obtermos as restrições estipuladas em (4.17).

Assim se estas últimas forem satisfeitas, então as restrições em (4.12) também serão satis-

feitas.

Por conseguinte, feito esta análise, reescrevemos (A.126)da seguinte maneira

DXΣ1mDX =




(
Ψ̂(1) + F̂1G1+G

T
1 F̂1

T

+DX

(
F1G+G

T
F
T

1

)
DX

)
(τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) DXF1Bω DXΓ

T
Z DXΓ∆m

∗ −(τ2−τ1)
2Ẑ1 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Em




,

DXΣ2mDX =




(
Ψ̂(2) + F̂2G2+G

T
2 F̂2

T

+DX

(
F2G+G

T
F
T

2

)
DX

)
(τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) DXF2Bω DXΓ

T
Z DXΓ∆(m+2)

∗ −(τ3−τ2)
2Ẑ2 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ E(m+2)




,

(A.128)

param={1, 2}, em queΨ̂(1), Ψ̂(2), Θ̂(η) e Φ̂(η) são definidos em (4.19).

Não obstante, as matrizes em (A.128) ainda apresentam termos cruzados entre matri-
zes variáveis e, portanto, questões referentes a sua positividade (ou negatividade) não po-
dem ser analisadas por meio de algoritmos convexos. Primeiramente, analisemos aos ter-
mos DXΓ∆j

, com j={1, 2, 3, 4}, nos quais aparecem os termos cruzadosDXF1, DXF2,
DXIǫj1 e DXIǫj2, com j={1, 2, 3, 4}. Podemos então simplificar a análise multiplicando
diag{I, . . . , I, E−1

m } ∈ R[(11+η)rx+rw]×[(11+η)rx+rw], à esquerda e à direita deDXΣ1m DX e
multiplicandodiag{I, . . . , I, E−1

m+2} ∈ R[(11+η)rx+rw]×[(11+η)rx+rw], à esquerda e à direita de
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DX Σ2m DX , m={1, 2}. Destarte, obtemos

Υ1m=




(
Ψ̂(1) + F̂1G1+G

T
1 F̂1

T

+DX

(
F1G+G

T
F
T
1

)
DX

)
(τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) DXF1Bω DXΓ

T
Z Γ̂∆m

∗ −(τ2−τ1)
2Ẑ1 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I Γ̂Hm

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




,

Υ2m=




(
Ψ̂(2) + F̂2G2+G

T
2 F̂2

T

+DX

(
F2G+G

T
F
T
2

)
DX

)
(τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) DXF2Bω DXΓ

T
Z Γ̂∆(m+2)

∗ −(τ3−τ2)
2Ẑ2 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I Γ̂H(m+2)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




, (A.129)

param={1, 2}, comΓ̂Hj
=
[
0 ǫ−1

j2 H2 0 0
]
, j={1, 2, 3, 4},

Γ̂∆1=
[
ǫ−1
11 DXF1H1 0 DXΓ

T
Ξ1

DXΓ
T
Ξ2

]
; Γ̂∆2=

[
ǫ−1
21 DXF1H1 0 DXΓ

T
Ξ1

DXΓ
T
Ξ2

]
;

Γ̂∆3=
[
ǫ−1
31 DXF2H1 0 DXΓ

T
Ξ1

DXΓ
T
Ξ2

]
; Γ̂∆4=

[
ǫ−1
41 DXF2H1 0 DXΓ

T
Ξ1

DXΓ
T
Ξ2

]
.

Por fim, falta analisarmos os termos cruzados resultantesDX1F1, DX1F2 eKX. Para tal,

redefiniremos o ganhoK da seguinte forma,K=YX
−1. Então, utilizaremos a solução mais

ordinária para a resolução deste problema, a qual apesar de relativamente ingênua apresenta

bons resultados. Adicionaremos as seguintes restrições sobre as matrizes de ponderação livre

F1j , F2j , j={1, 2, 3, 4, 5, 6},

F11=X
−1, F12=σ1X

−1, F13=σ2X
−1, F14=σ3X

−1, F15=σ4X
−1, F16=σ5X

−1,

F21=X
−1, F22=σ1X

−1, F23=σ2X
−1, F24=σ3X

−1, F25=σ4X
−1, F26=σ5X

−1, (A.130)

em queσj , j={1, 2, 3, 4, 5}, são constantes predefinidas.

Desta maneira, podemos definir as seguinte matrizes

σ̂:=DXF1=DXF2=
[
I σ1I σ2I σ3I σ4I σ5I

]T
;

Ĝ:=GDX=
[
AX BY −X 0 0 0

]
; Γ̂Z :=ΓZDX=

[
CX DY 0 0 0 0

]
;

Γ̂Ξ1 :=ΓΞ1DX=
[
ΞAX ΞBY 0 0 0 0

]
, Γ̂Ξ2:=ΓΞ2DX=

[
ΞCX ΞDY 0 0 0 0

]
,

(A.131)

Então substituindo os termos obtidos em (A.131) nas matrizes Υ1m e Υ1m, m={1, 2},

em (A.129), obtemos as matrizes definidas em (4.18). Desta maneira, se as condições do
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Teorema 4.3.1, escritas na forma de LMIs, forem satisfeitas, então as condições apresentadas

na Proposição 4.3.1 serão satisfeitas. Assim, concluímos aprova do Teorema 4.3.1.

�
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A.7 PROVA DO TEOREMA 4.3.2 – [CAPÍTULO 4 ]

No Teorema 4.3.2 estabelecemos condições que se satisfeitas asseguram o cumprimento

das questões estipuladas na Proposição 4.3.1 com referência a estabilidade robusta de sis-

temas de controle em rede com desempenho garantido segundo ocritérioH∞, conforme a

Definição 4.1.1. A Proposição 4.3.1 está escrita na forma de BMIs (desigualdades matrici-

ais bilineares) e, portanto, a análise para este caso deixa de ser convexa devido a existência

de termos cruzados entre as matrizesF1j e K, j={1, ..., 6}, e entre as matrizesF2j e K,

j={1, ..., 6}, conforme apontado em (A.124). Inicialmente, para a solução deste problema,

iremos utilizar algumas das soluções previamente descritas na Subseção 4.3.1.

Primeiramente, consideramos a multiplicação à esquerda e àdireita das matrizesΣ11,

Σ12, Σ21 eΣ22 (definidas na Proposição 4.3.1), por

DX =diag{DX, X, DXη, I, I, I, I, I, I} ∈ R[(11+η)rx+rw]×[(11+η)rx+rw],

em que

DX = diag{X,X,X,X,X,X} ∈ R6rx×6rx ,

DXη = diag{X, . . . ,X} ∈ R(η−1)rx×(η−1)rx ,

eX
T = X > 0 e, portanto,DX > 0. Analisando os termos resultantes desta operação de

maneira exatamente igual a apresentada na subseção anterior, obtemos os seguintes termos

DXΣ1mDX =




(
Ψ̂(1) + F̂1G1+G

T
1 F̂1

T

+DX

(
F1G+G

T
F
T

1

)
DX

)
(τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) DXF1Bω DXΓ

T
Z DXΓ∆m

∗ −(τ2−τ1)
2Ẑ1 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Em




,

DXΣ2mDX =




(
Ψ̂(2) + F̂2G2+G

T
2 F̂2

T

+DX

(
F2G+G

T
F
T

2

)
DX

)
(τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) DXF2Bω DXΓ

T
Z DXΓ∆(m+2)

∗ −(τ3−τ2)
2Ẑ2 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I ΓH

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ E(m+2)




,

param={1, 2}, em queΨ̂(1), Ψ̂(2), Θ̂(η) e Φ̂(η) são definidos em (4.19).

Em seguida, definiremos o ganho de realimentação comoK = YX
−1, dada a matriz de
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ponderação livreY ∈ Rru×rx. Então, multiplicaremos

diag{I, . . . , I, I, I, (ǫ−1
m1I), (ǫ

−1
m2I)} ∈ R[(11+η)rx+rw]×[(11+η)rx+rw] e

diag{I, . . . , I, I, I, (ǫ−1
(m+2)1I), (ǫ

−1
(m+2)2I)} ∈ R[(11+η)rx+rw]×[(11+η)rx+rw],

à esquerda e à direita das matrizes resultantesDX Σ1m DX e DX Σ2m DX , m={1, 2},
respectivamente. Assim, obtemos

Υ1m=






Ψ̂(1) + F̂1G1+G

T
1 F̂1

T

+DXF1Ĝ+
(
DXF1Ĝ

)T


 (τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) DXF1Bω Γ̂T

Z
DXF1H1 0 Γ̂T

Ξ1
Γ̂T

Ξ2

∗ −(τ2−τ1)
2
Ẑ1 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫm1I 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫm2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 −I




,

Υ2m=






Ψ̂(2) + F̂2G2+G

T
2 F̂2

T

+DXF2Ĝ+
(
DXF2Ĝ

)T


 (τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) DXF2Bω Γ̂T

Z
DXF2H1 0 Γ̂T

Ξ1
Γ̂T

Ξ2

∗ −(τ3−τ2)
2
Ẑ2 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ(m+2)1I 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫ(m+2)2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 −I




,

(A.132)

param={1, 2}, e com

Ĝ:=GDX=
[
AX BY −X 0 0 0

]
; Γ̂Ξ1 :=ΓΞ1DX=

[
ΞAX ΞBY 0 0 0 0

]
;

Γ̂Z :=ΓZDX=
[
CX DY 0 0 0 0

]
; Γ̂Ξ2 :=ΓΞ2DX=

[
ΞCX ΞDY 0 0 0 0

]
,

(A.133)

Não obstante, neste ponto a análise difere-se completamente da análise apresentada na

subseção anterior. Primeiramente, devemos observar que ostermos cruzados aparecem ex-

clusivamente emDXF1 e DXF2, ou mais especificamente, emXF1j e emXF2j , para

j={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Desta maneira, redefiniremosF11 eF21 como

F11=X
−1, F21=X

−1. (A.134)

Observe que a única restrição adicionada neste ponto refere-se ao fato queF11=F21 > 0.

Contudo, devemos incluir novas restrições à análise para tornar o problema factível. Assim,
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eliminaremos os termosF1j e F2j paraj={2, 4, 5, 6}. Ou seja, as matrizes de ponderação

livre F1 eF2 são redefinidas como

F1 =
[
X
−1 0 F

T
13 0 0 0

]T
,

F2 =
[
X
−1 0 F

T
23 0 0 0

]T
. (A.135)

Obviamente, há um acréscimo de conservadorismo em relação àProposição 4.3.1, todavia

este acréscimo é consideravelmente inferior em comparaçãocom a abordagem por substi-

tuição das matrizes por escalares predefinidos, introduzida na Subseção 4.3.1. Continuando

a análise, redefinimos as matrizes de ponderação livreF13 e F23 comoF1 e F2, respectiva-

mente. Assim, observamos que os termos cruzadosDXF1 e DXF2, são consequentemente

redefinidos como

DXF1 =
[
I 0 (XF1)

T 0 0 0
]T

,

DXF2 =
[
I 0 (XF2)

T 0 0 0
]T

.

Então, visando facilitar a descrição da solução, separaremos as matrizes descritas emDXF1

eDXF2 em duas matrizes blocos da seguinte maneira

DXF1 = σ̂ + FX1, DXF2 = σ̂ + FX2,

em que

σ̂ =
[
I 0 0 0 0 0

]T
,

FX1 =
[
0 0 (XF1)

T 0 0 0
]T

,

FX2 =
[
0 0 (XF2)

T 0 0 0
]T

. (A.136)

Desta maneira, podemos reescrever as matrizesΥ1m eΥ2m, m = {1, 2}, em (A.132), da
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seguinte forma

Υ1m=








































Ψ̂(1) + F̂1G1+GT
1 F̂1

T

+σ̂Ĝ+
(

σ̂Ĝ
)T

+FX1Ĝ+
(

FX1Ĝ

)T



 (τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η)
(

FX1Bω+σ̂Bω

)

Γ̂T
Z

(

FX1H1+σ̂H1

)

0 Γ̂T
Ξ

∗ −(τ2−τ1)
2Ẑ1 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫm1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫm2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I





































,

Υ2m=








































Ψ̂(2) + F̂2G2+GT
2 F̂2

T

+σ̂Ĝ+
(

σ̂Ĝ
)T

+FX2Ĝ+
(

FX2Ĝ

)T



 (τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η)
(

FX2Bω+σ̂Bω

)

Γ̂T
Z

(

FX2H1+σ̂H1

)

0 Γ̂T
Ξ

∗ −(τ3−τ2)
2Ẑ2 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ(m+2)1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫ(m+2)2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I





































,

(A.137)

em queΓ̂T
Ξ
=
[
Γ̂T
Ξ1

Γ̂T
Ξ2

]
.

Observe que ainda temos que solucionar o problema dos termoscruzados emFX1, além
da multiplicação deste termo com as variáveisX eY em Ĝ. Neste intuito, iremos primeira-
mente separar as matrizes (A.137) de maneira a explicitar estes termos da seguinte forma,

Υ1m=αTβ1 + βT

1 α+






Ψ̂(1) + F̂1G1+G
T
1 F̂1

T

+σ̂Ĝ+
(
σ̂Ĝ
)T

+FX1ĜX+
(
FX1ĜX

)T


 (τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T

Z
σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ

∗ −(τ2−τ1)
2
Ẑ1 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫm1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫm2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I




,

Υ2m=αTβ2 + βT

2 α+






Ψ̂(2) + F̂2G2+G
T
2 F̂2

T

+σ̂Ĝ+
(
σ̂Ĝ
)T

+FX2ĜX+
(
FX2ĜX

)T


 (τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T

Z
σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ

∗ −(τ3−τ2)
2
Ẑ2 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ(m+2)1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫ(m+2)2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I




,

(A.138)
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em que

α =
[
ĜAB 0 0 Bω 0 H1 0 0

]
,

β1 =
[
FX1

T
0 0 0 0 0 0 0

]
,

β2 =
[
FX2

T
0 0 0 0 0 0 0

]
, (A.139)

FX1 eFX2 são definidos em (A.136), e

ĜAB =
[
AX BY 0 0 0 0

]
,

ĜX =
[
0 0 −X 0 0 0

]
, (A.140)

de forma quêG = ĜAB + ĜX.

Assim, podemos aplicar a desigualdade de Park-Moon [174] (descrita no Lema B.0.4

(II), Apêndice B) sobre os termos cruzadosα e β em (A.138), de tal forma a obtermos a

seguinte desigualdade,

αTβ1 + βT
1 α ≤

(
αT + βT

1 M1

)
X1 (α +M1β1) + βT

1 X
−1
1 β1 + 2βT

1 M1β1,

αTβ2 + βT
2 α ≤

(
αT + βT

2 M2

)
X2 (α +M2β2) + βT

2 X
−1
2 β2 + 2βT

2 M2β2.

Em seguida, definindoM1= − F
−1
1 , M2= − F

−1
2 , X1=F1XF1 e X2=F2XF2, podemos

reescrever as desigualdades da seguinte maneira,

αTβ1 + βT
1 α ≤

(
αT − Γ

T

X

)
F1XF1

(
α− ΓX

)
+ Γ

T

I (ΠX − 2Π1) ΓI

αTβ2 + βT
2 α ≤

(
αT − Γ

T

X

)
F2XF2

(
α− ΓX

)
+ Γ

T

I (ΠX − 2Π2) ΓI . (A.141)

em que

ΓX =
[
ΓT
X

0 0 0 0 0 0 0
]
,

ΓI =
[
I 0 0 0 0 0 0 0

]
,

ΓX =
[
0 0 X 0 0 0

]
,

ΠX = diag{0, 0, X, 0, 0, 0},

Π1 = diag{0, 0, XF1X, 0, 0, 0},

Π2 = diag{0, 0, XF2X, 0, 0, 0}.

Desta maneira, substituindo os termos obtidos pela desigualdade (A.141) em (A.138),
podemos analisar a positividade das matrizes resultantes através do complemento de Schur.
Assim, tem-se que os termosΥ1m eΥ2m em (A.138) são definidos negativos somente se as

177



matrizesΥ1m eΥ2m param = {1, 2} forem definidas negativas, em que

Υ1m=Γ
T
I (ΠX − 2Π1) ΓI+

















































































Ψ̂(1) + F̂1G1+GT
1 F̂1

T

+σ̂Ĝ+
(

σ̂Ĝ
)T

+FX1ĜX+
(

FX1ĜX

)T



 (τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T
Z

σ̂H1 0 Γ̂T
Ξ

∗ −(τ2−τ1)
2Ẑ1 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫm1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫm2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I





































(

αT − Γ
T
X

)

∗ − (F1XF1)
−1









































,

Υ2m=Γ
T
I (ΠX − 2Π2) ΓI+

















































































Ψ̂(2) + F̂2G2+GT
2 F̂2

T

+σ̂Ĝ+
(

σ̂Ĝ
)T

+FX2ĜX+
(

FX2ĜX

)T



 (τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T
Z

σ̂H1 0 Γ̂T
Ξ

∗ −(τ3−τ2)
2Ẑ2 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ(m+2)1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫ(m+2)2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I





































(

αT − Γ
T
X

)

∗ −(F2XF2)
−1









































,

(A.142)

Não obstante, este termo pode ser consideravelmente simplificado se observarmos que as

expressõesΓ
T

I (ΠX − 2Π1) ΓI e Γ
T

I (ΠX − 2Π2) ΓI resultam em termos apenas na primeira

matriz bloco deΥ1m eΥ2m, respectivamente. Desta maneira, podemos definir novas matrizes

a partir da seguinte operação,

Π̂1 = FX1ĜX +
(
FX1ĜX

)T
+ΠX − 2Π1

= diag{0, 0, (X−4XF1X), 0, 0, 0}, e

Π̂2 = FX2ĜX +
(
FX2ĜX

)T
+ΠX − 2Π2

= diag{0, 0, (X−4XF2X), 0, 0, 0}. (A.143)

Além disso, tomando as definições em (A.139), (A.141) e (A.143), podemos reescrever
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as matrizesΥ1m eΥ2m, em (A.142), da seguinte maneira

Υ1m=





Ψ̂(1) + F̂1G1+G

T
1 F̂1

T

+σ̂Ĝ+
(
σ̂Ĝ
)T

+Π̂1


 (τ2−τ1)F̂1Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T

Z
σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ

(
Ĝ
T

AB
−ΓT

X

)

∗ −(τ2−τ1)
2
Ẑ1 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0 BT
ω

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫm1I 0 0 HT
1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫm2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − (F1XF1)
−1




,

Υ2m=





Ψ̂(2) + F̂2G2+G

T
2 F̂2

T

+σ̂Ĝ+
(
σ̂Ĝ
)T

+Π̂2


 (τ3−τ2)F̂2Γm Θ̂(η) σ̂Bω Γ̂T

Z
σ̂H1 0 Γ̂T

Ξ

(
Ĝ
T

AB
−ΓT

X

)

∗ −(τ3−τ2)
2
Ẑ2 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Φ̂(η) 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0 BT
ω

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 H2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ǫ(m+2)1I 0 0 HT
1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −ǫ(m+2)2I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 −I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −(F2XF2)
−1




,

(A.144)

Por fim, introduziremos as novas variáveisVm > 0, Um > 0, m = {1, 2}, a partir da

imposição das seguintes restrições

− (F1XF1)
−1 ≤ −V1, −XF2X ≤ −U1,

− (F2XF2)
−1 ≤ −V2, −XF1X ≤ −U2.

Note entretanto que estas restrições podem ser reescritas através da aplicação direta do com-

plemento de Schur da seguinte maneira
[
X̃ F1

F1 Ṽ1

]
≥ 0,

[
X̃ F2

F2 Ṽ2

]
≥ 0,

[
F1 X̃

X̃ Ũ1

]
≥ 0,

[
F2 X̃

X̃ Ũ2

]
≥ 0,

em que

XX̃ = I, V1Ṽ1 = I, V2Ṽ2 = I, U1Ũ1 = I, U2Ũ2 = I.

Assim, é fácil observar que as matrizes resultantes em (A.144) equivalem as matrizes

definidas no enunciado do Teorema 4.3.2, e, por conseguinte,a prova do Teorema 4.3.2 está

completa.

�
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B. FERRAMENTAS MATEMÁTICAS

Neste capítulo, introduzimos as principais ferramentas matemáticas utilizadas no decor-

rer do trabalho e para a prova dos Teoremas apresentados no Apêndice A.

Lema B.0.1. (Regra de Leibniz para a derivada de integrais duplas)

Dadas quaisquer funçõesA(y), B(y), C(y, x), D(y, x) ef(s), a função

G =

∫ A(y)

B(y)

∫ C(y,x)

D(y,x)

f(s)dsdx

possui derivada emy, dada por

d

dy
G =

d

dy

∫ A(y)

B(y)

∫ C(y,x)

D(y,x)

dsdx

=

∫ A(y)

B(y)

[
d

dy
[C(y, x)] f(C(y, x))−

d

dy
[D(y, x)] f(D(y, x))

]
dx

+
d

dy
[A(y)]

∫ C(y,A(y))

D(y,A(y))

f(s)ds+
d

dy
[B(y)]

∫ C(y,B(y))

D(y,B(y))

f(s)ds. �

PROVA A prova deste lema é baseada na regra da integral de Leibniz e na teoria funda-

mental do cálculo e pode facilmente ser deduzida a partir de [175]. �

Lema B.0.2. (Lema de Jensen)[4]

Dados os escalaresr1, r2 e a matrizM∈Rm×m tal que(r2 − r1) ≥ 0 eM = MT > 0,

então dada qualquer função vetorialx : [r1, r2] −→ Rm, tem-se que

(r2 − r1)

∫ r2

r1

xT (s)Mx(s)ds ≥

(∫ r2

r1

x(s)ds

)T

M

(∫ r2

r1

x(s)ds

)
. �

Lema B.0.3. (Lema de Finsler)[176, 177]

Dados o vetorx ∈ Rm e as matrizesΩ ∈ Rm×m eB ∈ Rp×m comrank(B) < m e seja

B⊥ uma base para o espaço nulo deB, i.e.,BB⊥ = 0. Então, as seguintes afirmações são

equivalentes

I. xTΩx < 0, ∀x 6= 0 : Bx = 0

II.
(
B⊥
)T

ΩB⊥ < 0,

III. ∃µ ∈ R : Ω− µBTB < 0,

IV. ∃F ∈ Rm×p : Ω + FB +BTF T < 0. �
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Lema B.0.4. (Lemas de Park-Moon)[174, 106]

Dados os vetoresα ∈ Rm eβ ∈ Rm, as seguintes afirmações são válidas para qualquer

matriz definida positivaX = XT > 0 e para qualquer matriz de ponderação livreM

(I) − 2αTβ ≤ αTXα + βTX−1β,

(II) − 2αTβ ≤ (α +Mβ)T X (α +Mβ) + βTX−1β + 2βTMβ,

além disso, para qualquer matriz semidefinida positiva

[
X Y

∗ Z

]
≥ 0, a seguinte relação é

válida

(III) − 2αTβ ≤

[
α

β

]T [
X (Y − I)

∗ Z

][
α

β

]
. �
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