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RESUMO

ESTABILIDADE E CONTROLE H, DE SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE
COM ATRASOS VARIANTES NO TEMPO E INCERTEZAS DE MODELO

Autor: Luis Felipe da Cruz Figueredo

Orientador: Prof. Adolfo Bauchspiess, Depto. de Engenhaa Elétrica / Universidade
de Brasilia
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Esta dissertacao propde novas estratégias para a anatiseatldidade robusta e para o pro-
jeto de controladores robustés,, para sistemas de controle em rede com atrasos variantes
e sujeitos a perda e/ou desordenamento de pacotes. Visamelb@ compreensao dos teo-
remas propostos e das contribui¢cdes do trabalho, é feitantrducéo sobre as principais
questdes relativas a sistemas de controle em rede e umaaeaBre 0s conceitos basicos
que envolvem a andlise de estabilidade. A metodologia desaébaseada na representacao
de sistemas de controle em rede por equacdes diferencesadds o que permite o estudo
de sua estabilidade através de teorias de estabilidadesistgmas atrasados. Os critérios
de analise desenvolvidos utilizam uma abordagem inédiaequolve o fracionamento do
intervalo que delimita o atraso variante e a construcao de mowa funcdo candidata de
Lyapunov-Krasovskii que incorpora explicitamente terrdependentes do atraso variante
e dos subintervalos resultantes do fracionamento. As ¢Oesliresultantes estipulam um
limite maximo para o atraso variante, para o qual o sistemanaiha fechada mantém-se
estavel. As técnicas de controle desenvolvidas podem $ieadgs para o controle de di-
versos sistemas reais através de redes de comunicacadtédessao robustos no sentido
que consideram a possibilidade da existéncia de incertizasodelo e de perturbacdes
aplicadas ao sistema e asseguram o cumprimento de esp@acde desempenhd,..
Ademais, consideramos o problema de controle de trajesna&és de redes de comunica-
cdo. As estratégias de controle desenvolvidas na dis8ertfip estendidas para assegurar
a estabilidade assintética robusta de sistemas de coetrolede com erro de rastreamento
limitado no sentido da norméd,. Por fim, os critérios desenvolvidos sdo avaliados através
de exemplos numéricobénchmarkgipicos da area) em todos os capitulos e simulacoes,
de forma a ilustrar sua eficacia e demonstrar seu bom desempenrelacdo aos métodos
estado-da-arte conhecidos da literatura.






ABSTRACT

STABILITY AND H,, CONTROL FOR UNCERTAIN NETWORKED CONTROL
SYSTEMS WITH TIME-VARYING DELAYS

Author: Luis Felipe da Cruz Figueredo

Supervisor: Prof. Adolfo Bauchspiess, Depto. de EngenhaiElétrica / Universidade
de Brasilia

Co-advisor: Professor Jodo Yoshiyuki Ishihara, Depto. de Bgenharia Elétrica /
Universidade de Brasilia

Programa de Pds-graduacdo em Engenharia Elétrica

This thesis presents new robust stability analysisipdcontrol design strategies for un-
certain networked control systems with time-varying dslayd packet dropouts. For the full
comprehension of the thesis theorems and contributionsiteoduction on the main issues
related to networked control systems and a review on baaiilisy concepts are presen-
ted. The overall networked control system is modeled byinantis-time delay differential
equation and the stability is studied under the frameworkystems with time-varying de-
lays. Novel stability criteria are established with theadiuction of a new delay-fractioning
approach and the development of a new Lyapunov-Krasowskational which explicitly
considers the delay-dependent and the delay-intervadraigmt terms introduced with the
delay partitioning. The analysis concerns the establisttraEa maximum allowable de-
lay bound for continuous time networked control systemse ddntrol strategies are robust
for ensuring stability and/,, performance properties of networked control systemsdiabl
to model uncertainties and external disturbances. Furibies, we consider the problem of
synthesize feedback controllers to make the output of angient asymptotically tracks a
desired reference whereas ensuring disturbances atimpabperties. The analysis is en-
riched with several numerical examples that illustrateatieantages of our criteria which
outperform state-of-the-art criteria in the literature.






SUMARIO

1

INTRODUGAOD ...ttt et e e e e 1
1.1 SSTEMAS DE CONTROLE EM REDE. ..\ttt ittt eei e aeieeeaeieenaeens 2
1.1.1 QUESTOESFUNDAMENTAIS ENVOLVENDO SISTEMAS DECONTROLE
EM REDE ..ttt ittt ittt e ettt e e e 4
1.2 CONCEITOSBASICOS .. ittt ettt ettt e e e e 5
1.2.1 ESTABILIDADE DE SISTEMAS DINAMICOS ....ovviiiiiiiieeiiieeinnns, 5
1.2.2 SSTEMAS SUJEITOS A ATRASOS NO TEMPO....vuiiiiiiiiiieaninnannns 10
1.2.3 DESIGUALDADES MATRICIAIS NA TEORIA DE CONTROLE. ............. 15
1.3 OBJETIVO ECONTRIBUIGOES ..ttt ettt et i et e e e iie e iie e e e e 18
1.4 APRESENTAGAO DA DISSERTAGAQ .. .uuii ittt et iie et e e eaaas 20

ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS SUJEITOS A ATRA-

SOS VARIANTES NO TEMPO . ... e e e e 23
2.1 ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS SUJEITOS AATRASOSVA-
RIANTES NO TEMPO. .ttt ettt et et e e e e e e e e e ae e 24

2.1.1 ANALISE DE ESTABILIDADE — ANALISE POR PARTES DO ATRASO.... 25
2.1.2 ANALISE DE ESTABILIDADE — ABORDAGEM PORFRACIONAMENTO

DO AT RASD .ttt ittt ettt ettt ettt e e ———— e 32
2.2 ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS INCERTOSSUJEITOS AATRA-
SOSVARIANTES NO TEMPO. ..ttt ettt et e e et it et e et e e s 37
2.2.1 ANALISE DE ESTABILIDADE ROBUSTA ... ttuiiiiei i eieieieaeennens 38
2.2.2 ANALISE DE ESTABILIDADE — CASOS PARTICULARES.........cccvvunt.. 40
2.3 EXEMPLOS NUMERICOS. .ttt ittt ettt ettt et e e et e e et e e e e e s 44

ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS DE CONTROLE EM

REDE .. 59
3.1 DESCRIGCAO DO SISTEMA ...ttt et e ettt e e e e et e e et ee e e e mmmeans 60
3.1.1 MODELO DO SISTEMA. ..ttt ettt et et et a et iae e tae e e e s 61
3.2 ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE...... 64
3.3 ANALISE DE ESTABILIDADE ROBUSTA. ...ttt etiee e iieeeeiiaeeeiaeeenns 70
3.4 EXEMPLOS NUMERICOS. ..ttt e et et ettt e ettt e et e e e e e e 72

PROJETO DE CONTROLADORES H,, PARA SISTEMAS DE CONTROLE

EM REDE . .. o e 77
4.1 DESCRICAO DO SISTEMA EPREAMBULO . ...ttt ittt i eeieeieeiaeieeiaenaennns 78
4.2 ANALISE DE DESEMPENHO PORH o « vttt ettt et ie e eiaeiaeiieneeneans 81

4.3 PROJETO DECONTROLADOR H,, ROBUSTO A INCERTEZAS DE MODELQ... 84

3



4.3.1 (RITERIO DE ESTABILIZACAO BASEADO EM GANHOS PONDERADOS 86
4.3.2 DLUGAO ITERATIVA ATRAVES DO ALGORITMO DE LINEARIZAGCAO

POR COMPLEMENTARIDADECONICA . .. ittt i ieeieeieeeen 92
4.4 PROJETO DECONTROLADOR H,, ROBUSTO PARASEGUIMENTO DE TRA-

JETORIA EM SISTEMAS DECONTROLE EMREDE ....iviiiii i 97
4.4.1 FORMULACAO DO PROBLEMA . ..\ttt ettt aeaeenns 98

4.5 ANALISE DE DESEMPENHO E SINTESE DE CONTROLADOREH ............. 99

4.6 EXEMPLOS NUMERICOS. .\ttt ettt ettt ee e ia e ae e s e e e s 101

CONCLUSOES ..ttt e 109
5.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS. ..tttitiiteeiieiieieneienennannnns 110

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . ...t 111
ANE X OS . 127

A PROVAS DOS TEOREMAS . ... e 129
A.1 PROVA DO TEOREMA 2.1.1 —[CAPITULO 2 ] eriiiiii i i 129
A.2 PROVA DO TEOREMA 2.1.2 —[CAPITULO 2 ].rriiiiiii i i i 139
A.3 PROVA DO TEOREMA 2.2.1 — [QAPITULO 2 ]ttt 144
A.4 PROVA DO TEOREMA 3.2.1 — [QAPITULO 3 . iiiiiiiii i 150
A.5 PROVA DO TEOREMA 4.2.1 —[QAPITULO 4 ] it 156
A.6 PROVA DO TEOREMA 4.3.1 —[CAPITULO 4 ] oviiiiiii i i 168
A.7 PROVA DO TEOREMA 4.3.2 —[CAPITULO 4 | eviiiiii i i 173

B FERRAMENTAS MATEMATICAS. ...ttt 181

C ARTIGOS PUBLICADOS ... e e 183



LISTA DE FIGURAS

11

1.2

1.3

1.4

15

1.6

1.7
1.8

21

2.2

2.3

24

2.5

2.6

3.1
3.2

3.3

4.1

4.2

Representacdo genérica de um sistema de controle em.rede................ 2
Representacédo de um sistema de controle em rede deogamtd................ 3
Evolucdo do estade no tempo (curva pontilhada) para um sistema com

ponto de equilibrio estavel (curva sdlida espessa) end. Figura obtida de

1 P 7
Representacdo geométrica das curvas de nivel de uné&ofdad.yapunov.

Figura obtida de [2]. ....c.ooiiiii e e 8
Sistema com ponto de equilibrip = 0 estavel no sentido de Lyapunov.
Figura obtida de [2]. ...oe et e 9
Sistema com ponto de equilibrip= 0 assintoticamente estavel no sentido

de Lyapunov. Figura obtida de [2]......ccoiiiiiiiiii e 9

[Exemplo 1.2.1] Diagrama esquematico de um chuveigurgiobtida de [3]. 11
[Exemplo 1.2.2] Processo de usinagem por meio de um fajndrocesso
de usinagem com vibracdes regenerativas (b). Figura othéidd. ............. 12

(Exemplo 2.3.1) Valor maximo de,.,. consideranda,,,;,=0 e varios valo-

res distintoSs d@,,,i;, € U au. «vvenreeire i e 45
(Exemplo 2.3.2) Valor maximo de,,, consideranda,,,;,=0 e varios valo-
res distintos d@,,,i;, € U au. «vvereeire i e e e 46

(Exemplo 2.3.5) Valor maximo dg,,, para varios,,,;, com—0, 1§d(t)§0, 1. 49
(Exemplo 2.3.5) Valor maximo dg,,, para Varios,,;, com—0, 5<d(¢)<0,5. 53
(Exemplo 2.3.5) Valor maximo de,.. para Variosr,,;, COMd,,.. € dmin

(o [s1 o0 a] a[=Tox [0 [0} T 53
(Exemplo 2.3.5) Valor maximo de,.. para Variosr,,;, COMd,,.. € dyin
[0 (211010 8] a[=Tex [0 [0 1 TN 54

Sistema de controle em rede sujeito a perda de pacotesesatle transmissdo. 60
Diagrama de tempo para os atrasos de transmissae-{$e mor exemplo,

entdoif = 10,45, = 12,0, =13 € i = 10,40, , = 13).eerrirrreeriirireannn, 62
Evolucéo do atraso variante em sistemas de controledanre.................. 64

(Exemplo 4.6.5) Evolucéao do valor do tragq4.34) com incremento do
namero de iteracdes do algoritmo (a). Mesma analise apésmatéo do

valor obtido na primeira iteracdo do algoritmio=(1). ............ccoeeiviiiiiiinnns 106
Erro de Rastreamento do Teorema 4.3.2 em comparacao @sultado de
15 081






LISTA DE TABELAS

21

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

29

(Exemplo 2.3.1) Valor maximo para o limite superior d@asw,7,,.., para

Tonin=0 € VAriOS VAlOreS U@, © Uyam -« vvenveerrreineeeineeie it eieeieeaieeannend 44
(Exemplo 2.3.2) Valor maximo para o limite superior d@asw,7,,.., para
Tinin=0 € VAI0S ValOres d&,,i;, € gz -« veereereeeeeiieieiie e eieieereaneannnd 46
(Exemplo 2.3.3) Valor maximo de,,, para varios valores dg,;,,, e =

0,3 €d,nin dESCONNECIAO. ... e e 48
(Exemplo 2.3.3) Valor maximo de,,, para varios valores de,;,, € para

7 M X7 R o [T o 01 | T=Tox [ [0 1S 48
(Exemplo 2.3.4) Valor maximo de,,, para varios valores dé,..., 7nin=0

€ parad,,;, deSCONNECIO............oiviiiii et e e aees 49
(Exemplo 2.3.5) Valor maximo de,,, para varios valores de,;,, € para
Anaz=0,1 €dmin=— 0, 1 i 50
(Exemplo 2.3.5) Valor maximo de,,, para varios valores de,;,, € para

Qe =05 € Aimin="— 0, 5 1 e s e e 51
(Exemplo 2.3.5) Valor maximo dg,,,. para varios valores de,;,, COMd,,,,.

€ yir, ABSCONNEBCIAOS ... vt e e e e e eanes 52
(Exemplo 2.3.6) Valor maximo para o atraso contaptafetado por uma
funcéo ruido de magnitude 001 cuja derivada @,001 ...........ccoeveveeninnnnnn. 56

2.10 (Exemplo 2.3.7 — sistema incerto) Valor maxima-gg, para varios valores

ded,az, Tmin=0 € parad,,;, desconhecido ...............c.cviiiiiinins e 56

2.11 (Exemplo 2.3.8 — sistema incerto) Valor maximageg,. para varios valores

ded,az, Tmin=0 € parad,,;, desconhecido .................coviiiiiinins e 58

2.12 (Exemplo 2.3.8 — sistema incerto) Valor maximo do ksiiperior do atraso,

3.1
3.2
3.3
3.4

3.5
3.6

4.1

4.2

Tmaz, Parar,;,=0.1 e varios valores dé,,;, € d,,.. — Teorema 2.2.1 com=2 58

(Exemplo 3.4.1) Valor m&ximo para o atraso variapte comr,,;, = 0....... 72
(Exemplo 3.4.1) Valor maximo dg,,, para varios valores de,;,,............... 73
(Exemplo 3.4.2) Valor maximo dg,,, para varios valores de,;,,............... 74
(Exemplo 3.4.2) Valor maximo de,,, para diversos valores dg,;, utili-

zando o Teorema 3.2.1 com= {1,2,6, 12} ...ooiiiiiiiiiiii e 75
(Exemplo 3.4.3) Valor maximo de,,, para varios valores de,;,............... 75
(Exemplo 3.4.4) Valor m&ximo para o atraso variapte comr,,;, = 0....... 76

(Exemplo 4.6.1) Menor valor aceitavel gigpara o qual o sistema é estavel

COMTiaz = 0,869 € Trin = 0 e i e e 101
(Exemplo 4.6.3) Menor valor aceitavel gdgara o qual o sistema é estavel
COM T4 = 0,430 e varios valores distintos pargi, ....ocovvvveveriieeniinennnn. 103

7



4.3 (Exemplo 4.6.4) Menor valor aceitavel glgpara o qual o sistema é estavel
COM T4 = 0,430 e varios valores distintos pargi, «...ocvvvvveieireneeninnannnn.



LISTA DE SIMBOLOS

No decorrer da dissertacdo, utilizaremos os simbolos &jadbs. A apresentacéo de
cada simbolo é prontamente acompanhada de uma descrigéa siecseu significado. Sim-
bolos utilizados com menor freqiiéncia ou de escopo limisad&o apresentados sempre que
necessario.

= E definido por

= Equivalente a

= Existe

€ Pertence a

C Esta contido em

U Uni&o de

\ Para todos

min Minimizar

N Conjunto dos nimeros naturalé,= {0,1,2,..., 00}
N* Conjunto dos nimeros naturais ndo nulds; {1,2,...,00}
R Conjunto dos numeros reais

R™ Conjunto dos vetores reais decomponentes
R Conjunto dos matrizes reais de dimensdeo m

C Conjunto dos numeros complexos

I Matriz identidade de dimenséo apropriada

0 Matriz nula de dimenséao apropriada

L,[0,00) Espaco de Lebesgue das fungdes de quadrado integravekenalotno
intervalo|0, co) (espago dos sinais continuos de energia limitada)
-l Normal, (Euclidiana)

y restricdo de projeto para nornta,,

Siglas
BMI Desigualdade Matricial Bilinear (do ingl&ilinear Matrix Inequality
LARA Laboratério de Automacao e Robdética
LMI Desigualdade Matricial Linear (do inglésnear Matrix Inequality
NCS Sistema de Controle em Rede (do ingNésworked Control Systegm
SDP Progamacao Semidefinida (do ingk&smidefinite Programming
SLIT Sistema Linear Invariante no Tempo






NOTACAO

Neste trabalho, o transposto de uma maftigé descrito poP” e sua inversa é descrita
por P~1. Descrevemos uma matriz diagonal cotiag(-), de forma queliag(P; ... P,)
denota uma matriz em bloco diagonal formada pelas matfzes. P,. O traco de uma
matriz P é representado par (P). DenotamosP” > 0 (ou P < 0) quando a matriz”
for simétrica definida positiva (ou definida negativaye> 0 (ou P < 0) quando a matriz
P for simétrica semi-definida positiva (ou semi-definida niegh As matrizes simétricas
terdo termos simétricos em relacdo a diagonal principatsemtados por, por exemplo, a
matriz

A B
BT C

sera descrita por

NotacOes especificas serdo apresentadas sempre que mecessa
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1 INTRODUCAO

A teoria de controle desempenha um papel fundamental nsamd sistemas fisicos,
quimicos e, mais recentemente, na analise de sistemagibmpecondmicos, sociais, etc
[6]. Um sistema de automacgao consiste em um ou mais dispssgue gerenciam, coman-
dam, regulam ou investigam outros dispositivos e sisteemagjeral sistemas dinamicos [7].
Em particular, estudaremos sistemas de controle. Duramiesvanos, diversas estratégias
de controle foram estabelecidas a partir de teorias chsssie sistemas e de controle [7].
Neste periodo, as estratégias de controle evoluiram déesirsigtemas de controle em ma-
Iha aberta até estratégias de controle complexas e salassicaomo controle robustd.,..
Contudo, a recente expansao e popularizacdo das redes daicagdo, em especial redes
compartilhadas (como a internet) e redes sem fio, impulsiensurgimento e o desenvol-
vimento de aplicagbes de controle caracterizadas por unagdd remota sobre o sistema
dindmico. Neste contexto, surge o ramo da teoria de sistgo@tida com sistemas cuja
malha de realimentacéo é fechada por uma rede de comunivaggartilhada, os chama-
dossistemas de controle em rede

Operagdes de controle através de redes de comunicagido mag@#blema novo em
situacdes praticas envolvendo sistemas de automacao. islédetanta anos, pesquisadores
e engenheiros utilizam aplicacdes de controle teleopgradba area de exploracao espacial
ou para a analise de sistemas em ambientes de risco (ematseiridistria quimica) [8].
Contudo, estas aplica¢gOes sao fortemente dependentededed® comunicagédo dedicadas
e especializadas que fornegcam as informacdes para o @adram tempos predefinidos
de maneira a garantir a estabilidade do sistema, enquardaceito atual de sistemas de
controle em rede sugere redes de comunicacéo nao-ideaigadilhadas e de uso genérico,
nas quais as propriedades de operacao estavel ndo séo segjgradas [9], principalmente
devido ao trafego variavel.

Na medida em que o conceito de sistemas de controle em reédsaevdlve e se popu-
lariza, principalmente por conta de seu grande potenciaptieactes, também crescem os
desafios inerentes a obtencéo de sistemas de controle exkasficientes [7]. A tarefa de
controlar um sistema que pode estar do outro lado do mundadiageredes imperfeitas de
comunicacao, que nao sao projetadas para para lidar coraldemias de controle em tempo
real, seguramente ndo € uma tarefa trivial. A insercdo dedemade comunicacdo com-
partilhada na malha de realimentacéo de sistemas de eotdroh a analise de sistemas de
controle em rede em um problema multidisciplinar que exigeegracédo continua e coesa
de tecnologias de redes de comunicacéo, de processamesimaidede robodtica e de tecno-
logia da informac&@o com as teorias de controle de sistemasilios. Todas estas areas do
conhecimento em convergéncia para que possamos contnolsistema dinamico do outro
lado do mundo (ou do espaco). Neste contexto, alguns dosgmia tedricos de sistemas
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Figura 1.1: Representacdo genérica de um sistema de eetnalede.

de controle da atualidade, como Murray, Astrém, Boyd, Betick Stein [10], classificam
sistemas de controle em rede como sendo uma das questdamimtdis para o futuro da
area de controle.

1.1 SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE

Sistemas de controle em rede, NCS (do ingiésvorked control systeimgemetem a
uma classe de sistemas de controle cujos elementos (ptantagladores, atuadores, sen-
sores, etc) estdo interligados por meio de uma rede de coagda digital em tempo real e
as informacdes sao trocadas na forma de pacotes de dadd2[1B, 14, 15]. Uma repre-
sentagcdo genérica para sistemas de controle em rede érapdasea Figura 1.1. Observe
que os elementos do sistema de controle (planta, contreisdatuadores e sensores) sao
conectados por meio de uma rede de comunicagao compaatilhad

A arquitetura tradicional de comunicacgéo para sistemasuwlteate € a arquitetura ponto-
a-ponto, na qual todos os elementos do sistema séo dirdowrectados e 0s atrasos ine-
rentes a comunicacdo sdo despreziveis [16]. Contudo, dar&pplucdo e expansao das
tecnologias de comunicagdo, o aumento de desempenho eti@alrésucdo dos custos
associados aos dispositivos de rede incentivaram a irsdegéedes de comunicacdo com-
partilhada nas malhas de realimentacéo de sistemas deleortiutilizacéo destas redes de
comunicacao para interligar os elementos de um sistemarde®né vantajosa em Varios
sentidos. Além da reducéo dos custos de instalacdo e mgaotftv], a sua utilizacéo in-
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Figura 1.2: Representacdo de um sistema de controle emeestido Unico.

crementa a flexibilidade, a modularidade e a confiabilidadgstema de controle no sentido
de facilitar e tornar mais rapida a verificagéo e o diagndste falhas [16, 18, 19]. Além
disso, controladores em rede permitem um rapido e eficiemgpartiihamento de dados e
informacdes, incrementando a viabilidade de aplicagdesgeradas [7]. Neste contexto,
pesquisadores de grande influéncia na area de controle cameayyAstrém, Boyd, Broc-
kett e Stein [10] classificam o controle por meio de redes deucicagédo como como sendo
uma das questdes fundamentais para o futuro da area delediraducéo livre do inglés:
key future directions for contripl

E consideravelmente extenso o nimero de aplicagbes quesadeam como sistemas
de controle em rede, e.g., sistemas teleoperados, sistrlagya escala complexos com
varios subsistemas, veiculos aéreos nao-tripulaveisyragao espacial, roboética colabora-
tiva, automacao industrial, processos quimicos, contioleede de sensores e em ambientes
inteligentes, etc, [20, 21, 17, 22, 23, 24, 25, 26, 27].

Além disso, um sistema de controle em rede pode assumirsdweonfiguracdes dis-
tintas. A arquitetura tradicional € composta por um sisteea@ontrole cujas malhas de
realimentacao entre os elementos sensores e o controladtneeo controlador e o atuador
sao fechadas por meio de uma rede de comunicacdo compatit@nforme apresentado
na Figura 1.1. Outra possibilidade € a presenca da rede dendxagdo em apenas uma das
malhas de realimentacéo, conforme apresentado na Figuurd&ste configuracdo, conhe-
cida como NCS de sentido Unico [19], € menos complexa em c@agg@acom a arquitetura
tradicional devido a existéncia de uma conexéo direta @stedementos da rede. Existem
uma seérie de outras configuracdes mais simples que em sudanpdem ser analisadas
por meio da arquitetura tradicional ou por meio de NCSs dedseanico.

N&o obstante, a utilizagdo de uma rede compartilhada emasteicom conexdes dedi-
cadas ponto-a-ponto entre os elementos introduz uma sédes&fios que tornam a analise
e 0 projeto destes sistemas consideravelmente mais camsflek, 16]. Por conseguinte,
as teorias de controle convencionais que assumem uma séandi¢ces ideais (controle
sincronizado, auséncia de atrasos, etc) devem ser refaglpara que possam ser aplica-
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das a NCSs [11]. Devido a maneira significante como afetanméardca dos sistemas de
controle, a rede de comunicacao e suas propriedades devexpieitamente considera-
das [21]. Neste contexto, apresentamos as seguintes gsiégtiilamentais que devem ser
abordadas de maneira apropriada para a analise de sisteroastble em rede.

1.1.1 Questdes Fundamentais Envolvendo Sistemas de Comérem Rede

Atrasos induzidos pela rede

Em um sistema de controle em rede, 0s sinais em tempo coraimastrados pelos mo-
dulos sensores séo codificados na forma de pacotes de dgitassdé transmitidos pela
rede de comunicacgao; entéo, finalmente, decodificados pdispusitivo receptor em outra
ponta da rede de comunicacgao [19]. Este processo distsguensideravelmente da amos-
tragem periodica de sistemas digitais. Em especial, devalasténcia de atrasos induzidos
por conta da transmissao de dados através de uma rede deicagaorcompartilhada.

Os atrasos de comunicagao entre os dispositivos da redeas@ainente constituidos
pelo atraso advindo da camada MAC (do ingiésdium access protogale acesso a rede
de comunicacao, e pelo atraso referente a transmisséo de siatore 0 meio fisico de trans-
missdo. Nao obstante, estes atrasos sao dependentes fdesmadtamente variaveis, e.g.,
congestionamento da rede ou qualidade dos canais [17]JmAssatraso de comunicacao
induzido é também altamente variavel. Alguns autoresndigdacilitar a analise conside-
ram atrasos constantes de comunicacao [12]. Contudo, gtararglise ser factivel, deve-se
considerar o pior caso de atraso como atraso de referénocsdacde. Assim, pacotes re-
cebidos com atrasos menores que 0 atraso constante degeronszenados e utilizados
posteriormente. Outros autores, consideram atrasos denccagdo aleatorios modelados
por processos estocasticos especificos [16] Neste tralhsideramos atrasos variantes
de um maneira genérica. Desta forma, ndo impomos nenhutrigdesou hipote se sobre o
comportamento do atraso variante de comunicagao.

Perda de pacotes

Outra importante propriedade que deve ser levada em coagi@epara a analise de
sistemas de controle em rede é a possibilidade de perda deepaturante a transmisséo
de dados pela rede. Geralmente, a ocorréncia de perda depaealeve a falhas no meio
fisico de comunicagéo (muito mais comum em redes sem fio) pe@ua de estouro de
buffer (geralmente devido a congestionamentos) [19]. Apesar dariaaos protocolos de
rede (protocolo TCP, por exemplo) estarem equipados conamsnos de retransmissao,
eles s6 podem retransmitir até um certo limite de tempo. Agtestempo os pacotes serao
descartados [11]. Além disso, do ponto de vista de controiaié interessante que o pacote
antigo seja descartado e um novo contendo informacfes ewaates do estado da planta
ou do sinal de controle seja transmitido, caso esteja digppara transmissao [11].



O comportamento em tempo real de um sistema de controle esniréeedepender di-
retamente destas caracteristicas que por sua vez sdo defendos parametros da rede
de comunicagéo, e.g., taxa de transmissao, protocolo ds@éecamada MAC, tamanho
dos pacotes, etc [11]. Tradicionalmente, a analise denséstele controle envolve o pres-
sSuposto que a conexao entre os elementos do sistema é feit@eppde canais ideais e,
portanto, estas caracteristicas ndo sdo devidamenteleoadsas e investigadas. A andlise
por meio da teoria de comunicagéo, apesar de consideraasseteristicas e a transmissao
por meio de canais imperfeitos, ndo leva em conta os efeitasrdso e da perda de pacotes
sobre o sistema dinamico. Neste sentido, pode-se afirmasisteenas de controle em rede
encontram-se na juncao das teorias de controle e de comaaif¥]. Segundo Zhang et
al. [11], de acordo com a teoria a ser aplicada, podemossandlCSs através de duas abor-
dagens distintas. A primeira é projetar um sistema de clergeon levar em consideracao as
propriedades de atraso e de perda de pacotes e, entdo, camdiguprotocolo de comuni-
cacao que minimize a probabilidade de ocorréncia desteseveA segunda é assumir que
as caracteristicas da rede de comunicacgéo e suas progsesfarpreviamente estabelecidas
e, entdo, projetar estratégias de controle que consideqelicitamente estas propriedades.
Esta dissertacédo leva em consideracao principalmentespgmdiva de controle, portanto,
assumimos propriedades da rede de comunicacdo conhecadasre procuramos estabe-
lecer condigbes que assegurem a estabilidade e a estgélida sistema de controle em
rede. Estas condi¢gfes serdo estudadas por meio da abordagestemas lineares sujeitos
a atrasos variantes no tempo cujas propriedades de efaaleilsdo estudadas ha mais de 50
anos.

1.2 CONCEITOS BASICOS

1.2.1 Estabilidade de Sistemas Dinamicos

A teoria de estabilidade desempenha um papel fundamentaona e na analise de
sistemas de controle. De maneira geral, podemos afirmarmquaresistema de controle o
primeiro aspecto e, provavelmente, o aspecto de maior tdipoia a ser determinado refere-
se a estabilidade deste sistema [6]. Neste contexto, pamente introduziremos o conceito
de pontos de equilibrio.

Pontos de equilibrio sdo fundamentais a analise de sistdin@nicos, pois eles definem
os estados em que as condi¢des de operacao de um sistemeadim@antém-se constantes,
ou seja, nas situacdes em que a dinamica do sistema ensergra-condicdo estacionaria
[1]. Em outras palavras, se existirem condi¢fes inicigiy tais que a trajetoria(t) per-
maneca sempre igual (ou seja, igual(8)), diz-se quer(0) é umponto de equilibrio [2].



Neste sentido, considerando um sistema dinamico

dx
—=F 1.1
o = F@), (1)
dizemos que um estadg é um ponto de equilibrio de (1.1) $&z.) = 0, ou seja, Se em um
determinado instante,, o sistema dindmico entrou em um ponto de equilibfip) = z.,
entao

z. € ponto de equilibrio < Vt > t., z(t) = z.. (1.2)

Um sistema dinamico pode ter nenhum, um, varios ou infinibogs de equilibrio. Visando
facilitar a analise, sempre que existir um ponto de equdliby # 0, efetuaremos uma
mudanca de variaveis, de forma que

2= — T,
(1.3)
2=F(z+x).

Assim, z, = 0 é o ponto de equilibrio correspondente & ..

Em termos intuitivos, o ponto de equilibrio € o ponto de op@ralesejado para o sistema
dindmico. Em situagdes praticas, no entanto, € comum querahicdes iniciais ndo se
encontrem neste ponto. Assim, se torna interessante estuaenportamento do sistema
para este caso, i.e., 0 sistema se aproximara ou se afasfawatd de equilibrio. De maneira
geral, diremos que um ponto de equilibrio é estavel se toolag&es que comecam em
pontos em sua vizinhanga mantém-se perto do ponto de euililaso contrério i.e., se
as solucdes se afastarem, o ponto de equilibrio é insta8ell]2 Assim, introduzimos a
seguinte definicdo

Definicdo 1.2.1.[28, 2] O ponto de equilibrioc, = 0 é estavelse para qualque? > 0
existir umr > 0, o qual depende do valor de e € menor que este valor, i.6.< 7(R) < R,
tal que sel|z(to)|| < r, em qué,, é o instante inicial, entadz(¢)|| < R, para todot > t,.
O

A Defini¢cdo 1.2.1 mencionada acima implica que uma trajtéiciada perto do ponto
de equilibrio, especificamente dentro de uma baan torno do ponto de equilibrio, nunca
saira fora de uma bola de raidbem torno do ponto de equilibrio [2]. Esta no¢éo de estabi-
lidade € representada na Figura 1.3, na qual observa-seegiadwoz(t) (curva pontilhada)
evolui no tempo dentro de um tubo de rato(representado pelas curvas sdlidas externas)
em torno do ponto de equilibrio (curva sélida mais espessa).

Esta nocéo de estabilidade também € conhecida como esaleilno sentido de Lyapu-
nov, por conta do matematico e engenheiro Aleksandr Mikdh Lyapunov que incen-
tivado por seu orientador P. Tchebyshev foi o primeiro adsste deduzir uma teoria sobre

!Para mais informacdes sobre a biografia de A. Lyapunov, unadmses mais importantes da teoria de
controle, leia [29].



Figura 1.3: Evolucdo do estadono tempo (curva pontilhada) para um sistema com ponto
de equilibrio estavel (curva solida espessayem). Figura obtida de [1].

0 comportamento dos pontos na vizinhanca dos pontos ddleguil Lyapunov propés o
primeiro trabalho tedrico sobre a estabilidade de sistafivg@nicos ndo-lineares que foi
publicado em 1892 na sua tese de doutoradwe (General Problem of Motion Stabiljty
[29]. Em seus trabalhos, Lyapunov propde dois métodos paestigar a estabilidade de
um sistema dinamico em torno do ponto de equilibrio. O prion@iétodo permite a analise
e a investigacao da estabilidade de sistemas néo lineaagssate seu modelo linearizado
[30]. O segundo método, conhecido como método direto delyap permite a analise do
comportamento de sistemas dindmicos em torno de um pongudéeo com o auxilio de
uma funcao escalar designada por fungéo de Lyapunov [2].

A funcédo de LyapunoWw : R” — R é uma fungéo semelhante a uma funcéo de energia
que pode ser utilizada para determinar a estabilidade dastems dinamico [1]. Consi-
derando o conceito de energia, observamos que um sisteraseja mecanico, elétrico
ou de outro tipo, tem usualmente dissipacdo ou amplificagdengrgia. Assim, sempre
que a dissipacao for superior a amplificacéo, a energia tinsasdecaira e as variaveis do
sistema (amplitudes de oscilagéo, velocidades, tenségias, correntes, etc.) tenderdo a
evoluir para zero (ponto de equilibrio). Estudando a eaeagsociada ao sistema, ou outra
grandeza mais conveniente se torna possivel a andlise dersgortamento, em particular
de sua estabilidade [2]. Neste contexto, estamos prontascpeacterizar as condigdes de
estabilidade para um ponto de equilibrio= 0 para o sistema (1.1), come R".

Teorema 1.2.1.2 (Teorema de estabilidade de Lyapunov) [28, 1,2hdo um ponto de
equilibrioxz, = 0, se existir uma bol&y de raio R > 0 centrada no ponto de equilibrio,
para a qual exista uma uma fungéo continlla: R* — R definida positiva com derivada
no tempo sobre a trajetoria do sistema dinamico (1.1),
. OVdx OV
= =2_F
v Or dt Oz (z),

semi-definida negativa para todoe Bpg, entdo o ponto de equilibrio é localmente estavel
no sentido de Lyapunov. Se tal afirmacéo for valida para t&do- 0, entdo o ponto de
equilibrio é globalmente estavel no sentido de LyapunoémAdisso, sé& for definida

2Uma das provas do Teorema encontra-se em [28, Capitulo 3].
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Figura 1.4: Representacdo geométrica das curvas de niwahdefuncdo de Lyapunov.
Figura obtida de [2].

negativa, entdo o ponto de equilibrio sera assintoticamestavel no sentido de Lyapunov.
|

As fungdesl’ que satisfazem as condic¢des estipuladas no Teorema lo2deisédmina-
dasfuncdes de Lyapunov A Figura 1.4 apresenta uma representacado geometricagiara e
resultado. Observe que as curvas de nivel para um funcacegehgv definida positiva sdo
representadas por< V; < V5 < V. Assim, a condicad/ (z) < 0 implica que a trajetoria
do sistema deve se aproximar da origem passando por curvagedleom valores referen-
tes a funcéo de Lyapundy cada vez menores. Ademais, se a deri\iﬁtﬂﬁ) for definida
negativa, entde(t) — 0 quandot — co.

E interessante ressaltar que o Teorema 1.2.1 refere-salbilidside local e global do
ponto de equilibriac, = 0. Um sistema localmente estavel implica que o sistema senéets
navizinhanca de um determinado ponto de equilibrio. Assimestado de equilibrio (ponto
de equilibrio) sera globalmente estavel se este for esj@adduer que seja o valor inicial de
seu estado [2].

Além disso, o Teorema 1.2.1 refere-se a estabilidade e biletdde assintética dos
pontos de equilibrio. Em um sistema estéavel (também chahadeutramente estavel) no
sentido de Lyapunov podemos afirmar que para qualqueriptie raioR > 0 centrada na
origem, se o estado inicial estiver dentro da bBJa ou seja,||z(ty)|| < R, em quet, é o
instante inicial, entd@z(t)|| < R, paratoda > t,. Uma representagéo grafica desta andlise
é apresentada na Figura 1.5. Observe que a norma do dstadip, apesar de ndo tender
a zero, é limitada enk para qualquet > 0. Nao obstante, um sistema assintoticamente
estavel no sentido de Lyapunov implica que, além do estédgarat > t, estar limitado
dentro da bola de rai® > 0, este convergira ao ponto de equilibrip = 0, ou seja,
lim; ,, z(t) — 0. Esta definicdo pode ser interpretada graficamente atravéigdra 1.6.

Pelo restante do trabalho, consideraremos apenas a igstddissintotica no sentido de
Lyapunov. Desta forma, sempre que mencionarmos a estadelide um sistema dinamico
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Figura 1.5: Sistema com ponto de equilibrio= 0 estavel no sentido de Lyapunov. Figura
obtida de [2].
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Figura 1.6: Sistema com ponto de equilibrio= 0 assintoticamente estavel no sentido de
Lyapunov. Figura obtida de [2].

estamos nos referindo a sua estabilidade assintética (asmpre esteja especificamente
indicado o tipo de estabilidade).

Observacéo 1.2.1[28] O Teorema de Lyapunov 1.2.1 fornece condi¢cfes sufesepdra a
estabilidade de sistemas dinamicos. Contudo, nao infoada sobre se as condi¢cdes sao
também condicGes necessanas.

E importante ressaltar que existem varios outros métodepodem ser utilizados para
analisar a estabilidade de sistemas dinamicos linearagames no tempo (SLITs), e.g. 0
critério de estabilidade de Nyquist, critério de Routhakite etc [6]. Todavia, ao alterar-
mos as configuracdes destes sistemas seja pela incluséo-tieezsdidades, de parametros
variantes no tempo, ou atrasos contantes ou variantes po estes critérios deixam de ser
validos. Neste sentido, o critério de estabilidade por Lyay é robusto e flexivel a estas

3Existem alguns trabalhos que estabelecem para algumaadaterestabilidade condi¢bes que sdo de fato
necessarias, sao os chamados Teoremas de Conversao [28].
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modificacdes, ndo-linearidades e incertezas. Especifit@ameo caso de sistemas lineares
sujeitos a atrasos constantes ou variantes no tempo quetssedos neste trabalho, a es-
tabilidade no sentido de Lyapunov fornece as ferramentagogcisamos para estabelecer
condi¢des suficientes de estabilidade assintotica, aoefeeremos na proxima segao.

1.2.2 Sistemas sujeitos a atrasos no tempo

Sistemas sujeitos a atrasos no tempo sdo também conheoitiossistemas heredita-
rios, sistemas defasados ou sistemas com tempo morto [4D81fato, sistemas sujeitos a
atrasos no tempo (ou sistemas atrasados) generalizam eitcote sistemas com diversos
tipos de atrasos. Conforme detalhadamente descrito emsi¢ls sistemas pertencem a uma
classe especial de equacdes diferenciais funcionais quemndrario das equacodes diferen-
ciais ordinarias, possuem dimensao infinita [31, 32]. Ektsse de equacdes € conhecida
pelo nome de equacéo diferencial funcional atrasada — REDE{|ésretarded functional
differential equatioh[4] ou, simplesmente, por equacéo diferencial atrasadBE [@lo in-
glésdelayed differential equatigril9]. Esta classe de sistemas é definida genericamente da
seguinte forma, [4],

a(t) = f(t, x(t), z), (1.4)

emquef : R x R” x € — R" e € é o conjunto das funcfes continuas mapeando o intervalo
[—7,0] emR". A Equacéo (1.4) indica que a dindmica do sistema em ca#gpende do
estado no instante x(t), e da historia de valores d€t) no intervalo[t — 7, ], i.e.,z;.

Sistemas sujeitos a atrasos no tempo ocorrem em diversag@ats praticas dado que
grande parte dos processos e sistemas fisicos, quimicoggibos envolvem reacdes que
nao sdo instantaneas [3]. Assim, considerar a dependéadig#armacdes referentes ao
historico temporal destes sistemas é fundamental para utkelaroento matematico mais
realista de varios sistemas distintos. Desta forma, visdadlitar a andlise e ilustrar a
ampla gama de aplicagbes nas quais verifica-se a ocorrém@gabsos, apresentamos 0s
seguintes exemplos

Exemplo 1.2.1.[3, 33]

Considere o chuveiro apresentado na Figura 1.7. Nestems&t® ajuste de tem-
peratura é feito através da mistura de reservatorios cotibeadgua quente e agua fria.
Portanto, é natural que exista um atraso entre o instante liertara das valvulas até
0 instante que a agua esteja na temperatura desejada. Asdomie a agua ndo seja
compressivel e seja um fluido em regime estacionario, pededuzir uma expressao
analitica para calcular o valor do atraso no tempo inerentessstema.

Com este intuito, investigamos a vazao da agua, de acordadognde Poiseuille,

TR
F=—A
Sul P;

10



PN

Quente Frio

Figura 1.7: [Exemplo 1.2.1] Diagrama esquematico de umeinovFigura obtida de [3].

em quev representa o coeficiente de viscosidade da agtuia] representam respectiva-
mente o raio e 0 comprimento da tubulacade correspondente a diferenca de pressao
do fluido entre o inicio e o fim da tubulacdo. Assim, o atrasoemopbr inerente ao
sistema pode ser calculado como

Sv l 2
- — | = . ]
TTAp (R)

Exemplo 1.2.2.[4, 34]

Considere a Figura 1.8 (a) que apresenta um processo de gismae uma peca Ci-
lindrica por meio de um torno mecéanico. A peca com forma gé&icaéle revolucao
gira com uma velocidade angular constante e a ferramenta de corte percorre um tra-
jetéria ao longo do eixo desta peca com velocidade conslg{ntem quef € uma taxa
que corresponde a espessura do cavaco removido. A ferrargers uma superficie na
medida que o material € removido (regido sombreada da figergualquer vibracao da
ferramenta é refletida nesta superficie. No contexto deagsim com vibra¢des regene-
rativas, a superficie gerada pela passagem anterior deaf@enta se torna a superficie
superior do cavaco na passagem seguinte desta ferramentantidelo genérico usual-
mente utilizado para estudar este tipo de processo basere processo apresentado na
Figura 1.8 (b) e pode ser descrito da seguinte maneira, [4],

mij(t) + cy(t) + ky(t) = —F (f +y(t) —y(t = 7)),

em quem, c e k correspondem as caracteristicas de inercia, amortecimentgidez da
ferramenta, o atraso- = 2% corresponde ao tempo necessario para a peca fazer uma
revolucdo e, por fimF; representa a forca de impulso que é dependente da espessura
do cavaco. Maiores detalhes quanto ao modelamento de sistdenusinagem com Vi-
bracbes regenerativas através de equacoes diferencieasadas sdo apresentados em
[35]. O
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() (b)

Figura 1.8: [Exemplo 1.2.2] Processo de usinagem por meigmé&rno (a). Processo de
usinagem com vibracdes regenerativas (b). Figura obtiddde

No Exemplo 1.2.2, consideramos um sistema autdnomo e poy@atraso é resultado
das caracteristicas inerentes ao sistema. A forca de impulé usualmente considerada
linear e técnicas lineares para sistemas atrasados Sdad#s para a andlise deste sistema
[4]. Recentemente, devido a exigéncias em usinagem desddteidade, houve uma conside-
ravel expansao nas pesquisas e no interesse de sistemaseaées| e de sistemas atrasados
com aplicacoes para a industria [4].

Exemplo 1.2.3.[4, 36]

No controle de motores de combustéo interna, € usual aag#éia de modelos basea-
dos no torque médio. Neste modelo, a rotacéo do virabrequimdelada pela equacao
de movimento

Jw(t) =T, (t —1;) — T(t) — T.(2),

em quéeT; indica o torque gerado pelo motor que é atrasado emeegundos devido a
atrasos do ciclo do motor, sejam estes resultantes do atasignicao, de mistura do
ar-combustivel, ou de propagacéo sobre os cilindros. Al&sod o termdl’; representa
o atrito de fricgdo,T, representa a carga,/ representa o momento de inérciawe, a
velocidade angular do virabrequim.

A dindmica do sistema e a ag&o de controle de realimentachoceaa para manipu-
lar o torque indicaddl’; sdo definidos da seguinte forma,



Entdo combinando as equacfes mencionadas, obtemos oasistemnalha fechada

w(t) = = [h(z(t —m),w(t — 7)) = Tp(t) — Te(D)],
#(t) = [ (2(1),w(t)) m

Ao contrario dos exemplos anteriores, no Exemplo 1.2.3rasaté resultado da malha
de realimentacéo. Este tipo de atraso ocorre devido a atressoontrolador ou atrasos na
medicao (seja por conta da transmisséo de dados ou pelspoate aquisicdo destes) e sao,
geralmente, prejudiciais ao desempenho e a estabilidasistéma [4].

Além dos exemplos mencionados, existe na literatura umasagapna de sistemas que
sdo modelados considerando explicitamente o efeito deoati@onstantes ou variantes no
tempo. Por exemplo, podemos citar outros exemplos em sstel@ combustédo [37], ou
exemplos em processos bioldgicos, quimicos e econdmigds3P, 40] e suas referéncias).

1.2.2.1 Estabilidade de sistemas sujeitos a atrasos nmtemp

De maneira analoga ao caso de sistemas sem atrasos, a ded@gabilidade € também
fundamental para sistemas sujeitos a atrasos no tempoimsias pesquisas relacionadas
a estabilidade deste tipo de sistema surgiram na década@eadd os trabalhos sobre a es-
tabilidade de quasi-polindmios (pseudo-polindémios corficentes definidos por funcdes
periddicas) de Pontryagin e de Chebotarev [4]. Em 1949, klgdbrmulou pela primeira
vez o problemarelacionado aos valores iniciais e aos pdeteguilibrio destes sistemas [4].
No entanto, apenas a partir do trabalho pioneiro de Nikdikolaevich Krasovskii em 1959,
estabeleceu-se uma teoria capaz de analisar a estabilidsi#s sistemas de maneira eficaz.
Neste trabalho, traduzido para o inglés em 1963 [41], KrsldDapresenta pela primeira
vez uma extensao da teoria de Lyapunov (Teorema 1.2.1) idaracbm sistemas sujeitos
a atrasos no tempo. Esta extensdo é baseada em seus estneéo®Pi(1956) sobre a im-
portancia de se considerar o estadt em todo o intervalo de atraso, i.e;, na constru¢éo
das funcdes de Lyapunov [4]. Em outras palavras, Krasoesifiitiza a importancia de se
considerar uma funcao de Lyapunov que leve em conta ndo sdlug@u temporal do sis-
tema dindmico mas também seu histérico temporal [3]. Assimsideramos uma funcéo de
LyapunovV (¢, z(t), z;) que dependa do estado atu#l) e, também, de,, que corresponde
ax(t) no intervalo[t—,t]. Com o intuito de distinguir esta funcéo da funcéo de Lyapuno
proposta originalmente, deu-se o nome de funcdo de Lyapkiremovskii. O objetivo é
analisar e quantificar o desvio ndo apenas(@gmas também de, em relagéo ao ponto de
equilibrio.

Neste contexto, primeiro consideremos um sistema dinaatiesado genérico, con-
forme descrito na Equacéao (1.4), em que as condi¢cOes mireifarentes ao estado séo dadas
porzy(0) = p(), 0 € [—7,0]. De maneira andloga ao caso sem atrasos, o sistema atrasado
genérico (1.4), tera ponto de equilibrip = 0 estavel no sentido de Lyapunov-Krasovskii
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se para qualquer instante inicial, existir um r&io- 0, tal que||p|/»s = max lp(@)]| <R

implica que||z(t)| < R paratodot > 0. A partir desta caracterizagdo, estamos prontos
para estabelecer as condi¢cdes segundo Krasovskii quaiesseg estabilidade de sistemas
dindmicos sujeitos a atrasos no tempo

Teorema 1.2.2.% (Teorema de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii) [4, 30] Sejam
u, v, w fungdes continuas semi-definidas positivas, tal gqug e v(s) sdo positivas para
s > 0 e nulas paras = 0. Se existir uma funcéo continua e diferencidvéltal que as
afirmacdes

u([lp(O)[)) < V(£ p) < v (llpllm) (1.5)

V(t,p) < —w ([lp(0)])) (1.6)

sejam validas, entéo o ponto de equilibio=0 € estavel. Além disso, &€ s) for definida
positiva paras > 0, entdo o ponto de equilibrio & assintoticamente estavelemtido de
Lyapunov-Krasovskii. [ |

Se a funcdd/ satisfaz as condic¢des estipuladas no Teorema 1.2.2, elaoéndeada
funcdo de Lyapunov-Krasovskii A condi¢cao apresentada em (1.5) implica que a funcao
de Lyapunov-Krasovskii € definida positiva e que possuitérsuperior infinitesimal [39],
enquanto que a segunda condicdo (1.6) implica que a deafiencdo € definida negativa
e, portanto, a funcdo de Lyapunov-Krasovskii ndo crescesgol da trajetoria do sistema
[4]. A principio pode-se pensar que a condicao (1.6) ndo peaandlise dependente de pa-
rametros do atraso (como limites inferiores e superionespa derivada), contudo podemos
analisar estas caracteristicas a partir da construcamdéds candidatas consideravelmente
complexas que considerem explicitamente estas caraiciasif39].

Em geral, o Teorema de Lyapunov-Krasovskii (Teorema 1ex@)e uma complexa ma-
nipulacdo das caracteristicas do atraso para a formula@md funcdo candidata eficiente.
Este desafio pode ser significamente reduzido ao considesanma segunda forma de ana-
lise de estabilidade para sistemas sujeitos a atrasos mm tennoduzida por Razumikhin
[43]. N&o obstante, apesar de sua constru¢do ser mais sjnopieétodo de Razumikhin
pode ser obtido através do Teorema de Lyapunov-Krasovskingio da imposicao de res-
tricdes adicionais a analise [4], e, portanto, seus readteendem a ser mais conservadores
[44, 45]. Assim, 0 método de Razumikhin n&o sera abordade tredalho.

O foco deste trabalho é a analise de estabilidade e estaidibzde sistemas lineares
sujeitos a atrasos variantes no tempo. Desta forma, a g@saeneralizada para sistemas
atrasados (1.4) sera redefinida considerando um sistee@a kontinuo sujeito a atrasos no
tempo, da seguinte forma

(t) = Ax(t) + Agx(t — 7), t >0, (1.7)

4A demonstracdo do Teorema de Lyapunov-Krasovskii encaetem [4, 39, 42].
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em quez(t) € R™ é o vetor de estado da planthe A, sdo matrizes do sistema, conhecidas
ou ndo, com dimensdes apropriadas,® 0 representa o atraso no tempo.

Mais precisamente, levaremos em consideragéo atrasesteino tempor(= d(t))

incertos, porém limitados da seguinte maneira

Tmin S d(t) S Tmaz»

de forma que o sistema (1.7) possa ser reescrito como

i(t) = Ax(t) + Agz(t — d(t)), t>0,
z(t) = p(t), t € [~Tmaz, 0],
em quep(t) € uma funcdo que descreve as condigdes iniciais do estado.

Ao considerarmos sistemas dinamicos lineares, a estatdido sistema no sentido de
Lyapunov-Krasovskii pode ser investigada e analisada o me ferramentas classicas
como as desigualdades matriciais lineares.

1.2.3 Desigualdades matriciais na teoria de controle

Nesta subsecao, descreveremos de forma sucinta a impadandilizacdo de desigual-
dades matriciais lineares (LMIs, do inglé@sear matrix inequalitiey na teoria de controle.
Primeiramente, descreveremos de maneira concisa o histigsta ferramenta de analise.

1.2.3.1 Histérico das desigualdades matriciais lineares

A aplicacédo deste tipo de desigualdade a analise de sistbn@asicos, mais especifica-
mente a andlise de estabilidade de sistemas dinamicosnieieha mais de cem anos com
os trabalhos de Aleksandr Mikhailovitch Lyapunov (1892)re#ria desigualdade

ATP+PA <O, P>0

gue se tornou conhecida como a desigualdade de Lyapuno#gR9\este caso especifico,
a desigualdade era resolvida analiticamente através deémeade equacdes lineares.

Os avancos na teoria relacionada a desigualdades matfioeares sdo detalhadamente
discutidos em [46]. Inicialmente, pesquisadores utiBravipos especificos de LMIs para
a solucdo de problemas especificos. Na década de 1940, gskupeis da antiga Unido
Soviética (Lur'e e Postinikov entre outros) foram os primgia aplicar a teoria de Lya-
punov para problemas de controle, em especial a analisetal@lieiade de sistemas com
nao-linearidades nos atuadores [46]. Nao obstante, agudédades matriciais lineares re-
sultantes eram resolvidas analiticamente (manualmenpey&nto, a analise era reduzida a
sistemas pequenos (segunda ou terceira ordem no maxinjo)Ndtécada de 1960, pes-
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quisadores como Popov, Kalman, Tsypkin entre outros, gardm que as desigualdades
resultantes dos problemas descritos por Lur'e [48] podianresolvidas através de certas
ferramentas de analise grafica, Nyquist, critério de Pagritve outros [49, 50]. Além disso,
nesta época se tornou notoria a importancia do estudo depdvidsa teoria de controle [51].
Por fim, em 1971, J.C. Willems demonstrou em seu trabalh@smintrole 6timo quadratico
[52], que a LMI

ATP+PA+Q PB+CT

*

> 0,
poderia ser resolvida através do estudo de soluc¢des siastia equacao algébrica de Ricatti
— ARE (do inglésalgebraic Riccati equation

ATP+PA+Q— (PB+C")R ' (B"P+C) =0,

que por sua vez pode ser resolvida por meio da decomposisd@utimvalores da matriz Ha-
miltoniana correspondente [46]. N&o obstante, além destizibuicdo mais 6bvia, Willems
em [52] sugere que a utilizacdo destes métodos (equac@dsials de Ricatti, ferramentas
gréficas, etc) ndo propiciavam condic¢des ideais para queria teferente a desigualdades
matriciais lineares se desenvolvesse e que seria intategsglorar sua capacidade por meio
de algoritmos computacionais [53]. Neste contexto, Pigltiniand Skorodinskii [54], en-
tre outros pesquisadores, observaram que o problemaomdaiti a constru¢éo de uma LM
derivada de uma funcédo de Lyapunov podia ser escrito comorabigma de otimizacao
convexa e, portanto, solGvel por meio de certos algoritmos.

Contudo, foi através do desenvolvimento de poderosos emties métodos de pontos
interiores para solucionar LMIs que estas finalmente selpaoparam na teoria de controle.
Em 1984, Karmarkar introduz um novo algoritmo de prograraagé resolvia programas li-
neares em tempo polinomial [46]. A partir deste trabalhogesm outros varios baseados em
métodos de pontos interiores para programacao lineareestexto, em 1988, Nesterov e
Nemirovskii [55] desenvolveram métodos por pontos intesaue se aplicam diretamente a
problemas convexos envolvendo LMIs. A partir de entdoogaigoritmos por pontos inte-
riores foram implementados com sucesso para a solucao blemas convexos envolvendo
LMIs que surgem na teoria de controle. Para um detalhamebte ®s métodos por pontos
interiores veja [46].

1.2.3.2 Desigualdades matriciais lineares

Neste trabalho, consideramos uma forma genérica de cazacto dos problemas en-
volvendo desigualdades matriciais lineares (LMIs), dexBbgue procuramos encontrar uma
solucéar € R™ para

F(z)=Fo+ Y ;F; >0, (1.8)

i=1
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em quer é o vetor de variaveis de decisdde= F!,i = {0,...,m} s&o matrizes conhe-
cidas. O sinal da desigualdade énr) > 0 significa queF'(z) € semi-definida positiva,
i.e., 2l F(x)z > 0, para todoz # 0. A LMI (1.8) é uma restricdo convexa em i.e., 0
conjunto de solugBes que atende a restricada( | F(z)}) é convexo. Encontrar uma so-
lugéo que denominaremos corsolucéo factivelou solugéo viavelé encontrar unx s,

tal que F'(xs,:) > 0. Caso ndo encontremos esta solugdo denominaremos a LMI como
sendoinfactivel ou sem solucdo vidvel. Observe que desigualdades matrfoianadas
pela combinacdo de um conjunto de varidveis matricigisXs, . . ., X,,, sdo também referi-
das como LMIs, pois estas podem ser expressas na formagh8rmos das componentes
das matrizesX,, X, ..., X,,, [66]. Outro problema envolvendo LMIs que levaremos em
consideragdo neste trabalho é o problema de minimizagéo{c’x} sujeito aF(x) > 0,

em quec € R™. Esse problema é conhecido como problema de programacéalsénida
(SDP). Esta classe de problemas refere-se a problemasndigagiio convexa, na qual a
fungéo objetivo que se deseja minimizar € linear e as réssigado escritas na forma de
desigualdades matriciais lineares [57].

Dentre a enorme gama de problemas que podem ser caraaterizadmeio de LMIs
podemos citar 0s problemas referentes a andlise de eddalgilrobusta de sistemas incertos
lineares invariantes no tempo [46, 58]; a analise do pasieiento de polos em regioes
convexas do plano convexo, denomindti@stabilidade [59, 56]; a analise das normiase
H ., e seus custos [60]; a sintese de controladores robustosglionentacao de estado [59];
dentre outros.

A formulagéo destes problemas por meio de LMIs é interegegaglas seguintes razdes
[56, 61]:

» Convexidade e solugcdo numérica eficientéds problemas envolvendo LMIs sé&o pro-
blemas convexos e, portanto, solucionaveis utilizandadust de pontos interiores
para otimizagao convexa em problemas de programacao sfimida (SDP) [61]. Es-
tes métodos possuem taxa de convergéncia polinomial dende desta maneira uma
solucéo eficiente para problemas que nédo possuem soludétaccanau que possuem
solucéo analitica restritiva ou complicada [46].

* Robustez sobre incertezas:Baseando-se em uma descricdo deterministica das in-
certezas com estrutura e limites conhecidos, pode-seedes@ problema na forma
de problemas de programacédo semi-definida. Desta formayrdagem por LMIs é
viavel para sistemas sujeitos a incertezas muito comunpmebtemas de engenharia
onde constantemente erros de medida, modelagem, etcpess@ntes [56].

» Problemas multi-objetivo: Esta é uma vantagem significativa quando se compara a
abordagem LMI aos métodos classicos de otimizacdo, queegiaprapenas um cri-
tério para refletir um conjunto deles. A tarefa de se escaltweitério de otimizagéo
mais relevante nem sempre é trivial [56]. Como a abordagerhMts permite a im-
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posicao de diversos objetivos e restricdes, consequentenesta abordagem oferece
maior flexibilidade para combinar vérias especificacdesesobistema a ser projetado
[46]

* Amplo escopo de aplicacdesAs caracteristicas da abordagem por LMI permitem
uma vasta gama de aplicacdes que ndo se limitam a problernastiele e estimacdo
[56].

» Programas para solucdo de LMIs:Outra vantagem desta abordagem € a disponibili-
dade de vérios programas comerciais ou gratuitos para gésotum tempo polinomial
de LMIs, e.g., LMI Control Toolbox [62], SeDuMi [63], a inteice YALMIP [64, 65]
dentre outros. Neste trabalho, utilizaremos a interfaceM¥ com os programas
SeDuMi e SDPT3 [66].

Por conta destas caracteristicas e por sua flexibilidadelidagdes, a abordagem por de-
sigualdades matriciais lineares é ideal para lidar com blpnoa de estabilidade de sistemas
sujeitos a atrasos variantes no tempo, como veremos masta.fr

1.3 OBJETIVO E CONTRIBUICOES

Motivado pelo extenso niumero de aplicag6es praticas eewdtvo controle por meio de
redes de comunicacéo, e pela necessidade de se reavaianas dle controle convencionais
para a analise desta nova classe de sistemas dinamicoslissgtdacao visou o estudo e
o desenvolvimento de técnicas para a analise de estalldiagistemas de controle em
rede com incertezas de modelo e de técnicas para a sintesatddadores robustos aos
intempéres da rede de comunicacdo e as perturbacdes saitaals sistema em malha
fechada.

Visando este objetivo, as principais contribuicfes tedridesta dissertacdo na area de
controle sao:

A analise teodrica de estabilidade de sistemas atrasados desenvolvimento de dois
critérios de melhor qualidade (em termos da obtencao deebmiaximos para o atraso
variante) em comparagao com 0os meétodos ja existentes raduite;

A extensado deste método para lidar com sistemas sujeitaedeézas de modelo;

A andlise tedrica de estabilidade de sistemas de contmolede sujeitos a incertezas
de modelo a partir das técnicas de analise de sistemasdatsasadas abordagens
desenvolvidas nesta dissertacao;

A analise de desempenho e a sintese de controladoresastmgssentiddd,,, para
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NCSs com o desenvolvimento de um critério de estabilizapatisado por meio de
duas abordagens inéditas.

» A extensédo deste critério e das abordagens corresposdesnta 0 controle robusto
H, de trajetdria no sentido de atenuar as perturbacfes sobre desrastreamento.

As contribuicdes deste trabalho para a analise de estddlid de estabilizacdo de sis-
temas atrasados e de sistemas de controle em rede deram asgeeguintes publicactes
cientificas

« [67] L.F.C. Figueredo, J.Y. Ishihara, G.A. Borges e A. Bauchspis,Delay-Dependent
Robust H,, Output Tracking Control for Uncertain Networked Control Syems
Proceedings of the 18th IFAC World Congress, IFAC WC 2011, Agsto, 2011
(aceito para publicacéo);

 [68] L.F.C. Figueredo, J.Y. Ishihara, G.A. Borges e A. Bauchspms, Robust stabi-
lity criteria of uncertain systems with delay and its deriwe varying within inter-
vals, American Control Conference, ACC 2011, Junho, 201{aceito para publica-
¢ao);

» [69] L.F.C. Figueredo, J.Y. Ishihara, G.A. Borges e A. Bauchsp#s, Stability crite-
rion for networked control systems with delay varying withintervals 8th IEEE In-
ternational Conference on Networking, Sensing and ContrQlICNSC 2011, Abril,
2011 (aceito para publicacao);

« [70] L.F.C. Figueredo, J.Y. Ishihara, G.A. Borges e A. Bauchspis, New delay-
and-delay-derivative-dependent stability criteria forséems with time-varying delay
Proceedings of the 49th IEEE Conference on Decision and Caial, CDC 2010,
Dezembro, 2010

e [71] L.F.C. Figueredo, P.H.R.Q.A. Santana, E.S. Alves, J.Y. Ishara, G.A. Borges
e A. BauchspiessEstabilidade e Estabilizagédo de Sistemas de Controle emeRed
com Incertezas e Atrasos Variantes no Temp®/Ill Congresso Brasileiro de Au-
tomatica, CBA 2010, Setembro, 2010

* [72] P.H.R.Q.A. Santana, L.F.C. Figueredo, E.S. Alves, J.Y. Ishara, G.A. Borges
e A. BauchspiessStability of Networked Control Systems with Dynamic Contro
lers in the Feedback Loopl8th IEEE Mediterranean Conference on Control and
Automation, MED10, Junho, 2010

» [73] L.F.C. Figueredo, P.H.R.Q.A. Santana, E.S. Alves, J.Y. Ishara, G.A. Bor-
ges e A. BauchspiessRobust Stability of Networked Control Systeméth IEEE
Conference on Control and Automation, ICCA 2009, Dezembro2009
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 [74] L.F.C. Figueredo, F.L. Couto e A. Bauchspiessin Evaluation of RSSI Based
Indoor Localization Systems in Wireless Sensor NetwgrkX Simpdésio Brasileiro
de Automacao Inteligente, SBAI 2009, Setembro, 2009

Ao todo, o periodo como aluno de mestrado resultou na proddedseis artigos pu-
blicados em conferéncias internacionais e dois artigoiqgagms em conferéncia nacional.
Todos estes trabalhos séo apresentados no Apéndice C.

1.4 APRESENTACAO DA DISSERTACAO

Esta dissertacdo esta organizada em cinco capitulosindolesta introduc&o.

Capitulo 2 — Analise de Estabilidade para Sistemas Sujeitas Atrasos Variantes no
Tempo: Neste capitulo, novos critérios de estabilidade assta@iestabilidade assinto-
tica robusta para sistemas lineares sujeitos a atrasestesino tempo sao apresentados. Os
critérios sao desenvolvidos a partir de uma nova abordageandlise por fracionamento do
intervalo de atraso variantes e pela constru¢cdo de uma nogad candidata de Lyapunov-
Krasovskii, a qual incorpora explicitamente termos depetes do atraso variante e dos
subintervalos resultantes do fracionamento. Esta abemdagédita sera detalhadamente
analisada no decorrer do capitulo. Ao fim do capitulo, intriios exemplos numéricos
com o objetivo de avaliar os resultados obtidos em comparamd os resultados dos méto-
dos estado-da-arte conhecidos da literatura de sisteraga@dos.

Capitulo 3 — Andlise de Estabilidade para Sistemas de Contte em Rede: Neste
capitulo, a partir de um modelamento matematico especifiesepresenta sistemas de con-
trole em rede por equagdes diferenciais atrasadas, estesdeandlise apresentada no ca-
pitulo anterior para lidar com sistemas de controle em repétgs a atrasos desconhecidos
e variantes no tempo, e a perda e desordenamento de pac@etedutransmissdo. Como
resultado, desenvolvemos novos critérios de estabilidadimtotica para sistemas de con-
trole em rede sujeitos a incertezas de modelo. Em seguidaadeira analoga ao capitulo
anterior, apresentamos exemplos numéricos que demorstefinécia do nosso método de
analise e demonstram as vantagens deste em relacdo aosceaies métodos disponiveis
na literatura.

Capitulo 4 — Projeto de Controladores H,, para Sistemas de Controle em Rede:
Este capitulo apresenta solugBes para o problema de adéldesempenho e de sintese
de controladores robustos que garantam a estabilidaddd@is e o bom desempenho, no
sentido da normdl, relativo a atenuacao de sinais de perturbacdo. Apresestama
abordagem ordinéaria de estabilizacdo por meio da escoflveagie parametros constantes e
uma abordagem inédita que permite a utilizacdo de algosithedinearizacao por comple-
mentaridade cbnica em conjunto com a introducdo de maulizgonderacao livre. Além
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disso, estendemos o problema de estabilizacéo para a sa@agéroblema de controle ro-
bustoH ., de trajetoria em sistemas de controle em rede. A analisedé entiquecida por

meio de uma série de exemplos numeéricos e simulac¢des qtraitusg eficicia dos métodos
propostos.

Em seguida, cCapitulo 5 apresenta as conclusdes e discute propostas de contiauidad
para este trabalho. Por fim, as provas de todos os teorenmeas/dkrsdos na dissertacdo sao
apresentadas no Apéndice A. Além disso, incluimos no Apérglj as principais ferramen-
tas matematicas utilizadas no decorrer do trabalho.
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2 ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS SUJEITOS A ATRASOS
VARIANTES NO TEMPO

A existéncia de atrasos, variantes ou constantes, provoaaearie de modificagfes, ndo
esperadas por teorias de controle convencionais, nasgutages de sistemas realimentados.
Conforme discutido no Capitulo 1, ignorar os efeitos resuiés da presenca de atrasos, ou
realizar aproximacdes com relacdo a estes atrasos, € umtagbm potencialmente desas-
trosa do ponto de vista de estabilidade, especialmenteapasos variantes no tempo [31].
Neste contexto, houve na ultima década, uma considergpahs#io nas pesquisas referen-
tes a andlise de estabilidade de sistemas sujeitos a retamdempo (consulte a Subsecao
1.2.2, para uma revisdo detalhada sobre o assunto).

Neste capitulo, abordaremos o problema de analise delekidbipara sistemas linea-
res sujeitos a atrasos desconhecidos e variantes no tempartiAdo desenvolvimento de
uma nova funcdo candidata de Lyapunov-Krasovskii, explosade maneira mais eficaz as
informacdes referentes aos limites que delimitam o atrasamne e aos limites que delimi-
tam sua derivada. Os critérios resultantes relativos dikdtade assintotica e a estabilidade
assintotica robusta de sistemas de controle sujeitos soatdesconhecidos e variantes no
tempo séo escritos na forma de um conjunto de desigualdaatesiais lineares. A aborda-
gem desenvolvida é fortemente baseada na aplicacdo deagaviancadas de analise para
problemas convexos, como por exemplo, a utilizacado dagukdsiades de Jensen e de Park-
Moon, e do Lemma de Finsler. Ademais, incorporamos as tésmmais recentes de andlise
de sistemas com atrasos, através da aplicacdo do métodalike aonvexa, do método
por fracionamento de atrasos e do método de analise pos plri@raso. As condicdes de
estabilidade dependentes-do-atraso e dependentesidaddedo-atraso sao obtidas para o
caso em que a derivada do atraso € delimitada por um interealoecido, i.e., quando a
variagdo do atraso € limitada e conhecida; para o caso enpguaso limite superior deste
intervalo é conhecido; e por fim, para o caso em que ndo sactagprestricdes sobre esta
derivada. Os resultados obtidos estipulam um limite mayara o atraso variante, para o
qual o sistema em mantém-se estavel.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira. A Seca@&4emta novos critérios
referentes a estabilidade assintética para sistemagdmaajeitos a atrasos variantes no
tempo. Esta andlise €, em seguida, estendida para lidaristamas com atrasos variantes
sujeitos a incertezas de modelo, na Sec¢éo 2.2. Por fim, na 3&;&nriquecemos a analise
com uma seérie de exemplos numéricos que visam ratificar xiefidé nossos métodos para
sistemas sujeitos a atrasos variantes no tempo além de di&araas vantagens destes em
relacdo aos mais recentes métodos disponiveis na literatur
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2.1 ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS SUJEITOS A ATRASO S VA-
RIANTES NO TEMPO

Nesta secao, iremos apresentar novos critérios relatigetahilidade de sistemas linea-
res continuos sujeitos a retardos no tempo, conforme apagkea seguir,
t(t) = Ax(t) + Agx(t — d(t)), t>0 2.1)
em quez(t) € R™ é o vetor de estado da planta, as matrizes A, sdo conhecidas, reais
e constantes com dimensdes apropriadasi eé uma funcdo que descreve as condicdes
iniciais do estado. Ademais, a fungéo contidug denota o atraso desconhecido e variante
gue satisfaz:
Tmin < d(t> < Tmaz (22)

em qued < Tin < Thmae S&0 as constantes que delimitam o intervalo de variagaoasoat

O atraso variante pode ser de rapida variacao, i.e., quaasepossui informacédo sobre
sua derivada, ou diferenciavel com os seguintes limites:

dmz’n S d(t> S dmama (23)

em qued,,;, < d,... SA0 as constantes que delimitam o intervalo da velocidadaraecéo
da funcéo de atraso. Nesta secao, especificamente, iremosmzentrar Nno caso em que 0s
limites que delimitam a derivada do atraso sdo conhecidos.

Ao considerarmos sistemas sujeitos a atrasos desconhg@dh-(2.3), de maneira ana-
loga a analise de sistemas sem atrasos, uma das maneiradetiass de se analisar a esta-
bilidade é utilizar funcdes de Lyapunov (Veja a Subsecad l.2As nocdes de estabilidade
nao sao completamente diferentes para 0 caso sem e com a&@&soo primeiro caso, é
necessaria a constru¢éo de uma fungéo de Lyapuriow:(t)), a qual de alguma maneira
deve ser uma medida quantificada do desvio do est&gcem relacdo a solu¢do de equi-
librio z.(¢)=0 [75, Capitulo 5]. Nesta fung&o, o estad@) é necessario para especificar a
evolucao futura do sistema além genicial. Nao obstante, para sistemas sujeitos a retardo
no tempo, se faz necessari@) no intervalo[t—7,,.., t|, 1.e.,2(t—d(t)) [4]. Neste contexto,
utilizamos o método introduzido por Krasovskii [41] que p¥e uma funcdo de Lyapunov
V(t,z(t),z(t—d(t))) que depende de(t—d(t)) e que também mede o desvio deste em re-
lagc&o a solugéo de equilibrio. Desda maneira, buscamostgar&xisténcia de uma fungéo
candidata de Lyapunadv definida positiva e estritamente decrescente, i.e., cordesiaada
V definida negativa, implicando, por conseguinte, g(t¢ e z(t—d(t)) decrescem ao longo
det (tendendo ao ponto de equilibrig(¢) = 0), 0 que em termos do Teorema 1.2.1 significa
que o sistema é assintoticamente estavel [4].

N&o obstante, apresentaremos dois critérios inéditodaleiedade assintotica, baseados
em funcdes candidatas de Lyapunov-Krasovskii distintasg pistemas lineares com atra-
sos variantes. Na Subsec¢édo 2.1.1, apresentaremos o pritrig#rio, o qual é fortemente
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baseado na analise por partes do atraso. As principaishuggéies deste novo critério séo
apresentadas ao final da subsecdo. Na Subsec¢éo 2.1.2, anmabins resultados obtidos
na Subsec¢éo 2.1.1 com uma nova abordagem por fracionanteatado, introduzida neste
trabalho. As contribuicdes referentes a esta nova metgidosdio apresentadas ao final da
subsecéo.

2.1.1 Analise de estabilidade — Analise por partes do atraso

Nesta subsecédo, apresentaremos condicfes que se satisB&ipulam um limite ma-
Ximo para o atraso variantg,,,, para o qual o sistema linear sujeito a retardo no tempo
apresentado em (2.1)-(2.3) mantém-se estavel. N&o obstamies de estabelecermos o
novo critério dependente-do-atraso e dependente-deadardo-atraso utilizando o método
de Lyapunov-Krasovskii, iremos primeiramente consideramtervalo de variagdo desde
atraso(Tyin, Tmaz)- ESte intervalo sera dividido em dois segmentos igualmespacados
[T1,72) € [T2, T3], €M QUETI=Tpmin, T3=Timaz eTQ:M. Desda maneira, o sistema
sujeito a atrasos no tempo, descrito em (2.1), pode serriteeda seguinte maneira:

B(t) = Ax(t)+X(r m) (d(t)) Aaz(t — d(t))
+ (1= X (d(2))) Agar(t — d(t)) >0 (2.4)
z(t) = ¢(1), tel-

Tmaz ]

em quey|,, -,;:R—{0,1} é a fun¢éo indicadora de;, 75}, i.e. x|~ =) (d(t)) =1, sed(t)

(71, T2) € X[r,7) (d(t)) =0, caso contrario. O principal intuito desta analise, coittaecomo
andlise por partes do atraso, € estabelecer diferentegzdendeferentes a analise de esta-
bilidade, na forma de desigualdades matriciais lineai@s, pada subintervalo.

Desta maneira, estamos prontos para desenvolver o nognade estabilidade assinto-
tica para sistemas com atrasos variantes. Este critérigefatla na seguinte funcéo candidata
de Lyapunov-Krasovskii:

V(t)y=p . Vi), (2.5)
em que
Vi) = X (@) 27 0) | 2T P 2

(1= Xram () 27 (1) [
/t s
/ [ (s— T2+T1)
o=

T
Nll N12 .CC(S)
NL  No| |z(s—7o+T71)

x(s)ds,
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0

)= / it s)S1x(s)dsdp
t+8

—T1

( /[ /Mx sty [ [ rmiteynan)
([0 it /‘d“ [ i)
Vo(t) = X [ / - /w ~ Ry)a(s)dsd?
+ (v @) | [ . /+6 (5) (R~ F) #(5) s
/ N /w ) (Rt Ry) i(s)dsdB + / /+B ) (BB i(s)dsdd

Observe que se as seguintes condicdes

P1:@7 P2>07 P3>07 leoa 51207 Zl>07 Z2>07 MZOa
(R1+R2)>0, (R3+R4)>0, (Z1+R1—R3)>0, (ZQ+R3—R1)>O,

Ny N
eN:[ 11 V12

>0, (2.6)
NL  No

forem satisfeitas, entéo a fungéo de Lyapuh@v) em (2.5) é definida positiva. Note que
as restricbe$Z,+ R, —R3)>0 e (Zy+ R3—R;)>0 na segunda linha de (2.6) sdo consequén-
cia direta da combinacéo dos termiggt) e V;(t) em (2.5). Ademais, através da maneira
especifica que estruturamos o teri¢t), explicitamos a reducéo dos limites relacionados
a restricdo de positividade dos termBg, k={1,2, 3,4}, que podem até assumir valores
negativos, caso seja conveniente (no maximo duas das aoatrzes).

Além disso, pode-se observar que a fungéo candidata de hgapi(t) é continua em,
em todo o escopo relativo ao intervalo que delimita o atras@ante, visto que

limg(sy—r, Vi(t) = 27 (t) Pra(t),
limg)—r, V(1) = f . fw @7 (s)(Ri+Ry)i(s)dsdp (2.7)
f ft+5 &7 (s)(Rs3+Rq)a(s)dsdp.

Desta maneira, assumindo a funcao descrita em (2.5) congddurandidata de Lya-
punov, introduzimos condi¢cfes referentes a estabilidadmt@tica de sistemas sujeitos a
atrasos variantes no tempo, conforme descritos por (2.3);(na forma do seguinte teo-
rema.

Teorema 2.1.1.Dados 0s seguintes escalareS,,, Tmaz, min € dmaz tal qUe < 7, <
Tmaz € Amin < dmaz, O SiStema apresentado em (2.1) com atraso variante e descmo
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satisfazendo (2.2)-(2.3) é assintoticamente estavelisresn as matrizes;, : € {1, 2, 3},
Q1, 51, Z1, Zs, Ry, Ry, R3, Ry, N € M com dimensdes apropriadas, satisfazendo (2.6), e

(Zl+R1+Ud) >0, (ZQ+R3+Ud) >0, (51+U1) >0, (28)

parad (t)—=dmin ed (t)—dpmaz» € SE€ EXistirem as matrizes de ponderagao Iijres R >3
e F, € RO=>3= ta| que as seguintes afirmacdes sejam validas:

Qll|d(t i < 0; Qll|d(t)~>dmaz < 0;
QlQ‘d(t)_)dmm < 0’ le|d(t)_>dmaac < 07 (29)
Q21‘d(t)—>dmm <0; 921|d(t)—>dmw <0;
Q22|Ol(t Sl < 0; 922|d(t)admaz <0,
em que
0 _(‘I’ |d on T F1G1+ (F1Gy T) (ro—71) 11y
11— )
i * —(ro—71) (Z1+R1+Ry) |
0 (\I’ D4 t)—m + F1G1+ (F1G T) (ro—11) AT, ]
12— 9
L k —(7'2-7'1) (Zl+R1+Ud)_
0 _(‘I’ |d Hsre T FoGat (FoGo T) (T3—72) F5I"y ]
21— )
L * —(13—72) (Zo+Rs+Ry) |
0 (\I’ 2y t)m + FoGat (FoGo) T) (13—T2) F5I's ]
22— )
L * —(13—72) (Zo+Rs+Uy) |
e

U, = (1—d(t)> Ro +d (1) Ra,

U, = i<R1+(1—d(t))R2+d(t)R4>,

1

1
U2 = (ZQ+R3+R4>,
T2

T3—

Uy = — (Zl+R1+<1—d(t))R2+d(t)R4>,

To—T1
0O I 0 —-I100 0O I 0 0-10 0 1
Gi=|0 =1 0 0 I 0|,Ga=|0 —1 0 0 0 I|,Ih=|I|,:=|0],
A A; =1 0 00 A A; =T 0 0 0 0 0
Uy 0 denpyndOp 40 0 0 ]
* \1[22 0 0 0 0
o | * U (d(t))+ Vs 0 0 0
v= * * * \1121) N1 0 ’
* * * * \Iféé) Uy—Nio
| * * * *  —Uy—Nay |

27



vy, 0 dT(?__T? P3+Ti;_dg) P S1+U, 0 0
x \1[22 0 0 0 0
2
go_| ©F Wi (d(t))+ Vs 02 0 0
* * * q/§4) N1s+Us 0 ’
* * * * 111(525) — N9
* * * * * —Nyo
com
d(t
Uy = ( (P,—Py)+M—S,-Uj,
To—T1
W = = (1-d(1)) Q1
Uss=1351 + (12—71)Z1 + (13— 72) Z2 + T2 Ry + (13— 72) R3,
dt)—r To—d(t
\I/%)(d(t)):(Tg—Tz)Rzl —+ (TQ—d(t))R4 -+ TQMRQ —+ leRg,
To—T1 To—T1
d(t)—r Ta—d(t
U2 (d(t))=(rs—d(t)) Ry + TgMRQ + TQMm,
T3—To T3—1T2
‘I’Aﬁ) =1 +Nn—M-5 —-Uy,
UL = Nop—Nyy—Us,
\115124):Q1+N11_M_51_U1_U37
\I]é25) - NQQ—Nll—U3.
Prova

(2.10)

A prova detalhada do Teorema 2.1.1 é apresentada na Sec&o Agdéndice A vi-
sando a melhor conciséo da dissertacao e evitando a inaes#im numero excessivo de
equacdes que acabam por desviar a atencao de discuss@dBoaspeo tema.

Observacgédo 2.1.1A aplicacao direta do Teorema 2.1.1 é vdlida apenas para easque 0
limite inferior do intervalo que delimita o atraso € estrinte maior que zero, i.e;,,;, >0.

Esta restricdo é consequéncia unicamente da utilizacderamt/;, em (2.10), que pos-

sui termos divididos por,,,;,. Este termo aparece quando derivamos a funcao candidata de
Lyapunov (2.5), especificamente, ap0s a aplicacédo da dddagle de Jensen sobre o termo

— ftt_ﬂ i (s) (R1+ (1—d (t)) Ry+d (t)R4)y‘c(s)ds, (Equacdes (A.10) e (A.24) no Apéndice

A). Todavia, é facil verificar que para o caso em qig,=0, a integral € nula. Por con-
seguinte, € direto a extensao do resultado para o caso em,gue). Neste caso, basta
considerarmo$/; =0, que o Teorema 2.1.1 se torna valido para o caso em que o infete

rior que delimita o atraso é nulo, i.&,,;,=0.
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O Teorema 2.1.1 estipula condi¢Bes para a estabilidadet@tssh de sistemas sujeitos
a retardo no tempo, conforme apresentado em (2.1), conoatd@sconhecidos e variantes
satisfazendo (2.2) e (2.3). Para estabelecer este resultetliimos os limites conhecidos
do intervalo que delimita o atraso variantét), em dois subintervalos Entdo, apesar de
considerarmos uma unica funcdo candidata de Lyapunov@adwmatescopo no qual o atraso
variante esta contido, para cada subintervalo resultdet®;amos condi¢des distintas em
termos de desigualdades matriciais lineares. Esta abewddg divisdo do intervalo que
delimita o atraso varianté(¢) em subintervalos a serem analisados separadamente, conhe-
cida como analise por fracionamento do atraso [76, 70], oiosoéde andlise por partes
[77], é consideravelmente nova e, até esta data, existecopguupos de pesquisa que apre-
sentam trabalhos relacionados. Dentre os quais, destse&meman, Shaked e Liu [76];
Orihuela, Millan, Vivas e Rubio [78, 79]; Jiang, Han e ZhaB@,[81]; e Yue, Tian e Zhang
[77]. Neste trabalho, denominaremos esta abordagermptwdo de analise por partes do
atrasa N&o obstante, o presente trabalho apresenta inovac@&esnfs a esta abordagem
nao consideradas em nenhum destes trabalhos anterianés;nge veremos a seguir.

Retornando a analise, é interessante ressaltar que, do g®nista tedrico, poderiamos
dividir o intervalo que delimita o atraso em qualquer pontoirttervalo [7,,,in, Tinaz]- TO-
davia, consideramos intervalos igualmente espacadostiademescolha de,="TnedTmn,
com o intuito de incrementar a relacdo do novo vetor de estaxitiar, z(t—72), com 0s ve-
tores relacionados aos limites inferior e superior do Vistierdo atrasog(t—7;) € z(t—73),
respectivamente. Esta relacdo é especificamente expl&citanstru¢do do termids(¢) da
func@o candidata de Lyapunov (2.5), no qual o temio—27m,+7) obtido na derivada do
termo é igual ao vetor de estado atrasadio-73). Observe que se esta relagdo ndo fosse
valida, entédo o termdV;, deveria ser nulo. Nao obstante, este termo, que relacioma-os
toresz(t—m) comz(t—7y) € z(t—72) comz(t—73), € importante para reduzir os efeitos
consequentes da existéncia de termos fora das diagonamsatidzes 2, 212, 2s1 € o9
das LMIs (2.9), conforme pode ser facilmente observado@mwsasV (M) e ¥? em (2.10).
Neste ponto, observa-se que a solucéo apresentada é aa&olygao utilizada em [76] e
difere-se das solu¢fes apresentadas em outros trabakosiligam abordagens de andlise
por partes do atraso [77, 78, 79, 80, 81]. Observe que sestatdio ndo fosse valida, entao
0s termosM,,, My € M3, deveriam ser nulos. N&o obstante, estes termos sdo imfasrtan
para reduzir o tamanho e, por conseguinte, o efeito dos tefona das diagonais das matri-
zes(1, 212, 291 €9y das LMIs (2.9), conforme pode ser observado nos tenﬁﬂ@s \11(525)

e V5 em (2.10).

Outra importante contribuicdo advinda desta abordagemtéaaliicdo de termos na fun-
céo de Lyapunov que séao distintos para cada subintervalmid® autro trabalho que con-

A ideia de se particionar o atraso néo € completamente név@egjplicada através do método de discreti-
zacdao de fungbes de Lyapunov — DLF (do ingléretized Lyapunov functiond#, 82]. Todavia, os métodos
desenvolvidos a partir desta abordagem s6 eram validosaralise sistemas sujeitos a atrasos constantes e,
portanto, ndo eram aplicaveis ao problema em questéo.
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sidera a introducéo deste tipo de termo, que denominarequbpar termosdependentes-
do-intervalg é [76]. Entretanto, este considera unicamente a utilzagstes termos na
funcdo de Lyapunov quadratica simples, e ndo faz nenhuniiseg@anto a continuidade
da derivada da funcéo de Lyapunov. Neste trabalho, expasdionsideravelmente a utili-
zacao e a importancia destes termos através da construdgotfle V;(¢). Os propdsitos
almejados com os termos dependentes-do-intervalo samduigéo de termos que utilizem
explicitamente informacdes referentes ao subintervalquad estdo contidos; e a obtengao
de valores e expressdes distintas na funcao candidata gengae em sua derivada para
cada subintervalo, ou seja, expressdes que dependam deesudio. Nao obstante, a cons-
trucdo destes termos incrementa os desafios referente§iseapais nem sempre é trivial
verificar se estes termos satisfazem as condi¢des neessgara a aplicacdo dos métodos
de Lyapunov. Devemos, portanto, garantir que, apesar tizséw destes termos, a fungao
candidata seja definida positiva e decrescente em todo waldedet. Para tal, devemos
também provar a continuidade da funcéo de Lyapunov e de sivadieem todo o intervalo
det (ou, a0 menos, provar que nos pontos de descontinuidadecadeandidata seja mo-
notonicamente decrescente). Esta condicdo é facilmesneidt para os termos usuais da
funcao de Lyapunov, todavia para a aplicacao dos termosideptes-do-intervalo devemos
garantir que estes sejam continuos e suas derivadas tarDledtarte, é relativamente facil
observar que a funcdo candidata de Lyapunov (2.5) é congimuia conforme explicitado
em (2.7). Ademais, pode-se verificar que a derivada dest@dué também continua em
Apesar da analise para este caso ndo ser tdo direta, poelesser as deducgdes das deriva-
das deV;(t) e V;(t) (Apéndice A, Equacdes (A.1) e (A.7) para 0 caso emmquel(t) <7, e
Equacdes (A.22) e (A.23) para o segundo intervalo).
Vilta(t=m))= Jim Vilta(t=d()ly<r= Jim Vit 2(t=d()lisr

_d) g 7 TND. ;

= 7_2_7_135 (t) (Pi—Py) x(t) + " (t)Prx(t) + o (t) Pya(t)

_ w T . T T .

= 7_3_7_230 (t) (Ps—Py) x(t) + 2 (t)Prx(t) + = (t) Pia(t),

Va(ta(t—m))= d(gglm Va(t, m(t—d(t)))

lim Vi(t, z(t—d(t)))

d(t)—m lay>r.

|d(t)<72 =

= 3" (t) [r2 (Ri+Ra) + (T3—72) (Rs+Ry)] &(t)

t
_ / #7 () (Bt (1 (1)) Rored (1) Ry () s — / 7 (5)(Ry+ Ra)i(s)ds.
t—1o t—T13
E importante ressaltar a equivaléncia dos termoslgfh =(t—7,)). Esta equivaléncia é
consequéncia da definicdo da maffizzm (2.6), que torna a express@g—FP,) = (P;—P)
valida. Ademais, observa-se que—m;) = (73—72), pois definimos subintervalos, derivados
de [Toin, Tmaz)» IgUalMmente espacados.

Além disso, outro beneficio advindo de nossa analise é drogés de termos dependen-
tes-do-atrasd(¢). Nos primeiros trabalhos envolvendo estabilidade dersisesujeitos a

30



retardo no tempo, estes termos eram evitados por ndo seceabetrata-los eficientemente.
Uma das solugdes adotadas era simplesmente considerasagizab pior caso que este
atraso poderia assumir para, entdo, substituir o atrfsp, por este caso [83, 84, 85, 86,
entre outros]. Por exemplo, se a derivada da funcdo caadidatyapunov possuisse um
termo quadrético positivo ponderado plft), este seria substituido pelo valor maximo que
0 atraso pode assumit,(,., Sed(t)<7Tn...), POIS este € o pior caso considerando que n0Sso
objetivo é que a derivada da funcdo de Lyapunov seja negdiifia obstante, Park e Ko,
[44], introduziram uma nova forma de analisar estes term@s)alise convexa. Esta ana-
lise apresenta resultados consideravelmente supenmissapesar de duplicar o numero de
LMIs nas condic¢des de estabilidade, as desigualdadesaetad sdo menos conservadoras
do que as desigualdades que obteriamos considerando seguelld pior caso. Seguindo
este raciocinio, introduzimos o maior niumero possivel dads dependentes-do-atraso de
forma a obtermos expressoes distintas para cada uma das@sesultantes, conforme
explicitado nas derivadas dé (t) e V;(t). A utilizagdo do método de andlise por partes
do atraso resulta em diferentes expressdes contendo telepesdentes-do-atraso distin-
tos para cada subintervalo, conforme explicitado na dgivael;(t) e Vz(t) (Apéndice A,
Equacdes (A.12) e (A.26) para o primeiro subintervalo e paegundo subintervalo, respec-
tivamente). Estes termos sdo analisados através da defadagdvariaveis auxiliareg,(t),
Ean(t), &aa(t) € &u3(t), (Equacbes (A.14) e (A.27) no Apéndice A), seguida da afica
do método de Finsler. Assim, tornamos viavel a introdu¢cdonal®s termos dependentes-
do-atraso ponderados por matrizes de peso livre distifasteressante ressaltar que esta
combinacéo de termos dependentes-do-atraso e matrizemderpcéao livre distintas para
cada subintervalo juntamente com a aplicacdo da analisexamconstitui a contribuicdo
mais usual, e algumas vezes a Unica contribuicéo, presesitautros trabalhos que utilizam
abordagens similares de andlise por partes do atraso [/79,780, 81].

Por fim, uma outra contribuicdo mais imediata, todavia ndaasemportante, desta
abordagem é a possibilidade de considerar e incluir os rsnmatervalos na construgéo de
termos da Lyapunov-Krasovskii com limites menos restgiv\Com o incremento de subin-
tervalos, podemos reduzir os intervalos de integracaaagrais resultantes na derivada da
funcdo de Lyapunov. Desta maneira, reduzimos considenavee o conservadorismo de-
corrente da aplicacéo da desigualdade de Jensen (Lemarm®péndice B). Obviamente,
os trabalhos que utilizam abordagens por partes do atrakeem este particionamento do
intervalo|T,,in, Tmaz| POr definicao.

N&o obstante, estenderemos ainda mais a anélise apresaetd subsecao e a analise
por divisdo dos intervalos de atraso, através da introddedtivisdes referentes ao intervalo
[0, Tiin]. Uma discuss@o mais profunda desta andlise e de seus lienebm relacdo a
reducdo do conservadorismo da analise sera apresentadximagsubsecao.
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2.1.2 Analise de Estabilidade — Abordagem por Fracionamentdo Atraso

Nesta subsec¢éo, apresentaremos um novo critério de ekddbibssintotica dependente-
do-atraso e dependente-da-derivada-do-atraso panmassseljeitos a atrasos desconhecidos
e variantes, (2.1)-(2.3). Este novo critério é fundamenmtal critério desenvolvido na sub-
secao anterior, o qual € fortemente baseado na utilizacé@oétiodo de analise por partes
e do método de analise convexa, introduzida por Park e K4, [@6ntudo, através da
utilizacdo de varidveis de estado atrasadas auxiliargsdiidas através do método por
fracionamento do atraso e nunca antes consideradas, abtenzonotavel redugdo do con-
servadorismo referente a analise de estabilidade em cagémacom o critério desenvolvido
na subsecao anterior.

O método por fracionamento do atraso consiste em dividimaldos intervalos de atraso
de forma a se obter uma nova variavel de estado atrasad@éaaukiste método ja foi uti-
lizado em outros trabalhos [87, 88, 89, 90], porém sem grafelevidade no sentido de
reduzir o conservadorismo da analise de estabilidades Esigalhos, em sua grande maio-
ria (inclusive os que utilizam o método de analise por pattestraso), referem-se a divisao
do intervalo[7,,in, Tmaz] €, POrtanto, a introducdo de variaveis auxiliares relaias as va-
riaveisz(t — Tin) € x(t — Tmaz)s €.9-Z0a=2(t — aTimae—(1—Q) Trin ), €M qUED < o < 1.
Esta divisdo, apesar de util para andlise por partes dmatras apresenta outras contribui-
cOes para a andlise, pois as relagdes etttrer,,;, ) € z(t— 7., ) ja estdo bem estabelecidas,
conforme pode ser observado éfit), Vs(¢) e V7(t), em (2.5). Ademais, & medida que o
intervalo [7,.:n, Tmae] Cresce, a analise por partes do atraso se torna mais efstiyaanto
no caso contrario, em que este intervalo é reduzido, i.ana@pr,,;, — T, aS contribui-
coes referentes a qualquer divi§&g;,, T...| 4o fortemente reduzidas. Portanto, qualquer
outra diviséo do interval@r,,;,, Tmq.] @lém da utilizada na subsegéo anterior ndo apresenta
maiores contribuicdes para a investigagao de estabilidade

N&o obstante, a fim de melhorarmos a andlise para 0 caso em,Que> T,,qz, INtro-
duziremos variaveis auxiliares a partir de novas divis@emtérvalo[0, 7,.;,]. A principal
vantagem desta analise é equilibrar a contribuicéo refegeanalise por partes do atraso, a
qual é consideravelmente reduzida quangdQ — 7,.... NO contexto de fracionamento do
intervalo referente ao limite inferior do atraso variawkigidimos este intervalo em subin-
tervalos. Desta maneira, obtemos as seguintes variavesao auxiliares dependentes de

T1 = Tmin,

x<t—¢%), Vi e {0,...,n}. (2.11)

Entdo, considerando o mesmo atraso variante e descontussdoto por (2.2) e (2.3),
a divisédo do intervalo, conforme apresentada em (2.4), eeasrvariaveis auxiliares de-
pendentes de,,;, (2.11), definimos uma nova funcédo candidata de Lyapunogaouskii,
apresentada a seguir.
v =3 Vi), (2.12)

i=1
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em que

Vi0) = X (@) 27 0) | 2D 20
+ (1 (00) 27 0) [ T2 2 p

Valt) = / T (5)Quals)ds

—d(t)

- T
Va(t) = /t_T1 x(s) Nip Ni z(s) s
3 - )
t—7o _.T(S—TQ+7'1) ng N22 .I‘(S—T2+T1)
[ 0 T 0
¢ ZL’(S — ;7'1) M11 Ce Mln ZL’(S — ;7'1)
v = [ | : SRR e
t—=T1
' x(s — U—Tl) * oo My, | |z(s— Ug—lﬁ)

V;(t) (ﬁ) / / . $)Syi(s)dsdp,
/ / [ ) 7ils)dsds + / / | ) Zsils)dsds
Va(t) = Xiri.m) (d(t)) [/ " /+/3 @' (s) (Ry — Ry) f(S)deﬁl

+ (1=Xfr ma] (d(2)) Ud@ /+B ) (Ry — R)) i ()dsdﬁ}
+/_Z(t)/t T(s) (Ri+Ry) a( dsd6+/_d(t /+B ) (Rs+Ry) i(s)dsdp.

Observe que os termd§(t)-V7(t) séo exatamente iguais aos termos definidos na fungéo
candidata de Lyapunov (2.5), com excec¢éo dos terfrhgs e V5 (t), os quais foram modifi-
cados de forma a levar em consideracao as novas variavdia@sdintroduzidas em (2.11).
Assim, a nova fungéo candidata de Lyapunov é uma combinagsidedmosV; (¢)-V3(t),

Vs(t) e Vz(t) da funcé@o candidata definidos em (2.5) com os novos termoyaguhov
Vi(t) e V5(t). Desta maneira, analisando os novos termos de Lyapunmdiridos em
(2.12), podemos concluir que se as seguintes condi¢des

P=832 P50, Py>0, Q1>0, Z;>0, Z»>0, S;>0, j={1,..,n},
(R14+R2)>0, (R3+R4)>0, (Z1+R1—R3)>0, (Z2+R3—R1)>0,
My ... My,
>0, e M=| : .. : |>0, (2.13)

m

_ Ni1 Nig
NL Ny

forem satisfeitas, entdo a nova fungdo candidata de Lyapuio, descrita em (2.12), é
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definida positiva. Ademais, note que as mesmas afirmacdas én (2.7) continuam validas
e, portanto, a funcao de Lyapunov é continuatem

Desta maneira, assumindo a fungéo descrita em (2.12) caméadicandidata de Lyapu-
nov, introduzimos novas condi¢des referentes a estatddidasintotica de sistemas sujeitos
a atrasos variantes no tempo, (2.1)-(2.3), na forma do stgigorema.

Teorema 2.1.2.Dados o0s seguintes escalares.., Tmaz: dmin, dmaz €1 tal qued < 7,,;, <

Tmazs Amin < dmaee €1 > 1, 0 SiStema apresentado em (2.1) com atraso variante e des-
conhecido satisfazendo (2.2)-(2.3) é assintoticameriteseisse existirem as matrizes,

i = {1,2,3}, @1, S;, 7 = {1,...,n}, Z1, Z2, R1, Ry, R3, Ry, N € M com dimensdes
apropriadas, satisfazendo (2.13), (2.8) e

(S;4U1) >0, Vi = {1}, (2.14)

parad ()= dpmin ed (t)—=dmae, € SE existirem as matrizes de ponderacéo e R6=x3"=
e I, € R%=x3 ta| que as seguintes afirmacdes sejam validas:

Qll|d(t)admm < 0; Qll|d(t)ed,mz <0;
912|d'(t)—>dmm <0 Q12|63(1t)—>clmaac <0; (2.15)
Q21‘d'(t)—>dmm < 0; 921|d(t)—>dmw < 0;
Doty < 05 Qo2 ity s dae. < 0,
em que
(W(l)ld(t)wl + PG+ (F1G1)T) (p—m)Fil ©(n)
QH: * (TQ—Tl)All 0 ’
* * ®(n)
(‘I’(l) ld(t)—sr + F1G1+ (F1G1)T> (o—m1)F1Ty ©(n)
Qo= * (7'2—7'1)/\12 0 ’
* * d(n)
(@(2) ldt)—rs + F2Gat (FQGZ)T> (r3—72)F2I't O(n)
Qg1 = * (73—7'2)/\21 0 ’
* * d(n)
(@(2) |dt)—rs + FoGo+ (FQGZ)T) (r3—72)F2I'y O(n)
QQQI * (7’3—7'2)/\22 0 )
* * ®(n)
e
An= — (Zi+F1+Ry), A= — (Zl+R1+(1—d(t))R2+d(t)R4),
Ao1= — (Zo+R3+Ry), Agp=— (ZQ+R3+(1—d(t))R2+d(t)R4>,
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0O I 0 —-I00 0

I 0 0 -10 0 1

Gi=|0 —I 0 0 I 0|,Go=|0 —T 0 0 0 I|,In=|I],Ty=|0],
A Ay —I 0 00 A A; 1T 0 0 0 0 0
—(M12+S1+U1) Mz My ... Mgy My, |
0 0 0 .. 0 0
0 0 0 .. 0 0
On) = M MI —MI M7 M S, +U
S S M2 M-y Ten T
0 0 0 .. 0 0
0 0 0 ... 0 0 |
A -
<¢11 1) (P12+U1+S2) $13 P14 P1(n-1)
—51—955
—2U
* 92201 (23 +U1+S3) P24 Pa(n-1)
—S5—53
$33—2U1
+U1+S5y) ... _
. % % <_ S S4> (34+U1+Sy) P3(n—1)
. . . $44—2U1 s
_514_515 4(7771)
. . . . . <¢(n—1>(n—1)—2U1>
L —Sm-1=5 ) |
com

Gij = Miv1)(j+1) — My,

emquei,j={1,2,...,(n—-1)},

U, = TQ(Rl+(1—d(t))R2+d(t)R4),
1
1
U, = (Zs+Rs+Ry),
T3—T2
Uy = (Zl+R1+<1—d (t))R2+d (t)R4>,
To—T1
e
[0y, 0 Wenpyzdip, 0 0 ]
¥ —(1—d(t))@1 0 0 0 0
o | x U () +Tss 0 0 0
| o« * * Wy Nio 0
* * * * N22_N11_U2 —N12+U2
* * * * * —Nop—U,
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[0y, 0 Wrpyndip 0 0 ]
x - (1—d(t))@1 0 0 0 0
g@—| * * W8 (d(t))+ Vs 0 0 0
* * * \1’44—U3 N12+U3 0 ’
* * * * NQQ—Nll—U3 —N12
| * * * * * — Ny
com
d(t
Uy = ( (P—Py)+My =S, —Un,

n 2
-
W33 = Z (gl) Sk + (ro—71)Z1 + (13—T2) Zo + 2 Ry + (13—72) R3,

WO (d(t)= (rs—r2) R + (ra—d(t)) Ry + 7, 2" o (2=dD)

2T =Ty
d(t)—r Ta—d(t
W (d()=(rs—d(t)) Ry + 75 L") o (7e=dD)
T3—T2 T3—1T2
Vg = Qv+ Ny = Us = My — 5y (2.16)

ProvA

Analogamente a subsecéo anterior, a prova detalhada denfa@.1.2 é apresentada
na Secdo A.2 no Apéndice A.
U

Observagéao 2.1.2Conforme explanado na subsec¢é&o anterior, as condigbesaddlidade
apresentadas no Teorema 2.1.2 sdo validas apenas paraencase o limite inferior do
intervalo que delimita o atraso é estritamente maior que, 6%., 7,,;,>0. Esta restricdo

€ consequéncia da existéncia do terthoem (2.16), todavia é facilmente eliminada ao
considerarmo$/;=0 para o caso particular no qual o limite inferior que delinatatraso

é nulo, i.e.;7,,,=0.

Os resultados apresentados nesta subsecéo e no Teore&Zran#pliam a analise e o de-
senvolvimento referentes as condi¢cdes de estabilidade@ssa para sistemas com atrasos
variantes no tempo apresentadas na subsecao anterior.t@oméde analise por partes do
atraso e de andlise da convexidade das matrizes da LMI cagéireho atraso variante e a
sua derivada sdo estritamente baseados na divisao daaloterty;,,, 7....]- N80 obstante, é
notavel que caso este intervalo seja reduzido, as corgéiesiadvindas destes métodos sao
consideravelmente reduzidas. Ademais, observa-se qa@ipamesmo sistema (2.1) e para
mesmas condic¢des referentes a derivada do atraso (2.8yghredo intervaldr,in, Timaz)»
deve-se obviamente ao incrementagg, ou ao decréscimo de,.... Dado que nosso intuito
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€ garantir um valor maximo para o limite superior do atragtawe, i.e.,7,,.., qUEremos
estabelecer condi¢des que reduzam o conservadorismat@ekecrescimento do limite in-
ferior do atraso variantey,,;,,. Neste contexto, a partir da abordagem por fracionamento
do atraso referente ao intervdld 7,,.;,,], introduzimos novas variaveis auxiliares atrasadas
dependentes dg,;,, em (2.11), que se utilizadas previamente a aplicacao dguddédade

de Jensen, permitem a reducao dos limites de integracapogseia vez reduz o conserva-
dorismo inerente & aplicagédo da referida desigualdade.

E interessante ressaltar que poderiamos dividir o int@f@at;] em qualquer ponto den-
tro deste intervalo. Contudo, de maneira semelhante gdive intervaldz,,i,, Timaz], €M
(2.4), dividimos o intervalo em subintervalos igualmente espacados. A vantagem desta ana-
lise esta relacionada ao incremento da relagdo das novageiamuxiliares com as variaveis
referentes a limites adjacentes, e.g., a relagéo eftre; 1) comz(t—-+71) ex(t—"tn),
1<i<n. Estarelacéo é explicita na construcéo dos tef@s e V;(¢), em (2.12). Ademais,

observe que se esta relagéo néo fosse valida, entéo os t&feg-j, deveriam ser nulos.

2.2 ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS INCERTOS SUJEITO S A
ATRASOS VARIANTES NO TEMPO

Na secao anterior, derivamos condi¢cdes para a estabilaksiletotica de sistemas su-
jeitos a atrasos variantes no tempo, conforme descrito el (Rara tal, assumimos que o
modelamento n&o apresenta erros, ou que estes sao insigi@icem relagdo ao sistema
real. Esta suposicao, apesar de satisfatéria para algsos, @&aconsideravelmente restritiva
e ndo condiz com situacdes préticas, nas quais uma reedennatematica exata para
o sistema real é infactivel, e representacdes quase egatavmsiplexas e de dificil carac-
terizacdo e modelagem [73, 91]. Seja por conta de pertuesag@rentes ao sistema, por
nao-linearidades, por parametros ndo constantes de &ai@gta no tempo, por dindmicas
ndo modeladas, por uma representacdo matematica singaificaproblema etc, o modela-
mento do sistema sempre apresentara incertezas quantaraosefros do modelo [85, 92].
Ademais, a presenca destas incertezas provoca uma ingbitghede entre modelo repre-
sentado matematicamente e o sistema real que, se ndo foderawls, pode degradar o
desempenho e afetar a estabilidade do sistema [92]. Destaiindamental que a analise
de estabilidade considere explicitamente estas incertizanodelo e verifique se todos os
sistemas pertencentes ao dominio de incerteza séo aissimente estaveis [53]. Com este
intuito, nesta se¢ao, analisaremos sistemas com atrasastea na presenca de incertezas
de modelo e apresentaremos um novo critério de estabil@ssintética robusta para tais
sistemas. As condic¢des de estabilidade dependentesadm-atbaseadas na solugéo de um
conjunto de LMIs s&o obtidas para o caso em que a derivadaasmatariante é delimitada
por um intervalo conhecido, i.e. quando a variacdo do a&dsnitada e conhecida; para o
caso em que apenas o limite superior desde intervalo é ddehegor fim, para o caso de
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atrasos-de-variagcao-rapida, ou seja, quando ndo saotespestricbes sobre a derivada do
atraso variante. Os resultados obtidos estipulam um limé&mo para o atraso variante no
tempo, para o qual o sistema mantém-se estavel.

O restante da secéo esta dividida da seguinte maneira. da@&u2.2.1, apresentamos
um novo critério de estabilidade assintotica robusta piatarsas de controle com atrasos
variantes e desconhecidos e sujeitos a incertezas de mdgnovo critério € adaptado
para lidar com casos especiais nos quais o conhecimenmadbrivada do atraso é limitado
na Secao 2.2.2.

2.2.1 Anaélise de estabilidade robusta

Nesta subsec¢éo, apresentaremos novas condicdes refer@stabilidade assintotica ro-
busta de sistemas com atrasos variantes sujeitos a ireedezanodelo. Ao considerarmos
incertezas de modelo na descricdo de sistemas sujeitogrdaeto tempo, (2.1), devemos
assumir que as matrizes A, ndo sdo exatamente conhecidas, porém pertencem a conjun-
tos delimitados:A € A C R™=*" e A; € A; C R™*"=. Entéo, o sistema (2.1) pode ser
reescrito como:

2(t) = (A+ AA)x(t) + (Ag + AAy) x(t — d(t)), (2.17)

em que as incertezdsA e A A; s8o matrizes variantes no tempo com dimensdes apropriadas
e que satisfazem
[AA AAd] — HA@1) [EA EAd} (2.18)

em queH, =, e =4, S840 matrizes conhecidas, reais e constantes com dimensopesia
das, eA(t) representa uma matriz variante no tempo e que, apesar desemtiecida, é
mensuravel a Lebesgue éra satisfaz

AWTA®R) < I (2.19)

Entdo, considerando o mesmo atraso variante e descontussdoto por (2.2) e (2.3),
dividimos o intervalo que delimita este atraso em dois debialos, de maneira analoga a
(2.4). Ademais, assumindo a mesma funcao descrita em (@oh2) funcédo candidata de
Lyapunov, derivamos 0 seguinte critério referente a egfablie robusta de sistemas com
atrasos variantes sujeitos a incertezas de modelo.

Teorema 2.2.1.Dados o0s seguintes escalares.., Tmaz» min, dmaz €1 tal qued < 7., <
Tmazs Amin < dmaz €1 > 1, 0 SiStema incerto apresentado em (2.17) com atraso variant
desconhecido satisfazendo (2.2)-(2.3) e incertezas itesem (2.18) é assintoticamente e
robustamente estavel se existirem escalgres), k={1, 2, 3,4} e matrizes’;, : = {1, 2, 3},

Qv S5, 7 =A{1,...n}, Z1, Zs, Ri1, Re, Rs, Ry, N e M com dimensbes apropriadas, sa-
tisfazendo (2.13), (2.8) e (2.14) patiat)—d,in € d (t)—dpmas, € Se existirem matrizes de
ponderacéo livrel, € R=*3= @ I, € R%=*3"= de forma que as seguintes afirmacdes sejam
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validas:

Qll‘d(t)—)dmm <0 Q“|d(t)—>dmax <0;
D2l gy mdyn < 0; D2 ) sdan < 0 (2.20)
Q21|d(t>admm <0; Q21|d(t)ﬁdma <0;
D2ty 5, < 0 22l ity < 0,
em que
-<‘1’(1)|d(t)an + G+ (F1G1)T) (p—m)FAly ©(y) FI3H eI'L]
* (7'2—7'1)/\11 0 0 0
Qllz * * (I)(T]) 0 0 )
* ES * —61] 0
I % * * * —e1 |
—<\If(1)|d(t)arg + G+ (F1G1)T) (o=m)FiTy O(n) FT3H el
* (7'2—7'1)/\12 0 0 0
912: * * (I)(U) 0 O ’
* ES * —62[ 0
i * * * * —eol |
—<\I](2)‘d(t)%72 + F,Gat (Fsz)T) (r3—72) oIy O(n) Fol'sH esI'L]
* (Tg—Tz)Azl 0 0 0
921: * * (I)<77> O 0 ’
* * * —egl 0
i * * * * —esl |
-(\I’(Q)\d(t)—m, + FyGot (F2Gz)T) (r3—72) oy O(n) Fol'sH el'L]
* (7-3_7—2>A22 0 0 0
Qop= * * o (n) 0 0 |-
* * * —eqd 0
i * * * * —e€yl |

Com\I[(l), \I[(Q), Gla GQ, Fl; FQ, A111 A12, A21 y A22, C"‘)(T}) e(I)(n) definidOS em (216), e

I — [EA S 00 0 o]. (2.21)

ProvA

A prova do Teorema relativo a estabilidade robusta de se@om atrasos variantes
sujeitos a incertezas de modelo possui uma série de sidaities com a prova do Teorema
2.1.2, visto que ambos Teoremas sao baseados na mesmadanditata de Lyapunov,
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descrita em (2.12). Nao obstante, a caracterizacao donsisie controle (2.17) consi-
derando incertezas de modelo (2.18) incrementa consilaraate a complexidade da
analise para este tipo de sistema.

Devido a existéncia de incertezas variantes no tempo, peecpéncia do termi(t)
em (2.18), o sistema linear atrasado em questéo se tornastamaivariante no tempo
e a andlise apresentada na Secéo 2.1 se torna infactivetor@amos este problema
levando em consideragéo a propriedade descrita em (2.J18caralo a desigualdade de
Park-Moon, Lema B.0.4 (1), da seguinte maneira

207 A(t)B < %aTa +epTp.

O restante da prova do Teorema 2.2.1 € detalhadamente rpidss@a Secdo A.3 no
Apéndice A.

Observacédo 2.2.1Analogamente ao caso nominal, a aplicacdo direta do Teo?enh €
valida apenas para casos em que o limite inferior do interyaé delimita o atraso € estri-
tamente maior que zero, i.e,,;,>0. Todavia, para sua aplicagdo em sistemas cujo o limite
inferior que delimita o atraso € nulo, i.e,,;,=0, basta considerarmaés =0.

2.2.2 Anaélise de estabilidade — Casos Particulares

Os resultados obtidos nas sec¢des anteriores com os Teaz2elriag 2.1.2 e 0 Teorema
2.2.1, para o caso robusto, estipulam condi¢des para dlielstdb assintética dependente-
do-atraso de sistemas com atraso variante e desconhetgiazendo

Tmin S d(t) S Tmaz» e

dmin S d(t) S dmaa}a

como ja fora descrito em (2.2) e (2.3). Todavia, na pratica sempre podemos assumir al-
gum conhecimento prévio sobre a velocidade de variacée desiso. Consequentemente, €
interessante considerarmos dois casos especiais dasdesubbtidos nas secdes anteriores.
O caso em que conhecemos apenas o limite supérigr, do intervalo que delimita a deri-
vada do atraso variante, e 0 caso em gque ndo impomos nenhstmgiresobre a derivada
do atraso, ou seja, 0 caso em que ndo podemos assumir nada sotarvalo que delimita

a derivadai (). Neste contexto, deduziremos condicdes para estabilaksietotica de sis-
temas com atrasos variantes sujeitos a incertezas de nuat@l@mbos os casos. Para tal,
consideraremos 0 modelo com incertezas descrito em (2big,este engloba o sistema
nominal (2.1); e utilizaremos as condi¢Oes de estabilidiederitas no Teorema 2.2.1, pois
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este Teorema também pode ser aplicado para o caso nomiraisderarmoa\ A e A Ay,
descritos em (2.18), como matrizes nulas.

No primeiro caso, em que conhecemos apenas o limite suplerintervalo que delimita
a derivada do atraso, a Unica informacéo que possuimosestaré que

d(t) < dpaz, (2.22)

em qued,,..=>0 € uma constante delimitadora. Nao obstante, se adiciosaamseguintes
restricoes
P>P e R22R4, (223)

nas restricdes definidas para a aplicacdo do Teorema 2dalémos utilizar exatamente os
mesmos argumentos e a mesma analise utilizada na provaleéestena. Desta maneira,
podemos deduzir o seguinte corolario do Teorema 2.2.1 pass®@ em que derivada do
atraso satisfaz (2.22).

Corolario 2.2.1. Dados os seguintes escalares:., Tmaz» dmae €1 tal qued < 7, <
Tmazs Admaz > 0 €1 > 1, 0 SiStema incerto apresentado em (2.17) com atraso variant
desconhecido satisfazendo (2.2) e (2.22) e incertezasi@dssem (2.18) é assintoticamente
robustamente estavel se existirem escalgres), k={1, 2, 3,4} e matrizes’;, i = {1, 2, 3},

Q. S5, 5 =A1,...n}, Z1, Zs, Ry, Ry, R3, Ry, N € M com dimensdes apropriadas, satisfa-
zendo (2.13), (2.8), (2.14) e (2.8), pai‘at)—>dma$, e se existirem matrizes de ponderacéo
livre [, € R6=>37= @ [}, € R%=*3= de forma que as seguintes afirmacdes sejam validas:

Q1) sdpe. <03 Q2 i) s dma < 05 (2.24)
Q21\d’(t>—>dmm <0; Q22|d(t)—>d,m <0,
em quelq, 1o, o1 €9y sdo definidos em (2.20). [

PROVA

Na deducéo dos Teoremas 2.1.2 e 2.2.1, demonstramos queraesia (d (t)),

Qua(d (1)), Qa1 (d (1)) € Qa2(d (), dependentes da derivada do atraso, s&o convexas em
d (t) € [dmin, dmaz) €, portanto, seriam definidas negativas se as matﬂzﬂat)ﬁdmm,
1l —dmar D2ld@) s 12li) sdmar Q21 ld@) sdminr 21li) sdmar 220d) s ©
D22l (1) a,,.., fOSSEM definidas negativas.

N&o obstante, no caso presente, ndo possuimos informagdetetas sobre os limi-
tes que delimitam a derivada do atraso. Portanto, ndo paleplicar a mesma analise.
A solucdo encontrada é analisar o pior caso que a derivagagsstimir (limite superior
ou inferior) de acordo com o termo que esta sendo ponderadb(p)o E importante res-
saltar que o pior caso sempre serd o que induz os maioressteanierivada da fungéo de

Lyapunov. Se a derivadd,(t), pondera um termo positivo entdo o pior caso serd quando
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a derivada assume seu limite superiby,., €, da mesma forma, se o termo for negativo
0 pior caso esté relacionado com o limite inferiy;,,. Devido ao fato de ndo termos in-
formacgdes sobre o limite inferiat,,,;,,, devemos garantir que todos os termos ponderados
pela derivada do atrasd,(t), sejam positivos. De forma que o pior caso seja sempre 0
limite superior que delimita a derivada, i.é,,... Para tal, iniciaremos a analise de todos
os termos que sdo ponderados @6 na derivada da fungéo de Lyapunov (2.12).

As primeiras matrizes que sdo ponderadas pela derivadaako adol;, P, e Ps.
Estas matrizes aparecem nos seguintes termos da derivadazda de LyapunoV(t),

&xT(t) (P—P,) x(t), e &

To—T1 T3—T2

') (P3—Py) 2(t).

Observe que, considerando as restricdes impostas em (2aBpado que os subinterva-
los sé&o equidistantes, as expressdes acima sao equigal@dstarte, ao assumirmos a
validade da express&®,>P,, observamos qué (t) esta ponderando um termo positivo
(ou nulo, no caso de igualdades). Deste modo, a analise oresiwadora sera substituir
d (t) pelo seu limite superior, de forma que possamos garantiasjegpressées

Tiitj-l 2’ (t) (P—Py) z(t) < Z”ia; at (t) (P—Py) (1),
%ﬂ(t) (Ps—Py)x(t) < %ﬂ(” (Ps—Py)x(t)

sdo validas.
Consideremos agora a matriz semi-definida posiflyajue aparece na derivada de
Va(t), em (A.2),
Va(t)=aT (t—m)Qua(t—m1)— (1 —d (t)) 2T (t—d()) Qua(t—d(t))
=27 (t—1)Qra(t—m1 ) —a T (t—d (1)) Q1 (t—d(t))+d (t)zT (t—d(t)) Qi (t—d(1)).
é facil observar qué (t) [27 (t—d(1))Qiz(t—d(t))] < dmae [z (t—d(1)Qiz(t—d(1))],
pois@; > 0.

Por fim, consideremos as matrizBg e R,. Estas matrizes aparecem em (A.7) e em
(A.23), como termos da derivada gt), da seguinte maneira

t
d(t)/ 7 (s) (Ry—Ry) 2(s)ds.
t—d(t)
Observe que, similarmente aos casos anteriores, se garastqueR,> R4, entdo o
termo ponderado poi (t) ser4 semi-definido positivo e, portanto, podemos substitui
d (t) por d g

Desta maneira, se as restricbes impostas em (2.23) foresfegas, entdo as con-

dicdes expressas pelo Corolario 2.2.1 garantem que aszesfi; (d (t)), Q2(d (1)),
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Q21(d (t)) eQ92(d (t)) s@o definidas negativas e que o sistema incerto com atrasas-va
tes é assintoticamente robustamente estavel.

t

Consideremos agora o segundo caso, no qual ndo impomosmambstricido sobre a
derivada do atraso variavel. Neste caso, como ndo poderfers imenhuma informacao
quanto a derivada do atraso e seus limites, ndo podemogetmsnenhum dos termos
contendo explicitamente a derivada do atras@), no desenvolvimento das condicdes de
estabilidade para o sistema atrasado. Portanto, se astssy@stricoes

Pi=P,=P;, (1=0, e Ry=Ry, (2.25)

adicionadas nas restricdes do Teorema 2.2.1 forem stdssfentdo podemos utilizar exata-
mente 0S mMesmos argumentos e a mesma analise utilizadavaadordeorema 2.2.1 para
derivar condicdes de estabilidade robusta para o sisteamsadbd sem imposi¢cdes quanto a
derivada de seu atraso.

Coroléario 2.2.2. Dados 0s seguintes escalares,,, 7. €7 tal qued < 7. < Tmaz €1 >

1, o sistema incerto apresentado em (2.17) com atraso vaieuxesconhecido satisfazendo
(2.2) e incertezas descritas em (2.18) é assintoticameigstamente estavel se existirem
escalares; >0, k={1,2, 3,4} e matrizes’;,i = {1,2,3}, 01, 5;,7 ={1,....,n}, Z1, Z2, Ry,
Rs, R3, Ry, N e M com dimens0es apropriadas, satisfazendo (2.13) e (2.2®) ezistirem
matrizes de ponderacédo livie, € R=*3= e F}, ¢ R%=*3= de forma que as seguintes
afirmacdes sejam validas:

Qll < 0; ng < 0; 921 < 0; QQQ < 0,
(2.26)
em quelq, Q1o, o1 €9y sdo definidos em (2.20). [
ProvA

Neste caso, devido ao fato de ndo possuirmos nenhuma irgaonsabre os limites
que delimitam a derivada do atraso, i&,;, € d,..., a analise € consideravelmente mais
objetiva e simples. Todos os termos ponderados pela dariadtraso (t), devem
ser eliminados da andlise de estabilidade. Como visto napto Corolério 2.2.1, os
termos ponderados pai(t) s&o: d (t)(Pi—Py), d (t)(Ps—P,), d (t) Q1, d (t)(Ra—Ry,).
Desta maneira, € relativamente simples observar que setagdes impostas em (2.25)
forem satisfeitas ent&o nao existirdo termos ponderadasipevada do atrasé(t) nas
condicOes de estabilidade.

0
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Tabela 2.1: (Exemplo 2.3.1) Valor maximo para o limite sigredo atraso,r,,.., para

Tmin=0 € varios valores dé,,;,, € d,ax

dmadmin| 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 09 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5
0,3 [3,064 3,063 3,063 3,063 3,063 3,063 3,062 3,062 3,062 3,062 3,062 3,061 3,061
0,4 {2,694 2,689 2,685 2,682 2,680 2,679 2,678 2,677 2,677 2,677 2,677 2,676 2,676
0,5 (2,503 2,494 2,486 2,479 2,472 2,466 2,461 2,456 2,452 2,448 2,446 2,442 2,440
0,6 {2,395 2,385 2,375 2,366 2,359 2,351 2,345 2,339 2,334 2,329 2,325 2,320 2,317
0,7 (2,319 2,307 2,297 2,288 2,281 2,273 2,267 2,261 2,257 2,251 2,247 2,243 2,240
0,8 {2,264 2,253 2,244 2,234 2,229 2,223 2,217 2,211 2,208 2,204 2,200 2,196 2,194
0,9 [2.225 2215 2.208 2.201 2.195 2.190 2.185 2.182 2.177 2.175 2.172 2.169 2.167
1,0 [2.200 2.192 2.185 2.179 2.174 2.169 2.165 2.162 2.159 2.156 2.153 2.152 2.150
1,1 2.185 2.177 2.171 2.165 2.160 2.155 2.152 2.150 2.147 2.145 2.143 2.142 2.140
1,2 | 2.177 2.169 2.163 2.158 2.153 2.149 2.146 2.143 2.142 2.140 2.138 2.137 2.136
1,3 [2.172 2.165 2.160 2.155 2.151 2.147 2.144 2.142 2.140 2.138 2.136 2.136 2.135
1,4 (2169 2.163 2.159 2.154 2.150 2.146 2.143 2.141 2.139 2.137 2.136 2.134 2.133
1,5 2167 2.162 2.158 2.153 2.149 2.145 2.142 2.140 2.137 2.136 2.135 2.133 2.132

2.3 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta sec¢do, apresentamos uma série de exemplos numéreosgm ilustrar a va-
lidade dos critérios propostos neste capitulo com refeaé@ndlise de estabilidade e a
andlise de estabilidade robusta de sistemas sujeitossostvariantes no tempo. Primei-
ramente, investigamos a aplicabilidade e a eficacia dosdogtapresentados na Secao 2.1
para sistemas nominais, i.e., sem incertezas de modela.t®aapresentamos seis exem-
plos com diferentes condicdes referentes ao atraso varaatsua derivada, conforme as
definicbes em (2.2)-(2.3). Além de demonstrar a validadecdtézios e analisar os efeitos
resultantes da variagéo das constantes definidas em 2232)€omparamos nossos resulta-
dos obtidos através dos métodos propostos neste capimlosoesultados dos principais
critérios existentes na literatura de sistemas sujeitesaados no tempo. Em seguida, apre-
sentamos outros dois exemplos com diferentes condicoeentés ao atraso variante e a
sua derivada, para sistemas com atrasos variantes saj@itosrtezas de modelo. Uma ana-
lise analoga ao caso nominal é entdo apresentada paraestga@s com os resultados de
estabilidade robusta obtidos com os critérios apresesta@&ecao 2.2.

Exemplo 2.3.1 (Efeitos da variag&o dos limites da derivadeadraso).

Considere o0 seguinte sistema sujeito a atrasos variantéempo

-2 0 -1 0

z(t) = x(t) +

0 0.9 o x(t —d(t)).

Assumindo que o atraso minimo é desconhecido, ou definidg,pos 0. Aplicamos
o Teorema 2.1.1 de forma a obtermos o valor maximo para odisperior do atraso
varianter,,.., para o qual o sistema descrito mantém-se estavel, confpade ser ob-
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Figura 2.1: (Exemplo 2.3.1) Valor maximo dg,,. considerandao,,;,=0 e varios valores
distintos ded,,,;,, € ded,,qz-

servado na Tabela 2.1, para varios valores distintos dogdisrgue delimitam a derivada
do atraso varianted,,.;, € d,.... OSs resultados apresentados na Tabela 2.1 sédo direta-
mente dependentes dos limites que definem a derivada doaWesando facilitar esta
analise construimos um gréfico, apresentado na Figura &, rglaciona estes limites
com o valor maximo de,,,, obtido com o Teorema 2.1.1.

Como pode ser observado na Tabela 2.1 e na Figura 2.1, o va&imo para o
limite superior do atrasor,,.., tende a crescer quandg,;, — 0 e quandod,,., —
0. Neste caso, o intervalo de variagdo da derivada do atrasedtzido e, portanto,
0 atraso variante se assemelha ao atraso constante, memgisdprial a estabilidade
do sistema. Além disso, ao analisarmos o conjunto formadiwspatervalos, é facil
notar que dadas as constantés) < d?) ed\). > doh., o intervalo [dfﬁ}n, d%l«]
esta contido no intervaldédfizn, d%?m] Portanto, se o sistema € estavel para um atraso
)

variante cuja a derivada é delimitada pelo interve{hﬁm, d%x} , logo o sistema também

seréa estavel para um atraso cuja derivad&,), varia de acordo com o segundo intervalo.
Obviamente, ndo podemos garantir a mesma relacao no casmsmv O

Exemplo 2.3.2 (Efeitos da variagéo dos limites da derivadeadraso (outro sistema)).

Visando corroborar a andlise apresentada no exemplo apteronsideramos um se-

gundo sistema,
) 0 1 0 O
x(t) = [_1 _2] x(t) + [_1 1] x(t —d(t)),
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Tabela 2.2: (Exemplo 2.3.2) Valor maximo para o limite sigredo atraso,r,,.., para
Tmin=0 € varios valores dé,,;,, € d,ax

dmaz

rdmin

0,1 0,2 0,3

0,4 0,5 0,6 07 08 09 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5

2,160 2,058 1,979
1,841 1,743 1,663
1,671 1,589 1,520
1,583 1,511 1,451
1,541 1,474 1,419
1,519 1,456 1,402
1,502 1,442 1,390
1,490 1,431 1,380
1,480 1,422 1,371
1,473 1,415 1,365
1,467 1,409 1,359
1,462 1,404 1,353

6,395 6,390 6,388 6,385 6,384 6,384 6,382 6,381 6,381 6,380 6,378 6,378 6,378 6,378 6,375
3,785 3,720 3,682 3,675 3,669 3,666 3,667 3,665 3,663 3,660 3,662 3,660 3,660 3,660 3,659
2,729 2,633 2,561 2,511 2,482 2,472 2,467 2,464 2,462 2,460 2,459 2,456 2,457 2,456 2, 454

1,920 1,878 1,848 1,827 1,814 1,805 1,800 1,796 1,794 1,792 1,790 1,788
1,600 1,549 1,510 1,480 1,458 1,440 1,427 1,417 1,410 1,404 1,399 1,395
1,464 1,417 1,378 1,345 1,318 1,296 1,279 1,265 1,254 1,245 1,237 1,231
1,401 1,359 1,323 1,294 1,270 1,250 1,236 1,224 1,215 1,208 1,203 1,198
1,372 1,332 1,298 1,270 1,247 1,229 1,216 1,207 1,200 1,194 1,190 1,186
1,357 1,317 1,283 1,255 1,232 1,216 1,204 1,196 1,190 1,185 1,182 1,179
1,345 1,306 1,272 1,244 1,221 1,206 1,196 1,189 1,184 1,179 1,176 1,173
1,336 1,297 1,263 1,234 1,212 1,199 1,190 1,183 1,179 1,175 1,172 1,170
1,328 1,289 1,255 1,226 1,206 1,193 1,185 1,179 1,174 1,171 1,168 1,166
1,321 1,282 1,248 1,220 1,200 1,189 1,180 1,175 1,171 1,168 1,166 1,164
1,315 1,276 1,242 1,214 1,196 1,185 1,177 1,172 1,168 1,165 1,163 1,161
1,310 1,270 1,236 1,209 1,192 1,181 1,175 1,170 1,166 1,163 1,161 1,159

Valor maximo para o

limite do atrasor,,, .,

15

1

0.5
Lnnnehﬁeﬂordadenvaddmm

Figura 2.2: (Exemplo 2.3.2) Valor maximo dg,, consideranda,,;,=0 e varios valores
distintos ded,,,;,, € ded,,,4.-
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o qual é usualmente utilizado como sistema de referénciamabss de sistemas com atra-
S0s, e entdo aplicamos o Teorema 2.1.2, gef6i, para diversas configuracoes referentes
a derivada do atraso variante.

Consideramos o atraso minimo definido pgf, = 0, entdo, de maneira analoga
ao primeiro exemplo, construimos um grafico que relacionaadsres dos limites que
delimitam o intervalo de variacdo da derivada do atraso sate,d,,;, € d,,.., COM 0S
valores obtidos para o limite superior dg,.. Os resultados séo apresentados na Figura
2.2 e na Tabela 2.2. Observa-se que a mesma relagéo apresembeexemplo anterior
repete-se, ou seja, como era esperado, 0 valor maximo paraitelsuperior do atraso
variante,r,,..., tende a crescer quandk,;,, — 0 e quandal,,., — 0. Em especial para o
caso em qué,,,.. — 0, pois, neste caso, implica-se que o atraso nao cresce soéitte
a valores maximos. O

Exemplo 2.3.3 (Limite inferior da derivada desconhecid@@sindo sistema)).

Neste exemplo, utilizaremos o0 mesmo sistema linear atoadafinido no Exemplo
2.3.2. Assumindo que o limite inferior do intervalo da dada do atraso, i.e.d,,i,,
€ desconhecido, aplicamos os métodos referentes aos Beo@ml e 2.1.2, atraves
dos Corolarios 2.2.1 e 2.2.2, para diversas configura¢dedirdite inferior do atraso
variante, 7.

Primeiramente, consideramos o limite superior que detimaitderivada do atraso
comod,,,..=0, 3. Os resultados da aplicacao do Coroléario 2.2.1, com diverslores de
n, sao apresentados e comparados com os resultados dospaisecnétodos existentes
na literatura na Tabela 2.3. E facil observar que a aplicagionosso critério resulta em
valores consideravelmente menos conservadores do quasautitodos para qualquer
numero de(n—1) divisbes do intervald0, 7,,;,]. Ademais, nota-se que o incremento
do numero de divisdes implica em melhores resultados, ooefdiscutido na Subsecéo
2.1.2.

Em seguida, apresentamos, na Tabela 2.4, os resultadosliagio do Corolario
2.2.2 para 0 caso em que o limite superior que delimita a deldvdo atraso também
€ desconhecido, ou seja, para 0 caso em que nao possuimasmeiformacao com
relacédo a derivada do atraso variante. Como pode ser obskrvea Tabela 2.4, nosso
método, também, apresenta melhores resultados em condigecag todos os principais
métodos existentes na literatura. Além disso, observarsdwg;do de conservadorismo
com o incremento do numero de divisbes do inter{@lo,,;,]. As contribuigbes referen-
tes a esta divisdo serdo melhor exploradas no Exemplo 2.3.5. O

Exemplo 2.3.4 (Variando os valores @&, parad,,;, desconhecido).

!Resultado néo disponibilizado pelo autor.
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Tabela 2.3: (Exemplo 2.3.3) Valor maximo dg,, para varios valores de,;,,, d,ne: = 0,3

e d,.., desconhecido
Métodos N\ Tmin 1 2 3 4 5

He et al. (2007, Automatica) [86] 2,213 2,409 3,334 4,280 5,239
Shao (2009, Automatica) [45] 2,247 2,480 3,389 4,325 5,277
Sun et al. (2010, Automatica) [93] 2, 317 —1 —1 ~1 1

Zhu & Wang (2010, ACC) [94] 2,340 2,582 3,472 4,394 5,336
Orihuela et al. (2010, ACC) [79] 2,353 2,608 3,490 4,406 5,345

n=1 2,440 2,610 3,491 4,406 5,345
Corolario 2.2.1{ n=2 2,454 2,626 3,514 4,437 5,380
n=6 2,458 2,631 3,520 4,445 5,389

Tabela 2.4: (Exemplo 2.3.3) Valor maximo dg,. para varios valores dg,;,,, € parad, ..
e d,.., desconhecidos

Métodos N\ Tmin 0,3 0,5 0,8 1 2
Jiang & Han (2005, Automatica) [95] 0,91 1,07 1,33 1,50 2,39
He et al. (2007, Automatica) [86] 0,943 1,099 1,348 1,519 2,400
Shao (2009, Automatica) [45] 1,072 1,219 1,454 1,617 2,480
Sun et al. (2010, Automatica) [93] -1 1 —1 1,620 2,488
Zhu & Wang (2010, ACC) [94] 1,123 1,267 1,497 1,658 2,511
Orihuela et al. (2010, Int J Robust Nonlin) [7 1,223 1,360 1,582 1,738 2,572
n=1 1,299 1,429 1,642 1,792 2,609
Corolério 2.2.1 < n=2 1,299 1,430 1,645 1,797 2,624
n=6 1,299 1,431 1,646 1,798 2,628

Neste exemplo, visando analisar o mesmo sistema lineasadmapresentado no
Exemplo 2.3.1,

-1 0
-1 -1

2 0
0 -0,9

(t) = [ ] x(t) + ] z(t —d(t)),

com limite inferior do intervalo da derivada do atrasd,{,,) desconhecido, aplicamos o
método desenvolvido no Teorema 2.1.1 atraves do Corola2id 2onmn=1. Neste caso,
consideramos que o limite inferior do atraso € desconhe@dadefinido porr,,;, = 0.
Desta forma, para varios valores referentes ao limite sigrato intervalo que delimita
a derivada do atraso, aplicamos o Corolario 2.2.1 cgel. Os resultados sédo apre-
sentados e comparados com os resultados advindos dospaisonétodos existentes na
literatura na Tabela 2.5. E facil observar que nosso métodisrama vez apresenta re-
sultados consideravelmente superiores aos principaidt@dos existentes na literatura.
Além disso, observa-se que o valor maximo para o limite sopeo atraso,r,,.., cresce

quandod,,.. — 0, conforme esperado e discutido nos Exemplos 2.3.1 e 2.3.2. [
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Tabela 2.5: (Exemplo 2.3.4) Valor maximo dg,, para varios valores dé,,.., Tmin=0 €
parad,,;, desconhecido

Métodos N Imaz 0,1 0,2 0,5 0,9 1,0
Fridman & Shaked (2002, TAC) [96] — — 2,00 1,18 —
Fridman & Shaked (2003, Int J Control) [97] — — 2,00 1,18 —
Wu et al. (2004, Automatica) [98] 3,604 — 2,008 1,180 —
Lien (2005, Control Theory Appl) [99] 3,604 — 2,008 1,180 —
He et al. (2004, TAC) [100] 3,652 — 2,008 1,180 —
He et al. (2007, Automatica) [86] — — 2,04 1,37 —
He et al. (2007, TAC) [101] 3,605 3,039 2,043 1,492 1,345
Zhu & Yang (2008, Control Theory Appl) [10z 3,915 3,293 2,194 1,642 1,601
Park & Ko (2007, Automatica) [44] 3,669 — 2,337 1,873 —
Corolario 2.2.1 comn=1 4,366 3,607 2,410 2,118 2,118
4.608
4.74 4.8
§ 4.606 8 3
g 4.604 gg e gg 47
£ 4002 g £ 40
‘é 46 ‘é 4.68 \g 45
§ 4598 t_:U 4.66 § aa
4596 4.64
4.594 4.62 43
5 10 15 5 10 15 5 10 15
Valores den Valores den Valores den
5 48 5 515 g 802
2§ a7 § 5.14 &ss
T 4.6 T ©
£ 4s £513 g 60
£ 44 € 5.12 E
§ 2-2 t-;; 511 ‘_E 6.01
5 10 15 5 10 15 6.005 5 10 15
Valores dep Valores dep Valores dep

Figura 2.3: (Exemplo 2.3.5) Valor maximo dg,, para varios.,;, com—o0, 1§d(t)§0, 1.

Exemplo 2.3.5 (Efeitos do incremento dg.

INas Tabelas 2.6, 2.7 e 2.8, as células completadas-cimaiicam que o autor n&o disponibilizou resultados
para o caso especifico, enquanto que as células completmuiasicdicam que os métodos ndo possuem
solugédo para o caso especifico.
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Tabela 2.6: (Exemplo 2.3.5) Valor maximo dg,, para varios valores de,;,, € para
dmax:07 1 Edmin: — 07 1

Métodos N\ Tmin 0 1 2 3 4 5 6
He et al. (2007, Automatica) [86] 3,605 —! —1! 3,612 4,064 x x
Sun etal. (2010, IET CTA) [103] 3,918 —! —1 3,918 4,178 5,038 X
Fridman et al. [76] | Teorema 1 4,260 4,571 4,622 4,216 4,090 X X
(2009, Automatica)| Teorema 2 3,663 4,203 4,456 4,425 4,429 5,097 %
(=1 4,363 4,595 4,626 4,282 4,093 X X
n=2 4,363 4,604 4,711 4,698 4,577 5,098  x
n=3 4,364 4,605 4,725 4,750 4,715 5,128  x
n=4 4,365 4,606 4,730 4,767 4,756 5,138 6,007
n=>5 4,365 4,606 4,731 4,774 4,775 5,143 6,011
n=6 4,365 4,606 4,733 4,778 4,785 5,146 6,014
n="7 4,364 4,606 4,734 4,781 4,791 5,147 6,016
Teorema 2.1.2{ n=8 4,364 4,606 4,734 4,782 4,794 5,148 6,017
n=9 4,364 4,606 4,734 4,784 4,797 5,149 6,018

4,364 4,606 4,735 4,785 4,799 5,149 6,018
4,364 4,606 4,735 4,785 4,801 5,150 6,018
4,364 4,607 4,735 4,786 4,802 5,150 6,019
4,363 4,607 4,735 4,787 4,804 5,150 6,019
4,364 4,607 4,735 4,788 4,805 5,151 6,020
4,365 4,607 4,736 4,788 4,806 5,151 6,020

’::ﬁ:::
NN R R R e
gl © Ut N = O

Neste exemplo, utilizaremos 0 mesmo sistema apresentdéienalo 2.3.1,

i(t) = [_02 _8 9] x(t) +

-1 0
-1 -1

] o(t —d(t)).

Considerando trés configuracfes distintas para o intereple delimita a derivada
do atraso variante,

d; parao casoem quet) € [—0,1; 0, 1]

d, paraocasoem quet) e [—0,5; 0,5]

ds para o caso em que os limites que delimitam o intervalo saoadeecidos,
aplicamos os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2 para varios valores,gee para varios valores
den, ou seja, para varias divisdes distintas do intervélor,,,;,]. Desta maneira, ob-

servamos a influéncia do numero glsubintervalos dé0, 7,,.;,,| Sobre os resultados e a
consequente reducéo do conservadorismo da analise.

Na Tabela 2.6, apresentamos os resultados obtidos comsidera configuracad,
referente ao intervalo que delimita a derivada do atrasogpdistintos valores do limite
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Tabela 2.7: (Exemplo 2.3.5) Valor maximo dg,, para varios valores de,;,, € para
dmax:07 S5e dmzn: — 07 B

Métodos N\ Tmin 0 1 2 3 4 5 6
He et al. (2007, Automatica) [86] 2,044 —1! —1 3,223 4,064 x x
Sun etal. (2010, IET CTA) [103] 2,716 —1' —1! 3,341 4,178 5,038 x
Fridman et al. [76] | Teorema 1 2,450 2,430 2,646 3,321 4,090 X X
(2009, Automatica)| Teorema 2 2,337 2,459 2,724 3,458 4,257 5,097 X%
(p=1 2,486 2,490 2,672 3,324 4,090 x x
n=2 2,486 2,522 2,786 3,467 4,258 5,098 X
n=3 2,485 2,528 2,804 3,489 4,284 5,126 X
n=4 2,485 2,530 2,810 3,497 4,292 5,136 6,006
7=5 2,485 2,531 2,813 3,500 4,296 5,140 6,011
n==6 2,485 2,532 2,815 3,502 4,298 5,143 6,014
n="7 2,485 2,532 2,815 3,503 4,300 5,144 6,016
Teorema 2.1.2{ n=8 2,485 2,532 2,816 3,504 4,301 5,145 6,016
=9 2,484 2,532 2,817 3,504 4,301 5,146 6,017
n=10 2,485 2,532 2,817 3,505 4,302 5,146 6,018
n=11 2,485 2,532 2,817 3,505 4,302 5,147 6,018
n=12 2,485 2,532 2,817 3,505 4,302 5,147 6,019
n=15 2,485 2,533 2,817 3,506 4,302 5,147 6,019
n=20 2,485 2,533 2,818 3,506 4,303 5,148 6,019
| =25 2,485 2,533 2,818 3,506 4,303 5,148 6,020

inferior de atraso,,;,. Os resultados séo obtidos através do Teorema 2.1.2 pairas/ar

divisbes distintas do interval®, 7,,.;,,], € entdo comparados com os resultados advindos
dos principais critérios existentes na literatura de sisés com atrasos variantes. De ma-
neira analoga, apresentamos nas Tabelas 2.7 e 2.8 resdtselnelhantes considerando
as configuracded, e ds, respectivamente. Primeiramente, observa-se que aodm®nsi
rarmos explicitamente os valores da derivada do atrasoardas, obtemos limites menos
restritivos para o atraso maximo, em especial quando odésnila derivada tendem a
zero. Fato que corrobora com as andlises apresentadas rese@rs anteriores. Em se-
guida, analisando e comparando os resultados das Tabefa2Z. e 2.8 é notavel que o
critério desenvolvido neste Capitulo apresenta resulsatimsideravelmente menos con-
servadores do que os resultados de todos os principais m&xdstentes na literatura
para qualquer valor de). Inclusive nenhum dos métodos desenvolvidos anterioement
conseguem apresentar resultados para o caso enr,gye= 6. Desta forma, observa-se

a importancia de nosso resultado em comparagcédo com os oudrtigeratura.

N&o obstante, nota-se que ao incrementarmos o limite mfelo atraso ;,.;,), as
contribuigcBes referentes a andlise por partes do atrasocsisideravelmente reduzidas.
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Tabela 2.8: (Exemplo 2.3.5) Valor maximo dg,. para varios valores de,;, comd,,,, €
d,..», desconhecidos

Métodos N\ Tmin 0 1 2 3 4 5
He et al. (2007, Automatica) [86] 1,345 —! —1 3,223 4,064 x
Sun et al. (2010, IET CTA)[103] 1,868 —' —1! 3.341 4,178 5,038

Fridman et al. [76] | Teorema 1 2,118 2,169 2,646 3,321 4,090 X
(2009,Automatica){Teoremaz 1,867 2,120 2,724 3,458 4,257 5,097
(=1 2,119 2,169 2,646 3,321 4,090 x
2,118 2,217 2,751 3,462 4,258 5,098
2,118 2,224 2,767 3,484 4,283 5,126 X
2,118 2,227 2,773 3,492 4,292 5,136 6,007
2,118 2,228 2,775 3,495 4,296 5,140 6,011
2,118 2,229 2,777 3,497 4,298 5,143 6,014
2,118 2,229 2,777 3,498 4,299 5,144 6,016
2,117 2,229 2,778 3,499 4,300 5,145 6,017
2,117 2,229 2,778 3,499 4,301 5,146 6,018
2,117 2,230 2,779 3,499 4,301 5,146 6,018
2,117 2,230 2,779 3,500 4,301 5,147 6,018
2,118 2,230 2,779 3,500 4,301 5,147 6,019
2,117 2,230 2,779 3,500 4,302 5,147 6,019
2,117 2,230 2,779 3,501 4,302 5,148 6,020
2,117 2,230 2,779 3,501 4,302 5,148 6,020

X X X X X X[

Teorema 2.1.24

333?3333
© 00 N O Ok W N

S:ﬁ:::
NN R PR
gl © Ot N = O

Em especial, podemos observar o Teorema 1 em [76], que apeesena analise por
partes do atraso, e o Teorema 2 do mesmo trabalho, que ndxagdta abordagem. Para
pequenos valores de,;, 0 primeiro teorema é mais efetivo, porém ao incrementarmos
o valor der,,;, 0 segundo teorema passa ser mais efetivo. Inclusive, emmsgeontos

da Tabela 2.6, o Teorema 1 em [76] apresenta valores para asatmaximo %,,..)
maiores para valores de,;, menores, ou seja;.,.. > 72, parartl. < 2. . Fato
que ndo faz sentido ao analisarmos matematicamente, wig@dntervalo[r2, , 72 ]
estaria contido no interval@r! . 7l e, portanto, se o sistema atrasado é estavel para
0 maior intervalo entdo obviamente sera estavel ao menas @antervalo[r2, .7t ],

que ainda esta contido no maior intervalo. E interessantd@motar o incremento de
conservadorismo sobre a analise por partes do atraso quaedfiaimos valores maiores

parat,-

in

Para compensar este efeito e a consequente perda de cagéibda analise por
partes do atraso, apresentamos uma abordagem por fracientotlo intervalo de atraso
[0, Trin), cOnforme discutido na Subsec¢éo 2.1.2. Desta maneiraggoimos reduzir o
conservadorismo da analise resultante do incremento dor 7,,,;,, .
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Figura 2.6: (Exemplo 2.3.5) Valor maximo dg,, para varios,,,;,, Comd, ... € d,.;, desco-
nhecidos.

Visando facilitar a analise das contribuigdes referentesracremento de, construi-
mos o0s graficos apresentados nas Figuras 2.3, 2.3 e 2.3 gagiagehm o valor maximo
do atraso variante%,,,,) com o incremento do numero de—1) divisdes do intervalo
[0, Tmin] para as trés configuragdes de intervalo da derivada do atiasal; e ds, res-
pectivamente. Como pode ser observado nas Figuras 2.3, 2.3 garar,,;, > 0, as
contribuigBes do incremento desdo semelhantes a fun¢des logaritmicas, no sentido em
gue sao monotonicamente crescentes e crescem rapidansatpgruenos valores de
n. N&ao obstante, estas contribuicdes tendem a um certo lcoiten — oo, como era
de se esperar, pois, caso contrario, quangdes oo iriamos garantir a estabilidade para
qualquer valor de atraso, 0 que obviamente ndo condiz comakdexe. Além disso,
pode-se verificar que o incremento gle&o produz contribui¢cdes significativas para o
caso em que,,;, = 0, 0 que era esperado, visto que a diviséo do interjala,,;,,| ndo
possui qualquer sentido neste caso. Esta andlise é coramlaocom a analise grafica
apresentada na Figura 2.3, que relaciona o valor maximo dasat variante ¢,,...) para
diferentes valores dg, dador,,;, = 0. O

Exemplo 2.3.6 (Atraso quase constante).

54



Considerando o mesmo sistema atrasado introduzido no Hzettp1l,

, 20 ~1 0
i(t) = [0 _0’9] x(t)+[_1 _1] (t — d(t)),

apresentaremos resultados para o caso em que 0 atraso Yaré@praticamente cons-
tante. De fato, podemos considerar neste exemplo que coaérasnstante porém com
pequenas incertezas e pequenos ruidos. Consideramoanfmrtim atraso constante,
7., afetado por pequenos ruidos de magnitdded1. Desta forma, podemos reescrever
este atraso, como um atraso variante definido em (2.2),

7.—0,001 < d(t) < 7,40, 001.

Além disso, consideramos um pequeno intervalo que delanrgocidade de variacao
deste ruido, ou seja, o intervalo que delimita a derivada ttas® definido acima (note
gue no caso perfeitamente constaai\(ta:O),

—0,001 < d(t) < 0,001.

Os resultados para varios valores gesdo apresentados e comparados com 0s resul-
tados dos principais métodos existentes na literatura skeias com atrasos constantes
na Tabela 2.8%. Analisando os resultados apresentados na Tabela 2.9Iépkrcieber que
a partir de um certo numero de subintervalos originados do interval®, 7,,,;,], N0Ss0
critério passa a ser consideravelmente menos conservarlqud os principais métodos
existentes para atrasos constantes, inclusive se apraximdo limite teéricé. Fato que
ratifica a eficacia de nosso método e a reducdo de consensadorem comparacdo com
outros critérios.

Além disso, nossa andlise leva em consideracdo uma pegagagao para o atraso,
sendo desta forma mais abrangente e robusta do que os métmdosnados para atra-
Sos estritamente constantes. O

Exemplo 2.3.7 (Sistema incerto — Limite inferior da derivadiesconhecido).

Neste exemplo, consideraremos um sistema linear atrasgdacsa incertezas de
modelo, conforme descrito em (2.17)-(2.18), definido daiségmaneira,

2(t) = (A+ HA({t)Z4) 2(t) + + (Ag + HA()Z4q) x(t — d(t)),

20 trabalho [82] introduz um método de discretizacéo do atcamstante baseado no trabalho de [4], o

qual resulta em varios critérios de estabilidade baseagkia discretizacdo. Na Tabela 2.9, iremos apresentar
os resultados baseados em seu Teorema 1 (Thm 1), o qual rése@ar nenhuma discretizacdo, e em seu
Teorema 4 (Thm 4) com o maior niimero de discretizacdes ageeis em [82]. Este resultado é o melhor
resultado apresentado em [82], apesar de introduzir maig(deovas variaveis a analise.

30 resultado referente ao limite tedrico apresentado naldzb@ é definido em [82, 97].0 resultado é

obtido através do critério de Nyquist, e representa o lipéte 0 qual o sistema € instavel (observe que ndo ha
garantias que abaixo deste valor o sistema seréa estavel).
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Tabela 2.9: (Exemplo 2.3.6) Valor maximo para o atraso cuata afetado por uma funcéo
ruido de magnitude, 001 cuja derivada @, 001

Métodos Atraso Maximor,
Xi & Souza (1997, TAC) [104] 0,8571
Niculescu et al. (1995, CDC) [105] 0,99
Moon et al. (2001, Int J Control) [106] 4, 3588
Fridman (2002, J Math Analysis Appl) [107] 4,47

Han (2002, Automatica) [108] 4,4721

Xu & Lam (2005, TAC) [109] 4,4721

Gouaisbaut & Peaucelle (2006, IFAC ROCONDO6) [82, Thm 1] 4,4721
Gouaisbaut & Peaucelle (2006, IFAC ROCONDO06) [82, Thm 4] 6,09

n=1 4,464
n=2 5,703
n=4 6, 040
Teorema 2.1.2¢ =6 6,105
n=12 6,143
n=20 6,150
| n=30 6,152
Limite Teorico3 6,17

em que

gofro o fue o] o _for o
"o 177" o 0,05 —T o 0,3]°

Assumindo que o atraso minimo é desconhecido, ou definidg,poe 0, verifica-
remos a eficdcia do método proposto na Se¢éo 2.2 para a detegio do valor maximo
do limite do atraso variante,,,, que mantém a estabilidade assintotica robusta de tal

Tabela 2.10: (Exemplo 2.3.7 — sistema incerto) Valor méxde,,.,. para varios valores de
Apmaz, Tmin=0 € parad,,;, desconhecido

Métodos D maz 0,2 0,4 0,6 0,8
Wu et al. (2004, Automatica) [98] 1,063 0,973 0,873 0,760
Lien (2005, Control Theory Appl) [99] 1,063 0,973 0,873 0,760

Yue & Han (2004, Trans Circ Systems) [110]1,063 0,973 0,873 0,760
Qian et al. (2009, Appl Math Comp) [111] 1,083 1,023 0,986 0,964
Park & Ko (2007, Automatica) [44] 1,099 1,077 1,070 1,068
Corolario 2.2.1 comn=1 1,219 1,104 1,089 1,089
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sistema. Na Tabela 2.10, apresentamos os resultados dzg@b do Teorema 2.2.1 para
varios valores distintos do limite superior do intervalceqielimita a derivada do atraso,
dmez- Conforme pode ser observado na Tabela 2.10, e de maneirgalisame ao caso
nominal, os resultados séo diretamente dependentes de Isaperior referente a deri-
vada do atraso, ou seja,,., tende a crescer com,,, — 0. Além disso, observa-se que
a aplicacéo de nosso critério resulta em valores considelraente menos conservadores
do que outros métodos existentes na literatura de sistetmasaalos sujeitos a incertezas
de modelo. Em especial para o caso em dug, — 0, pois levamos em consideracao
uma série de termos e expressoes dependenté(s)d@ue incorporados a analise redu-
zem seu conservadorismo. Assim, ilustra-se a validade egcifidos métodos propostos
neste capitulo tanto para sistemas nominais como parasagencertos. O

Exemplo 2.3.8 (Limite inferior da derivada desconhecidai{m sistema incerto)).

Consideramos um segundo sistema linear atrasado sujeitezertezas de modelo,
conforme descrito em (2.17)-(2.18), definido da seguinteaina,

2(t) = (A+ HA({t)Z4) x(t) + + (Ag + HA()Z4q) x(t — d(t)),

em que

~0,5 —2
1 -1

A=

0,5 —1
0 0,6|’
10 0.2 0 0.2 0
H= == e S =" ,
[0 1] A [0 0,2] Ad [0 0,2]

Assumindo condi¢des semelhantes ao exemplo anteripgssimindo que o atraso
minimo é desconhecido, ou definido pgpy, = 0, aplicamos o critério de estabilidade
robusto definido no Teorema 2.2.1 de forma a verificarmos tmsesamaximos de,,,..
para 0s quais o sistema descrito mantém-se robustamedeeésiadas distintas condi-
cOes referentes a derivada do atraso. Na Tabela 2.11, aptas®ws as solugdes para o
caso em que o limite inferior do intervalo que delimita a gada,d,,.;,,, € desconhecido.
Para distintos valores dé,,.. pode-se observar que nosso critério € sempre menos con-
servador que 0s principais critérios existentes na literat A contribuicdo neste caso
chega a quase0% do melhor resultado desenvolvido previamente. Além d&s§im de
ilustrar a validade da analise para distintas condigbesreftes a derivada do atraso,
aplicamos o método desenvolvido na Sec¢éo 2.2 pasa=0.1 e valores distintos dé,,;,,

e dq2, coOnforme pode ser observado na Tabela 2.12. De maneirapga&o caso no-
minal, o valor maximo para o limite superior do atrasg,.., tende a crescer quando
dmin — 0 € quandal,,,, — 0. Neste caso, o intervalo de variagao da derivada do atraso
é reduzido e, portanto, o0 atraso variante se assemelha @satonstante, menos preju-
dicial a estabilidade do sistema. Ademais, a mesma anaismdjuntos apresentada no
Exemplo 2.3.1 mantém-se valida para o caso robusto. O
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Tabela 2.11: (Exemplo 2.3.8 — sistema incerto) Valor m&xdeo,,.., para varios valores de
rmazy Tmin=0 € parad,,;, desconhecido

Fridman & Shaked (2002, TAC) [96] 0,182 — —
Wu et al. (2004, Automatica) [98] 0,243 0,242 0,242
Jing et al. (2004, TAC) [112] 0,243 0,242 0,242
He et al. (2007, TAC) [101] 0,342 0,338 0,336
Qian et al. (2009, Appl Math Comp) [111] 0, 379 0,379 0,379
Corolario 2.2.1 comn=1 0,4471 0,4461 —
Coroléario 2.2.2 comn=1 — — 0,4461

Tabela 2.12: (Exemplo 2.3.8 — sistema incerto) Valor maxitmdimite superior do atraso,
Tmaz, Parar,i,=0.1 e varios valores dé,;,, € d,,.. — Teorema 2.2.1 com=2
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3 ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE

Sistemas de controle em rede remetem a uma classe de sisteroastrole cujos ele-
mentos (plantas, controladores, atuadores e sensorés)iettrligados por meio de uma
rede de comunicacéo digital e as informacdes sdo trocadisma de pacotes de dados
[11, 19, 71]. E consideravelmente extenso o nimero de gpksaque se enquadram como
sistemas de controle em rede, e.g., sistemas de controtéaesistemas teleoperados, sis-
temas de larga escala complexos com varios subsistemasjogeééreos nao-tripulados,
robotica colaborativa, automacao industrial, process@sigos, controle em rede de senso-
res e em ambientes inteligentes, etc, [20, 21, 17, 22, 223426, 27].

N&o obstante, a insercdo de uma rede de comunicacédo cdhgmatna malha de rea-
limentag&o de sistemas de controle introduz uma série desales inesperados, tais como
atrasos, perdas e desordenamento de pacotes [11, 18, 8priReguinte, os desafios refe-
rentes a andlise de tais sistemas sdo notavelmente intadssi visto que estes elementos
geralmente induzem a perda de desempenho e, em certos &i#gsogesmo a instabilidade
[15, 113, 17, 114]. Contudo, visando superar estes desafbose na ultima década uma
forte expanséo no interesse, na pesquisa e na analise diéidsta de sistemas de controle
em rede na comunidade cientifica [15, 84, 72].

Neste capitulo, a partir de um modelamento matematico #&peque representa siste-
mas de controle em rede por equacdes diferenciais atrasadesse viavel a aplicacédo de
técnicas de analise de sistemas sujeitos a atrasos no tetrquuzidas no Capitulo 2. Desta
maneira, € apresentado um novo critério de estabilidad®@tssa robusta para sistemas de
controle em rede sujeitos a atrasos desconhecidos e ewianttempo, e a perda e desor-
denamento de pacotes durante a transmissao. As condicéstabididade sdo dependentes
do atraso e estdo escritas na forma de desigualdades miatliceares. Os resultados ob-
tidos estipulam um limite maximo para o atraso de transmijgsdra o qual o sistema de
controle em rede em malha fechada mantém-se estavel. A garéiplicacdo de técnicas
estado-da-arte de analise de sistemas atrasados e dg@plizanova abordagem de analise
introduzida no capitulo anterior, obtemos critérios dal@tiade e de estabilidade robusta
superiores aos critérios estado-da-arte existentesanatiita. Esta importante contribuicdo
€ demonstrada por meio de exemplos numéricos ao final daukapit

O capitulo esta organizado da seguinte maneira. A Seca@@4emta a descricdo dos
sistemas de controle em rede através de equacgOes diféesesicasadas, levando em con-
sideracdo atrasos variantes no tempo, perdas e desordenaieepacotes. Na Sec¢éo 3.2,
apresentamos um novo critério de estabilidade para taersis, o qual é estendido para
lidar com incertezas de modelo na Sec¢édo 3.3. Por fim, a arékseiquecida com uma
série de exemplos numéricos que visam ilustrar a eficaciasgos métodos e demonstrar
as vantagens destes em relacdo aos mais recentes mét@aos\diss na literatura.
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PLANTA G,

RECEPTOR

Controlador G,

Figura 3.1: Sistema de controle em rede sujeito a perda d¢gsae atrasos de transmissao.

3.1 DESCRICAO DO SISTEMA

Nesta secdo, descreveremos e apresentaremos uma regy@senatematica na forma
de equacdes diferenciais atrasadas para sistemas cuj adealbalimentacao é fechada por
meio de uma rede de comunicagdo compartilhada e incertdareaswvarias representacdes
possiveis para tais sistemas, e.g., sistemas impulsi¥ss 116, 117, 118], sistemas chave-
ados [119, 120, 121, 122] etc, optamos pela representag@@side equacdes diferenciais
atrasadas, pois esta nos permite analisar questoes tefeeerstabilidade de sistemas de
controle em rede através de abordagens similares as déitizzara a analise de estabilidade
de sistemas de controle sujeitos a atrasos no tempo. Adenmalelagem por equagdes di-
ferenciais atrasadas elimina a restricao, presente emsiabalhos, que se refere ao atraso
de comunicag¢do como sendo menor do que um periodo de ansvstiag).

Desta maneira, consideraremos um sistema de controle earsusdeptivel a atrasos
variantes e desconhecidos, e a perdas e desordenamentotisbe transmissao, conforme
apresentado na Figura 3.1. Este sistema de controle étadhsidor uma planta SLIT e por
um modulo controlador conectados através de uma rede denczagéo compartilhada.
Toda a comunicacao é realizada através de elementos nexepttransmissores, 0s quais
sao responsaveis por adquirir e transmitir, respectivéanes pacotes de dados através da
rede de comunicacao.

Os modulos de sensoriamento, de atuagéo e de controle pedenestados por reldgio
ou orientados a evento. Dispositivos orientados por relagguirem e/ou transmitem pa-
cotes de dados periodicamente, enquanto os orientadosi@ eduirem e/ou transmitem
dados de acordo com a ocorréncia de eventos especificossg¥icacdo dos dispositivos
por sua orientagdo depende da estratégia de controleadtliz das caracteristicas dos dis-
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positivos. Por exemplo, em [123] todos os médulos séo @tkrs por reldgio, enquanto em
[124, 125], apenas 0s sensores sao orientados por rel@io[E26, 127] todos os médulos
sao orientados a evento.

Hipdtese 3.1.1 Em nosso modelamento, assumiremos mddulos sensoresadosrgor re-
l6gio que enviam a rede de comunicagéo a leitura dos sensmreperiodo de transmisséao
h. Os modulos de atuacéo e de controle sdo consideradosagidsrd evento e iniciam o
processamento dos novos dados assim que estes sdo adopélialoede. Ademais, consi-
deraremos a transmissao de pacotes simples, i.e., todagdos sf.o agrupados em um Unico
pacote a ser transmitido pela rede. O

No modelamento do sistema de controle em rede consideraresn®eguintes atrasos,
conforme apresentados na Figura 3.1.:

* 7;°: atraso de transmissé&o entre o moédulo sensor e 0 modulo tielegrara &k-ésimo
pacote;

75 atraso de computacéo no médulo de controle p&r&simo pacote;

» 7% atraso de transmisséo entre o modulo de controle e 0 modudduacao para o
k-ésimo pacote;

* 7. atraso de transmisséao total entre 0 modulo sensor e o mdduduacao para o
k-ésimo pacote.

Ademais consideraremos a possibilidade de perdas de pacotdorme apresentado na
Figura 3.1 pelas chaves e S;. Quando a chave esta na posicéo fechada, os pacotes estédo
aptos a completar a transmissdo. Caso contrério, elessendidos.

3.1.1 Modelo do sistema

A cada instante de tempo:, em queh € o periodo de transmissames N*, o médulo
sensor amostra os dados da planta e os envia pela rede padaulo i controlér.. O con-
trolador recebe estes pacotes no instante de téfpe 7., em que o terma;h, k € N,
denota o instante de amostragemka@simo pacote recebido pelo modulo de controle. Sub-
sequente ao periodo de computacao, o controlador envialalgirtontrole para o atuador a
cada instanté h + 7 4+ 75. O termot;, = ith + 7, k € N* determina o instante de tempo
no qual o atuador recebeeésimo sinal de controle, em qifh € o instante de amostragem
correspondente a@o-ésimo pacote recebido pelo médulo de atuaggo-e 7¢ + 77 + 7.¢ €
0 atraso total de comunicagéo. O diagrama de tempo mosteaBigara 3.2 ilustra o fluxo
de dados do modelo em questéo descrito.
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Pacote
perdido
Sensor [

nh (n+1)h ; (n+2)h (n+3)h \
; SH ; - 5 -
Controlador i;(h +1j : f;c‘ﬂh +15% i+ 2+ 1355
T, Th+1 Th+2
. J
Atuador : 4
—& : . ——e
ixh+t; Pacote igerh+744g

perdido

Figura 3.2: Diagrama de tempo para os atrasos de transniges@el 0, por exemplo, entao
i, = 10,45, = 12,45, = 13 e i} = 10,17, , = 13).

Observacgédo 3.1.1Nao havera perdas ou desordenamento de pacotes na traisdessa-
dos entre o médulo sensor e o médulo de atuacdoses, ..., i, ...} ={1,2,...,n,...}.
Todavia, se @-eésima amostra foi perdida, entddq, ¢ € N*, tal que:; = p. Ademais,
nota-se a ocorréncia de desordenamento de pacotes quanmirata chega ao seu destino
posteriormente aos seus sucessores, ougegja,c N*, p > ¢, tal queig > ;. Neste caso,

0 pacote mais antigd;, € perdido e seus dados sdo descartados.

O atraso variante de transmissao, o qual engloba os efefeyemntes a perda e/ou desor-
denamento de pacotes, € suposto desconhecido, porémtdetrde acordo com as premis-
sas descritas na seguinte hipotese.

Hipotese 3.1.2 Presume-se a existéncia das seguintes constantes detiraga,,... € 7.,
tal que

0 S Tmin S Tmaz
(Z.ZJrl - ZZ)h + Th+1 < Trmaz»
Tonin < Th» Vk € N*.
em quer,,., denota o limite maximo para o atraso variavel induzido pedie de comunica-
cdo entre o médulo sensor e o0 modulo de atuacdo. O tepmalenota um limite minimo

para este atraso variavel. Ou seja, 0 atraso variavel e mlescido que engloba atrasos de
comunicacao e perdas de pacotes é delimitado pelo intervalo 7,4 - O

A planta é considerada um SLIT com a seguinte representac@&@sgaco de estados

Ty (t)=A,x,(t) + Bpuy(t), t>0 (3.1)
Yp(t)=Cpay(t), (3.2)
x(t)=p(t), t € [~Tmaz, 0]

em quez,(t) € R"= é o vetor de estado da plantg(t) € R™ ey,(t) € R™ s&o os vetores
de entrada e saida da planta, respectivamepfe) € uma funcéo que descreve as condi¢des
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iniciais do estado. As matrize$,, B, e C, S0 matrizes conhecidas, reais e constantes com
dimensdes apropriadas.

Considerando o atraso de comunicagéo entre o médulo sensubdulo de controle, 0
sinalu.(t) relativo ao sinal de entrada do controlador pode ser deguuit

uc(t) = yp(igh) = Cprp(igh), VEENT, (3.3)

em quey, € a saida da plantatec [ijh + 7., if 1 h + 7,.55,).

Além disso, utilizaremos estratégia de controle propoioPortanto, o ganho constante
de realimentacéo é definido pela matkiz Consequentemente, o sinal de entrada da planta
u,(t), descrito em (3.1), € definido por

up(t) = ye(igh + 7, + 1) = KCpx,p(igh), VkeN* (3.4)

em quey,. € a saida do controladare [ifh + 74,47, b + Thy1), €T = T + T + T

N&o obstante, através da substituicdo do sinal de entrgolamta, descrito em (3.4 ), na
Equacédo que descreve o sistema (3.1), podemos inferir semnemaificuldades o sistema
em malha fechada,

i(t) = Az(t) + B,KCpz (ilh) VkeN* (3.5)

et € [ifh+m, it h+Tk+1), €M que o atrasg, = 73°+7¢ + 75 denota o tempo percorrido
entre o instante de amostragem na plaifta,h, até o instante no qual o atuador exerce a
acao referente ao sinal de controle recebido.

Ademais, ao analisarmos a relacdo entre o instante de agestre o instante no qual
0 atuador recebe o sinal de controle, observamos que o weagado em (3.5) pode ser
reescrito da seguinte maneira(ith) = z (t — [t—ith]). Destarte, podemos definir uma
variavel de atraso
d(t) =t —iph, (3.6)

t € [te, trt1), YEEN®, em quée, = i{h+Ty, tal que o sistema (3.1) com malha realimentagéo
fechada por uma rede de comunicacéo possa ser descritouliateeganeira,

#(t) = Az(t) + Aga(t — d(1)), (3.7)

em quex(t)=z,(t), A=A, e A; = B,KC,. Neste caso, a func¢étit), definida em (3.6),
representa o atraso variante e desconhecido que satisfaz

Tmin S d(t) S Tmaz» (38)

em qued < Tin < Tmae SA0 as constantes que delimitam o intervalo de variacaaasoat

E notavel quel(t) € uma func&o linear diferenciavel por partes, cuja derivada

d(t)=1, t # i%h+1, (3.9)



d(t)

Tmaz

Tmin

Figura 3.3: Evolugéo do atraso variante em sistemas deaterim rede.

é definida em todo o interval@, o), com exce¢do dos pontog=i¢h+7;, , YkeN*. Por-
tanto, o atraso varianté(t), que satisfaz (3.8) e (3.9) € uma fungéo descontinua noegpont
ith+7 , VEEN*.

Desta maneira, considerando as caracteristicas deg8tBae (3.9) referentes ao atraso
variante de transmisséo, o qual engloba os efeitos da pérdade desordenamento de
pacotes, pode-se concluir que o atraso varidfite em um sistema de controle em rede
comporta-se como uma fungéo dente de serra com periodastearie limitada pot,,;, €
Tmaz, CONfOrme apresentado na Figura 3.3.

3.2 ANALISE DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS DE CONTROLE EMRED E

Nesta secéo, apresentaremos condi¢cdes que se satiséipataen um limite maximo
para o atraso variante,.., para qual o sistema de controle em rede em malha fechada
mantém-se estavel. Ao considerarmos uma representacématata por equacdes diferen-
ciais atrasadas para sistemas de controle em rede, cordpresentado em (3.7), tornamos
viavel a analise e o desenvolvimento de condi¢des de edtad® baseadas nos resultados
apresentados no capitulo anterior para sistemas com atrasantes.

N&o obstante, o atraso variante em sistemas de controledenpossui caracteristicas
distintas e especificas, descritas em (3.8) e (3.9), queadEnpser desconsideradas. Dife-
rentemente da funcéo de atra§o) apresentada no capitulo anterior, a fun¢@o), referente
ao atraso variante de um sistema de controle em rede conrgaoctamo uma funcéo dente de
serra descontinua nos ponips+7; , Vk€N*, conforme apresentado na Figura 3.3. Por con-
seguinte, nao podemos utilizar exatamente os mesmos amtpsrapresentados no capitulo

64



anterior para o desenvolvimento de um critério de estaulkdara estes sistemas.

A funcéo candidata de Lyapunov-Krasovskii (2.12), deaand Subsecao 2.1.2, deve
ser reavaliada para que possa ser utilizada no contextcstdemsis de controle em rede.
Especificamente, os termos que possuem o ati@asem sua formulagéo e, por conseguinte,
termos cuja derivada apresenta termos ponderados peladiedo atrasd (t), i.e., Vi (1),

Vo (t) e V4(t), devem ser reformulados considerando as caracteristipasiéicas do sistema
de controle em rede (3.7), e de seu atraso variante (38)-(3.

Desta maneira, alguns termos, uteis para a analise de astym atrasos variantes,
tornam-se desnecessérios no contexto de sistemas dele@mroede, como por exemplo,
ft dT(lt (s)Q1z(s)ds, em (2.12), cuja derivada, considerando as caractedddica

atraso variante em um sistema de controle em rede, é defiaisiegiinte maneira,

Va(t) = 2% (t—1)Qua(t—11) — (1 —d (t)) 2T (t—d(t)) Qua(t—d(t))
=2 (t—1)Quz(t—71). (3.10)

Observe que ndo ha nenhuma contribuigédo para a analiseguista derivada dg,(¢), em
(3.10), resulta em apenas um termo semi-definido positigtensais, a analise similar com
a inversdo da posicao do atraso variante e, portanto, alugm de termos cuja derivada
resulta unicamente em expressées semi-definidas negatlga;ft 44t) 27 (5)Q1x(s)ds, em
quer > d(t), ndo é factivel, pois, ndo poderiamos assegurar o dec@siEnfungéo de
Lyapunov com o tempo. Esta afirmacéo é ratificada com basefimacée da funcdo de
atrasad(t)=[t—i¢h|, t€ [ty, tr+1), VEEN*, em (3.6), na qual

t— ( )|tat

e, portanto, obtem-se a relag&e,d(t)h_,t:“ > t—d(t)|t_>t;+1. Desta maneira, o termo
tt f(t T(s)Q.x(s)ds, para qualquer > d(t), cresceria monotonicamente nos pontos de
interrupgady, (k={1, 2, ...}). Neste mesmo contexto, o termo da funcao de Lyapuh@y,

em (2.12), devido a existéncia das expressoes

s igh, t—d(t)|th+1 = 15, h,

d(t)(P—P,) e d(t)(Ps—P), (3.11)

s6 é factivel de andlise se adicionarmos as restricBesy P, e P; > P, pois, caso
contrario, o termd/;(¢) seria monotonicamente crescente nos pontos de interrupEm
obstante, a maior contribuicdo deste termo na analise tlamsis com atraso refere-se a
inclusdo de termos estritamente negativos a partir daatiide (3.11) par®, > P, e

P, > P;. Destarte, o termd/(¢) sera simplificado na andlise que se segue para siste-
mas de controle em rede. Por fim, o Gltimo termo contendo egpes ponderadas pelo
atraso variantel(t), em (2.12), éV;(¢). Contudo, a analise deste termo da funcdo de
Lyapunov & mais complexa devido a existéncia das duas slagseermos, descritas an-
teriormente, os termos que séo infactiveis de analise pemsenonotonicamente cres-
centes nos pontos de interrupcdo e os que ndo contribuenaaralise no contexto de
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sistemas de controle em rede. Primeiramente, ao elimirsaoaaermos infactiveis de
analise/ 2" [ T (s) (R, — Rs)i(s) dsdﬁ e [0 [ iT(s) (Rs+Ry) i (s)dsdf, deve-
mos também eliminar o termf” d(t) L+B R3 — Ry) #(s)dsdf3, pois, caso contrario,
nao poderiamos assegurar a contlnwdade da derivada daofwapdidata de Lyapunov
(2.12), conforme explanado na Subsecédo 2.1.1, nem fazesigbps acerca dos pontos
de descontinuidade. Ademais, analisando o ultimo termb;@g, ainda néo investigado,
ffd(t) ft:ﬁ i (s) (Ri+Ry) #(s)dsdf3, observa-se que, ao considerarmos as condicdes refe-
rentes ao atraso variante para sistemas de controle emdestzitas em (3.8) e (3.9), sua
derivada resulta em um Unico termo estritamente positigoganto, sem contribuigcdes para

a analise no contexto de sistemas de controle em rede.

Por conseguinte, dadas as consideracoes relativas a fomgdinlata de Lyapunov utili-
zada no capitulo anterior, desenvolveremos uma nova fureg@didata de Lyapunov-Kra-
sovskii especifica para sistemas de controle em rede quigleonas caracteristicas referen-
tes ao seu atraso variante, e a sua derivada, especificadasem (3.9).

N&o obstante, antes de apresentarmos a nova funcao candigdatapunov-Krasovskii,
dividiremos o intervalo de variagao do atrdsg;,, 7....| €m dois subintervalos igualmente
T, —+ T .
espacadodr;, 7) € [, 73], €M qUETL=Tnin, T3=Timaz, € o=————— . Desda maneira,

o sistema de controle em rede, descrito em (3.7), pode sariteeda seguinte maneira:

( ) Al‘( )+X [71,72] (d(t)) Ade‘(t - d(t))
te [igh+x, i h+Tip1), VEEN®

em que o atrasd(t), definido em (3.6), satisfaz (3.8) e (3.9)xg, ~:R—{0,1} € a fun-
¢éo indicadora deri, 72}, i.€. Xjr ) (d(t)) =1, sed(t) € [, 7] € X[ ) (d(t)) =0, caso
contrario. Esta abordagem, conhecida como andlise paspdot atraso, segue 0S mesmos
argumentos do método introduzido no capitulo anterior,a §gudetalhadamente analisado
na Subsecéo 2.1.1.

Além disso, a fim de melhorarmos a analise para o caso em,gue> 7., iNtrodu-
ziremos novas variaveis auxiliares estabelecidas por aeifracionamento do intervalo
referente ao limite inferior do atraso variante, ,,;,]. Destarte, definimos as seguintes
variaveis de estado auxiliares dependentes ge,,,;,,,

x(t _ %) Vi€ {0,...,n}. (3.13)

Desta maneira, considerando a abordagem de analise pes paratraso, e as caracte-
risticas especificas do sistema de controle em rede (3.&)seudatraso variante (3.8)-(3.9),
introduzimos a seguinte funcao candidata de Lyapunovekmsdsi especifica para sistemas
de controle em rede,

V)= ) Vi), (3.14)



em que

VA() = 2 (£) Pa(),

Va(t) = /tld(t) 27 (5)Q1x(s)ds

- T
%(t) _ /'tT1 SC(S) N11 N12 .T(S) dS,

t—o _x(3_7-2+7-1> ng N22 .T(S—T2+T1)

[ 0 r 0
. x(s — 3 71) My ... M, (s — 3 71)

Vi(t) :/ : DT : ds,

tflTl

K x(s — —171) o My, | |x(s— %171)

Vs (t) <71> / / B 5)Syi(s)dsds,
——T1 t+
7'2—7'1/ / s)Zy&(s)dsdp + (T3— 7'2/ / $)Zyi(s)dsdp.
—r Ji18 -3 Ji+p

Observe que se as seguintes condi¢des

P>0, leo, Z1>0, Zy>0, Sj>0, 7 :{1,...,’[7},

M11 Mln
N Ny
NL  Np

>0, e M= | : ¢ | >0, (3.15)
forem satisfeitas, entdo a fungcéo candidata de Lyaplifoyem (3.14) é definida positiva,
te [ith+Tk, iy htTis), VREN™.

m

Desta maneira, assumindo a funcéo descrita em (3.14) caméadicandidata de Lyapu-
nov, introduzimos novas condi¢des referentes a estatldidasintética do sistema de con-
trole em rede descrito em (3.7)-(3.9) com atrasos variavelsesconhecidos na forma do
seguinte teorema.

Teorema 3.2.1.Dados 0s seguintes escalares,,, ... €ntal qued < 7in < Tae €7>1,

0 sistema de controle em rede apresentado em (3.7) com ateagmte e desconhecido
satisfazendo (3.8)-(3.9) é assintoticamente estavelisérem as matrizes’, ()1, S;, j =
{1,...,n}, Z1, Z», N e M com dimens0@es apropriadas, satisfazendo (3.15), e s&exists
matrizes de ponderacao livig € R™=*3= e [, ¢ R™=*3"= tal que as seguintes afirmacdes
sejam validas:

Q< 0; Oy < 0; Oy < 0; Ooy < 0; (316)
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em que

<\Il(1)+F1G1+(F1G1)T) (ro—7)Fily O(1)

M= * —(7‘2—7'1)2Z1 0 |
* * d(n)
(\I/(2)+F2G2+(F2G2)T) (r3—12)FsTh O(n)

Qo= * —(13—7)°Z, 0 |
* * d(n)

param={1,2}, e

0O I 0 —-I 000 O I 0 0-I200 0 I
Gi=|0 =I 0 0 I 00|,Go>=|0 —I 0 0 0 I o|, =1, 's=|0]{,
A A; -1 0 000 A A; -1 0 0 00 0 0
_(M12+Sl) Mis My ... Mgy M, ]
0 0 0 o 0 0
0 0 0 .. 0 0
Om) = | —-Mf, —M; —Mj _Mgvﬂ)n (_ng—l)n+5n) eR=X (1=
0 0 0 o 0 0
0 0 0 . 0 0
0 0 0 .. 0 0 |
([ on ]
(@12+S52) ¢13 P14 . O1(n-2) P1(5-1)
—S1—59
P22
* (¢p23+S53) $24 e Ba(n—2) Pa(n—1)
—S59—3S3
* * 033 (#34+S5s) ... P3(n—2) P3(n—1)
_53_54 n n
®(n)= Ga4
( ) * * * (_54_S5> e ¢4(77*2) ¢4(n,1)
Pn—2)(n—2) )
* * * * c. ¢( —2)(n—-1)
<—S(n—2>—5(n—1> e
* * * * * d)(n_l)(n_l))
L —Sm-1)=5 ]
com

bij = Miiv1ygr1) — My, emaqueid,j={1,2,...,(n—1)},

68



vy, 0 P 0 0 0 0
* 0 0 0 0 0 0
* * \1[33 0 0 0
= * * x N 1—M,,—S, Ny 0 0 ’
koK% ok * Nog—Ny1—Zs  —Niot+2s 0
* k% * * —Noo— 2, 0
* %k % * * * —%Ql
(v, 0 P 0 0 0 0 |
* 0 0 0 0 0 0
* * \1[33 0 0 0 0
TA—| * * % N —M,,—S,—7; Nio+24 0 0 ,
* * * * N22_N11_Z1 —N12 0
* % % * * —Nao 0
[ x x % * * * _%Ql_
e
Uy = +Mp =51+ Q1
n 2
T
\1133 = Z (?1) Sk + (7'2—7'1)221 + (7'3—7'2)2Z2. (317)

k=1

PROVA

A prova detalhada do Teorema 3.2.1 é apresentada na Sec&o Agéndice A vi-
sando a melhor concisédo da dissertagéo e evitando a inaesfm nimero excessivo de
equacdes que acabam por desviar a atencao de discuss@gicaspeo tema.

t

Observacao 3.2.1Conforme descrito em (3.8)-(3.9), o atraso variat{t¢ em um sistema
de controle em rede é diferenciavel por partes e, com exagsi@ontos de interrupcao,
sua derivada & (1) =1. Esta informagéo é ignorada na maioria dos trabalhos que ana
lisam a estabilidade destes sistemas. De fato, apenasbaghtva de Zhu et al. [84] e
Figueredo et al. [72, 73, 71] apresentam resultados queegpamdexplicitamente a carac-
teristica da derivada do atraso em sistema de controle een rddo obstante, a fim de
considerar explicitamente o atraso variad{e) na construgdo dos termos de Lyapunov-
Krasovskii e, por conseguinte, utilizar a informacgéo refée a derivada do atraso, algu-
mas suposicdes devem ser satisfeitas, incrementando @diifie de anélise. Neste traba-
Iho, através da abordagem por fracionamento do atraso erd&eeente inclusdo da va-
ridvel z(t—"")%), introduzimos o termd/(t) = fti%d(t) 27 (s)Q,z(s)ds, cuja derivada
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Va(t) = 27 () Quax(t) — (1 —1d (t)) x(t—d@)/g)Tle(t—d(t)/Q) inclui explicitamente a de-
rivada do atrasd (t) =1. De acordo com a definigao dét)=t — i®h, t€ [ty, tpy1) , YREN®,

1 1., 1 1 1,
= (I=gtentgizh,  t=odt)ly, | = (=)t Siah,

k+1

1
t— éd(t) |t—>t_

k+1

e, por conseguinte, é facil verificar qﬂed(t)h_ngﬂ > t_d(t”t—)t;_H' Assim, € notavel que

otermoV;(t) = ftild(t) 27 (s)Q,z(s)ds, decresce monotonicamente nos pontos de interrup-
2

caoty, (k={1,2,...}).

3.3 ANALISE DE ESTABILIDADE ROBUSTA

Na sec¢dao anterior, derivamos condicdes para a estabilidaitedtica do sistema de con-
trole em rede (3.7), sujeitos a atrasos variantes e destidiosea perdas e desordenamento
de pacotes de transmissdo. Nas condi¢cdes de analise, agsioma representacao mate-
mética exata para o sistema linear descrito. Entretantdpoune explanado na Secéo 2.2,
esta suposicao € consideravelmente restritiva, visto epresentacfes matematicas exatas
para o sistema real séo infactiveis [91, 128]. O modelam#dmiam sistema real através de
uma representacdo matematica sempre apresentard insejtemnto aos parametros do mo-
delo [92, 129]. Portanto, um sistema de controle devera sepgssuir alguma propriedade
relativa a robustez [128].

Destarte, é fundamental que a analise de estabilidadedeva®xplicitamente estas in-
certezas de modelo e verifique se todos os sistemas pertesi@@ndominio de incerteza
sdo assintoticamente estaveis [53]. Com este intuitoisamnamos o sistema de controle em
rede em malha fechada (3.7) na presenca de incertezas déombldste caso, considere
que as matrizesl,, B,, C, ndo sdo exatamente conhecidas, porém pertencem a conjuntos
delimitados:A4, € A, C R™=*"*, B, € B, C R"**"™ e, € €, C R™*"=, Entdo, o sistema
(3.7) pode ser reescrito como:

#(t) = (A+ AA) 2(t) + (Ag + AAG) x(t — d(t)), (3.18)

em que as incertezdsA e A A; s&8o matrizes variantes no tempo com dimensdes apropriadas
e que satisfazem

[AA AAd] — HA(1) [EA EAd} (3.19)

em queH, =, e =, S80 matrizes conhecidas, reais e constantes com dimensopesia
das, eA(t) representa uma matriz variante no tempo e que, apesar dessemtiecida, é
mensuravel a Lebesgue éra satisfaz

AWTA®R) < I
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Por conseguinte, para a analise de estabilidade robustatdma de controle em rede
sujeito a incertezas de modelo com atraso variante e descidiohque engloba os efeitos re-
ferentes a perda e desordenamento de pacotes, conforme (3.8), utilizaremos a mesma
abordagem de analise por partes do atraso descrita em.(DEB}a forma, utilizando a
funcao descrita em (3.14) como funcao candidata de LyapKmnasovskii, derivamos o se-
guinte critério de estabilidade robusta para sistemas wiieate em rede com incertezas de
modelo, descrito em (3.18).

Teorema 3.3.1.Dados 0s seguintes escalares;,, 7mq. €7 tal quel < Ty < Tae €
n>1, o sistema de controle em rede incerto apresentado em (8diB)atraso variante e
desconhecido satisfazendo (3.8)-(3.9) e incertezas ites@m (3.19) € assintoticamente
robustamente estavel se existirem escalare9, i={1,2,3,4} e matrizesP, @1, S;, j =
{1,...,m}, Z1, Z5, N e M com dimens0des apropriadas, satisfazendo (3.15), e s&exists
matrizes de ponderacdo livig € R™=*3"= e [, ¢ R™=*3"= tal que as seguintes afirmacdes
sejam validas:

Qll < 0; 912 < 0; le < 0; QQQ < 0; (320)
em que
'(\Ifu) +FG+ (FlGl)T> (ro—m)Fily O(n) FiT3H enI'L]
% —(—m)’Z; 0 0 0
Q= * * d(n) 0 0 |
* * * —end 0
| * * * * —€m ] |
'(\w) + FGot (FQGQ)T> (=)ol O(n) FolsH €y TL]
% —(13—1)°Zy 0 0 0
Qom= * x d(n) 0 0 ,
* * * —€ma+1) ] 0
i * * * * —€(m+1)1 ]

param={1,2},e com¥), ¥ G, Gy, T, Ty, O(n) e d(n) definidos em (3.17), e
T — [0 0 1}
Mo — [EA S 0000 0]. (3.21)
|

ProvA

De maneira analoga ao Teorema 2.2.1, o presente Teorementefa estabilidade as-
sintGtica robusta de sistemas de controle em rede é um éxtdireta do Teorema 3.2.1
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Tabela 3.1: (Exemplo 3.4.1) Valor maximo para o atraso uégig,,,, COM7,,;, = 0

Métodos Atraso Maximor,,,,.
Zhang et al. (2001, Control Syst Magazine) [11] 4,5x107*s
Park et al. (2002, T Contr Syst Tech) [130] 0,0538 s
Yue et al. (2004, T Circuits-11) [110] 0,8695 s
Naghshtabrizi et al. (2008, T | Meas Control) [117] 0,87s
Yue et al. (2005, Automatica) [83] 0,8871s
Jiang & Han (2006, Automatica) [131] 0,9412 s
Jiang & Han (2008, Automatica) [80] 1,0081 s
Zhu & Yang (2008, ACC) [124] 1,0081 s
Figueredo et al. (2009, ICCA) [73] 1,0081 s
Zhang et al. (2010, ACC) [81] 1,0239 s
Teorema 3.2.1com =1 1,0728 s

para 0 caso em que a representacdo matematica do sistemaaréplétamente conhe-
cida. Nao obstante, é notavel que a deducéo do presenternesegue 0S mMesmos passos
e argumentos apresentados na prova do Teorema 2.2.1, cegéiexda analise de con-
vexidade em relacdo a derivada do atraso (visto que, noxtorde sistemas de controle
em rede, a derivada do atraso segue as condi¢cdes impost8s9@)mHRor conseguinte, a
prova do Teorema 3.3.1 sera omitida com o intuito de manteneisado deste trabalho.

3.4 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta se¢do, enriguecemos a analise apresentada nasaseedeses através da utiliza-
cdo de uma série de exemplos numéricos com o objetivo degifusivalidade dos critérios
propostos neste capitulo referentes a andlise de estalgliel & analise de estabilidade ro-
busta de sistemas de controle em rede sujeitos a atrasosideicacao variantes e incertos,
e a perda e desordenamento de pacotes durante a transmissao.

A secdo sera dividida em trés exemplos numéricos com refieréo método apresentado
na Secédo 3.2 e ao critério de estabilidade assintotica paeanss de controle em rede, e em
um exemplo adicional com referéncia ao critério de estddulle robusta para sistemas de
controle em rede incertos apresentado na Secao 3.3. Atagéss exemplos, desejamos
além de ilustrar a validade dos critérios desenvolvidoa g@atemas de controle em rede,
comparar nossos resultados com os resultados dos prcifiérios existentes na literatura
referente a estabilidade de sistemas de controle de rede.

Exemplo 3.4.1.

Considere o sistema de controle em rede com atrasos de coagaoil variantes e
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Tabela 3.2: (Exemplo 3.4.1) Valor maximo dg,, para varios valores dg,;,

Métodos N\ Tmin 0,0ls 0,06s 0,10s 0,15s 0,20s

Jiang & Han (2006, Automatica) [131},9421s 0,9475s 0,9520s 0,9586s 0,9635s

Jiang & Han (2008, Automatica) [8C 1,0086s 1,0105s 1,0132s 1,0161s 1,0193s

Zhang et al. (2010, ACC) [81] 1,0243s 1,0257s 1,0274s 1,0292s 1,0310s
n=1 1,0733s1,0754s1,0784s1,0816s1,0846 s
Teorema 3.2.1{ n=2 1,0733s1,0754s1,0784s1,0817s1,0850s
=6 1,0733s1,0754s1,0784s1,0818s1,0851s

incertos descrito em (3.7)-(3.9), com a seguinte configiwag

. 0 1 0 0
z(t) = [0 0 1] x(t) + [_0’375 1 15] x(t —d(t)).

Assumindo que o atraso minimo é desconhecido, ou definidg,pot 0, aplicamos

o Teorema 3.2.1 referente a estabilidade assintotica dersss de controle em rede.
Como resultado, obtemos o valor maximo para o limite supeldcatraso varianter,,,,.,
para o qual o sistema de controle em rede descrito acima mastestavel. Na Tabela
3.1, apresentamos este resultado e comparamos com osdssittos principais métodos
existentes na literatura de sistemas de controle em redencQmode ser observado a
partir dos resultados, nosso critério € menos conservadaywke os métodos estado-da-
arte conhecidos da literatura.

N&o obstante, visando analisar a influéncia do incrementg,ge aplicamos o crité-
rio apresentado no Teorema 3.2.1 para varios valores,dg com varios valores distintos
den, ou seja, com divisbes distintas do intervéllor,,,;,|. Na Tabela 3.2, apresentamos
os resultados obtidos considerandg;, = {0,01; 0,05; 0,10; 0,15; 0,20}, e, entdo,
comparamos estes resultados com os resultados dos prisciEEodos existentes na li-
teratura de sistemas de controle em rede. E notavel que aenmentarmos os valores
de 7,.;, @s contribuicbes de outros critérios sdo mantidas quaseiguais, enquanto
que utilizando nosso critério obtemos valores superiossa  valor maximo do atraso
variante, 7,4z -

Por fim, comparamos nosso resultado para 0 caso em que o0 afrgsaticamente
constante, ou seja, para 0 caso em gqug, — Tmae- De fato, podemos considerar um
atraso constante porém afetado por pequenas incertezagueepes ruidos. Neste caso
consideraremos pequenos ruidos de magnitudél. Desta forma, podemos reescrever
este atraso, como um atraso variante definido em (3.8),

7.—0,001 < d(t) < .40, 001.

Os valores méaximos para obtidos através da aplicacdo do Teorema 3.2.1 cpm
{1,2,6,12} s&o01,0747s,1,1424 s,1,1630 s el, 1649 s, respectivamente. Ao comparar-
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Tabela 3.3: (Exemplo 3.4.2) Valor maximo dg,, para varios valores dg,;,

Métodos N\ Tmin 0s 0,1s 0,2s 0,3s 0,4s
Yue et al.(2005, Automatica) [83] 0,82s  0,89s  0,96s 1,04 s 1,13s
He et al. (2007, Automatica) [86 0,92s  0,95s 1,02s 1,09s 1,16s
Zhu & Yang (2008, ACC) [124] 1,09s 1,10s 1,12s 1,14 s 1,17s
n=1 1,702s 1,700s 1,705s 1,730s 1,773s
Teorema 3.2.1 n=2 1,702s 1,701s 1,709s 1,738s 1,784s
n=3 1,702s 1,701s 1,710s 1,739s 1,785s
n=6 1,702s 1,701s 1,710s 1,740s 1,787s

mos com o melhor resultado na literatura (até o presente moéopel, 0758 s em [132],
torna-se claro os beneficios da aplicacdo de nosso métogoabalém de apresentar re-
sultados superiores, € mais abrangente e robusto do qud fk8zZonsiderar pequenas
incertezas e variagfes sobre o atraso constante. Além,dissa-se que neste caso obte-
mos 0 maximo das contribuicfes advindas da abordagem paoframento do intervalo
[0, Tonin)- O

Exemplo 3.4.2.

Neste exemplo, consideraremos um segundo sistema dele@mreede com atrasos
de comunicagéo variantes e incertos definido da seguinteireggn

. —2 0 14 0
#(t) = [1 —3] z(t) + [—0,8 15

] x(t —d(t)). O

Primeiramente, de maneira analoga ao Exemplo 3.4.1, irecorsiderar um con-
junto de valores para o limite inferior do atraso variante daguinte formay,,;, =
{0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4}. Ent&o, aplicamos o Teorema 3.2.1 com diversos valores dis-
tintos paran de forma a obtermos o valor maximo para o limite superior dast va-
riante 7,,., que mantém a estabilidade do sistema de controle em redeesDfados
sdo apresentados na Tabela 3.3 e comparados com os ressitfadqrincipais métodos
existentes na literatura de sistemas de controle em redéciEperceber que nosso crité-
rio apresenta resultados consideravelmente superiorepigms resultados advindos dos
critérios desenvolvidos anteriormente. O incremento Horvaaximo do atraso variante
(Tmaz) Ultrapassa 0$50% para qualquer valor der,,;,, em comparagdo com o melhor
resultado na literatura atual, conforme pode ser observaddabela 3.3.

Em seguida, aplicamos o Teorema 3.2.1 para um conjunto rmator de valores de
Tmin- OS resultados sdo apresentados na Tabela 3.4, na qualioglamos os valores
maximos para o atraso variante,(,,) com os valores definidos dg,;,, para quatro
valores distintos de) = {1,2,6,12}. Desta forma, € facil verificar que de maneira
analoga ao caso de sistemas com atrasos no tempo, o incrememuimero de divisbes
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Tabela 3.4: (Exemplo 3.4.2) Valor maximo dg,. para diversos valores dg,;,, utilizando
o Teorema 3.2.1 com= {1,2,6,12}

onlo,1 0,2 0,3 04 05 06 07 08 09 1,0
U]

1,700 1,705 1,730 1,773 1,830 1,898 1,977 2,064 2,158 2,257
1,701 1,709 1,738 1,784 1,843 1,912 1,989 2,073 2,163 2,258
6 (1,701 1,710 1,740 1,787 1,846 1,915 1,993 2,076 2,166 2,260
12 11,701 1,710 1,740 1,788 1,847 1,916 1,994 2,077 2,167 2,261

Tabela 3.5: (Exemplo 3.4.3) Valor maximo dg,, para varios valores dg,;,
Métodos N\ Tmin ls 2s 3s 4s 5s
Shao (2009, Automatica) [45] 1,617 2,480 3,389 4,325 5,277
Sun et al. (2010, Automatica) [93] 1,620 2,488 3,403 4,342 5,297

n=1 1,792s 2,609s 3,490s 4,406s 5,345s
=9 1,797s 2,624s 3,514s 4,437s 5,380s
Teorema 3.2.10 ! ’ ’ ’ ’ ’
n=6 1,798s 2,628 3,520s 4,444s 5,388 s
n=12 1,798s 2,628 3,521s 4,445s 5,390 s

do intervalo|0, 7,,;,] produz resultados superiores, em especial para 0s casosuem ¢

Tmin —7 Tmaz-

Exemplo 3.4.3.

Considere agora o seguinte sistema de controle em redd®aj@itrasos de comuni-
cacao variantes e incertos,

r@):[o 1]x(t)+[0 ﬂx(t—d(t)).

-1 =2 —1

Aplicando o Teorema 3.2.1 para um conjunto de valores,ge = {1,2,3,4,5},
obtemos os valores maximos permitidos para o limite supeoaatraso varianter,,,.
de forma que o sistema continue estavel. Os resultados séeagados na Tabela 3.5
e comparados com alguns métodos existentes na literatubsei®a-se que utilizando
o critério desenvolvido neste capitulo obtemos resultadosideravelmente superiores
aos resultados apresentados em [45, 93]. Além disso, corfaliscutido previamente, é
notavel a contribuicéo referente ao acréscimo do niumerg dabintervalos originados
do intervalo|0, 7,,.;,] introduzida neste trabalho através da abordagem por fraaioento
de intervalos, em especial para 0s casos emmQue — Timaz- O

Exemplo 3.4.4 (Sistema de controle em rede incerto).
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Tabela 3.6: (Exemplo 3.4.4) Valor maximo para o atraso uégig,,,, COmr,,;, = 0

Métodos Atraso Maximor,,,.
Su & Huang (1992, TAC) [133] 0.1575 s
Xu (1994, TAC) [134] 0.1575s
Jing (2004, Tese) [135] 0.3916 s
Yan et al. (2008, WCICA) [85] 0.6090 s
Figueredo et al. (2009, ICCA) [73] 0,6847 s
Teorema 3.2.1 comm =1 1,345s

Neste exemplo, consideraremos um sistema de controle ensugelto a incertezas
de modelo, conforme descrito em (3.18)-(3.19), definidcedaiate maneira,

o(t) = (A+ HA(t)Z4) 2(t) + (Ag + HA(t)Z4q) x(t — d(2)),

2 0 1
7Ad: O ;
0 -1 1 -1
gofos o] o fos o] __ fo4 0
1o o057 |0 04 AT 0 06

Assumindo que o atraso minimo é desconhecido, ou definido,por= 0, aplica-
mos o Teorema 3.3.1, referente a estabilidade robusta densés de controle em rede
incertos, de maneira a determinarmos um valor maximo parenitd do atraso variante
Tmaz, Pa@ra o qual o sistema de controle em rede acima mantém-sstainente estavel.
Os resultados séo entdo apresentados na Tabela 3.6 ondeosdimacados com outros
métodos na literatura. A partir da analise da Tabela 3.6 élfaerceber que nosso cri-
tério de estabilidade robusta é consideravelmente menosecrvador do que 0os métodos
anteriores. Neste caso, a aplicacdo do Teorema 3.2.1 progBidtados superiores em
até 90% em relacao aos resultados de métodos estado-da-arte coluseta literatura.
Desta maneira, verifica-se a validade e a eficacia dos catede estabilidade e estabili-
dade robusta propostos neste capitulo tanto para sistema®dtrole em rede com/sem
incertezas de modelo. O

emqueA(t)TAt) < I,e
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4 PROJETO DE CONTROLADORES H, PARA SISTEMAS DE CONTROLE EM
REDE

Neste capitulo, abordaremos o problema de andlise de desbmge sistemas de con-
trole em rede com atrasos variantes no tempo e incertezasedkdanconforme apresentado
na Figura 3.1 e na Secdo 3.3. No0sso objetivo é a atenuacaatdebpedes exdgenas de
acordo com o critérid?,, sobre a saida do sistema em malha fechada. Além disso, de-
sejamos estabelecer um critério para a sintese de comretatbbustos que assegurem a
estabilidade assintética e 0 bom desempenho relativo aagéo de perturbagbes no sen-
tido H..

No Capitulo 3, desenvolvemos condi¢cfes para a analise algilekide robusta de siste-
mas de controle em rede com atrasos variantes no tempo &eraede modelo. Contudo,
assumimos um controlador estabelec@dpriori a analise de estabilidade. Assim, pode-
mos projetar um controlador 6timo para a andlise de um sist@rauséncia de uma rede
de comunicacéo, i.e., sem atrasos ou perda de pacotes.dGpptur mais eficaz que seja
o controlador, ao ser utilizado considerando condi¢Oesideias referentes a rede de co-
municagdo suas propriedades de desempenho e estabil@adendo validas. Inclusive, o
controlador 6timo projetado para um sistema sem atrasosrdaricacado pode levar o sis-
tema a instabilidade dadas certas condi¢cdes de atrasoaqemhcotes. Neste contexto, é
de extrema importancia levar em consideracao as propesdtdrede de comunicacao para
a sintese de controladores de estabilizacao.

A andlise de estabilizag&o €, reconhecidamente, um prabiendamental na teoria de
controle [136]. O projeto de controladores considerandusdise de desempenho de acordo
com o critérioH ., € conveniente para garantir estabilidade robusta de sistgrrertos, para
rejeicdo de disturbios na forma de sinais com energia ldaigpara expressar especifica-
¢bes no dominio da freqUéncia tais como faixa de passagemhe gan baixas frequéncias
[137]. A otimizacéo de sistemas p#k,, originou-se do problema de reduzir a sensitividade
a perturbacdes de sistemas de controle realimentadosl[3gB,De maneira sucinta, o prin-
cipal objetivo do critério de otimizacdd,, € a sintese de controladores que estabilizem os
pontos de equilibria, de um sistema dindmico e além disso, quando o sistema setercon
neste ponto de equilibrio, reduzam os efeitos de pertuesae qualquer tipo desde que
possuam energia finita) sobre uma saiffa regulada [138]. Uma analise mais detalhada
sobre este critério foge ao escopo do trabalho, porém podmsentrada em [138, 140].

Em particular, o problema de sintese de controladores e @lsanle desempenho de
acordo com o critéridd,, para sistemas de controle em rede é um tema bastante recente.
Entre os trabalhos pioneiros, Lin, Zhai, and Antsaklis [L4&presentaram um critério de
estabilidade com analise de desempenho utilizando umadadpem de sistemas chaveados,
porém neste trabalho ndo consideram incertezas de motialsogentre o controlador e o
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atuador, nem a sintese de controladores. Yue et al. [83emp@Em um trabalho pioneiro em
gue integram o projeto de controladores com analise de ¢ges#mH .. Jiang et al. [125]
apresentam outra importante contribuicdo a analise deikzigéoH., de NCSs através da
introducéo técnicas de analise menos conservadoras paliegcdsdo problema envolvendo
BMiIs (do inglésbilinear matrix inequalitiek

Neste contexto, apresentamos na Secdo 4.2, um novo cu@rgstabilidade robusta
para sistemas de controle em rede com andlise de desempsnras o critériod,,. A
abordagem difere-se dos métodos estado-da-arte conbetadderatura no sentido que a
analise € baseada em técnicas avancadas de analise parasiatrasados e nos resultados
apresentados no Capitulo 3 e, portanto, resulta em umansideravelmente menos con-
servador. A partir deste resultado, apresentamos, na 8egdoma proposta para a sintese
de controladores robustds,, que garantam a estabilidade assintotica e o bom desempenho
a atenuacao de sinais de perturbacdo sobre a saida do N@& fdncdo do problema de
estabilizacdo, propomos duas abordagens de analiseasé@itimeiro, utilizamos a abor-
dagem de anéalise comumente utilizada na literatura ques exita selecéo de parametros
previamente a aplicagdo do método. Porém, inovamos ediaeacdm a introducéo do al-
goritmo de busca heuristica@mulated annealingNa segunda abordagem, apresentamos o
método poderoso de linearizagdo por complementaridadeacfi®2, 143]. Este método &
utilizado pela primeira vez para a solucdo de problemas g envolvendo um grande
namero de variaveis. Além disso, apresentamos na Secaoné £xtensdo das estratégias
de controle desenvolvidas na Secéo 4.3 para a sintese deladates robustos/,, para
seguimento de trajetoria com atenuacao de perturbacdes c@ro de rastreamento. Por
fim, a andlise € enriquecida com uma seérie de exemplos nuwadenchmarksipicos da
area) que ilustram a eficacia dos critérios propostos e demaom as vantagens destes em
relacéo aos principais métodos estado-da-arte da litaratu

4.1 DESCRICAO DO SISTEMA E PREAMBULO

Neste capitulo, deveremos considerar um sistema de ocertroiede em malha fechada,
conforme apresentado na Figura 3.1, sujeito a perdas edégesonento de pacotes, atrasos
variantes e desconhecidos e a incertezas de modelo. Ogwbstransmissores e receptores
dos médulos de sensorialmente, de controle e de atuacdoasscondicdes e orientacdes
conforme as premissas estipuladas na Hipotese 3.1.1.

O fluxo referente a transmisséo de dados segue a mesmarsapitesentada na Figura
3.2. O termanh, em queh € o periodo de transmissam e N*, corresponde ao instante de
transmisséo da-ésima amostra de dados do modulo sensor. Enquanto o igrine N,
€ um numero inteiro correspondente ao numereo-ésima amostra carregada pelo k-ésimo
pacote de dados recebido pelo mddulo atuador. A ocorréag@arias e/ou desordenamento
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de pacotes de dados € descrita conforme a Observacéo 3sglLis efeitos e consequéncias
sdo englobados na analise do atraso de comunicagdo. Este, gior sua vez, € suposto
delimitado por constantes conforme descrito nas premiksatpotese 3.1.2.

O sistema que queremos controlar através da rede de comp@mjconforme ilustrado
na Figura 3.1, € um SLIT com a seguinte representacdo emcegdpastados

#(t) = (A+AA)z(t)+ (B + AB)u(t) + Bw(t),

(4.1)
At = (C+AC)x(t) + (D + AD)u(t),

em quez(t) € R, u(t) € R™, z(t) € R"= sé@o os vetores referentes ao estado, a entrada e
a saida a ser controlada, respectivamente. O ugtgre R™ refere-se ao sinal de pertur-
bacao exdgena, o qual assume-se pertenégflacc). As matrizesA, B, B,,, C' e D séo
matrizes conhecidas, reais e constantes com dimensdgsiages e as incertezasA, AB,

AC e AD correspondem a matrizes variantes no tempo com dimensigiadas e que
satisfazem

[AA AB] = HA() [EA EB}
[AC AD] — HA(f) [50 ED], (4.2)

em queH,, H,, =4, =g, =c € =p sd0 matrizes conhecidas, reais e constantes com di-
mensdes apropriadas/t) representa uma matriz variante no tempo e que, apesar de ser
desconhecida, é mensuravel a Lebesgue esatisfaz

ADTA®R) < I (4.3)

O problema de estabilizagédo robusta é entdo abordado sitdavétilizacdo da estra-
tégia de controle por realimentagdo de estados ¢om=Kz(t), em queKeR"™*"= & o
ganho do controlador a ser calculado e que garante a edsalglrobusta do sistema (4.1)
sujeito a atrasos variantes que satisfazem as premissap@as¢ 3.1.2. Por conseguinte,
se considerarmos o efeito da rede de comunicacéo e o atrasmdeicacao entre o modulo
sensor e 0 médulo atuador, o sinal de controle aplicado sensas constante nos intervalos
[ith=+ Tk, if, 1 h+Tks1), i.€., NOS intervalos entre o recebimento de distintossiteacontrole
pela planta, € definido por

u(t) = Kz(ith), teligh+7e, iy h4Try1), VEEN®
(4.4)

Por conseguinte, através da combinacédo direta de (4.1%g ¢dsistema em malha fe-
chada é definido da seguinte maneira

#(t) = (A+AA)a(t) + (B+AB) Ka(ih) + Bowl(t),

(4.5)
At) = (C+AC)x(t) + (D + AD) Ka(igh),
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comt € [ifh + 7,17 b + Twy1), YREN*. Ademais, dada a relagéo entre o instante de
amostragem e o instante no qual o atuador recebe o sinal ttelepobserva-se a validade
da expressde(i¢h) = z(t—[t—ifh]). Desta maneira, podemos definir uma variavel de
atraso

d(t) =t —igh, (4.6)
comte [ty, ty11) , YkEN*, em quet,=i¢h + 74, tal que o sistema em malha fechada apresen-
tado em (4.5) possa ser reescrito da seguinte maneira,

(t) = (A+ AA) z(t) + (B + AB) Kz(t—d(t)) + B.w(t),
2(t) = (C+ AC) z(t) + (D + AD) Kz(t—d(t)), 4.7)
z(t) = p(t), t € [~Timaz, 0]

em quep(t) é uma funcdo que descreve as condi¢Bes iniciais do estadatraso variavel

definido em (4.6) satisfazendo
Tmin S d(t) S Trmaz (48)

em qued < T,.in < Tmae SA0 @s constantes que delimitam o intervalo de variacaaasoat
Além disso, o atraso varianit) é uma fungéo linear diferenciavel por partes, cuja derivada

d(t)=1, t # i%h+1, (4.9)

é definida em todo o interval@, o), com exce¢éo dos pontos de interrup¢aei{h+ry ,
VEEN*, Portanto, o atraso variante de transmisg@g, o qual engloba os efeitos da perda
e/ou do desordenamento de pacotes, € uma fun¢éo descamgpantos§h+r7; , VkeN*
que comporta-se como uma fungéo dente de serra limitada,poe 7,,.., conforme apre-
sentado na Figura 3.3.

N&o obstante, o principal objetivo deste capitulo refere-analise de desempenho e a
sintese de controladores que garantam a estabilidadé&issie 0 bom desempenho relativo
a atenuacdo de sinais de perturbacdo da saida de sistemastdecem rede sujeitos a
perdas e/ou desordenamento de pacotes, a atrasos vagiaeesonhecidos, e a incertezas
de modelo. Paratal, a seguinte definicdo, referente a ami@isstabilidade com desempenho
garantido segundo o critérid., sera utilizada no restante do capitulo.

Definicdo 4.1.1.Para um escalar predefinid9 > 0, o sistema de controle em rede em
malha fechada definido em (4.7) é assintoticamente e rolmgstee estavel com nornié,,
limitada eny, se existir uma estratégia de contrelg) tal que as seguintes condi¢des sejam
satisfeitas

1. O sistema em malha fechada (4.7) é assintoticamente stavhente estavel na au-
séncia de perturbacgdes exogenas;)=0;

2. Considerando condic¢des iniciais nulas, os efeitos daupleacdo sobre a saida do
sistema (4.7) sé@o atenuados abaixo de um nivel desejadegundo a norma/.,,
|z(t)]] < ~]lw(t)]|, para qualquer perturbacéo ndo-nula(t) € L0, o). O
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4.2 ANALISE DE DESEMPENHO POR H,

Nesta secéo, derivaremos condi¢des que se satisfeitaxayara estabilidade assintotica
e robusta do sistema de controle em rede (4.7)-(4.9) comznuEtrganhoK previamente
estabelecida e desempenho relativo a atenuacdo de peétesbaxdgenas sobre sua saida
garantido de acordo com o critérid,,. Para tal, utilizaremos a Definicdo 4.1.1 com as
técnicas referentes a analise de estabilidade para sstEntantrole em rede desenvolvidas
no Capitulo 3.

Primeiramente, consideremos o atraso variante no intefwal,, 7....]- Este intervalo
sera divido em dois subintervalos, de maneira analoga a)(Xlestarte, reescreveremos 0
sistema (4.7) da seguinte maneira

(

i(t) = (A+ AA) 2(t) + Bow(t) + Xiri,m) (d(1)) (B + AB) Kz(t—d(t))
+ (1=Xri,m) (d(2))) (B + AB) Kz(t—d(t)),
2(t) = (C+ AC) x(t) + Xjr,m) (d(t)) (D + AD) Ka(t—d(t)) (4.10)
+ (1=X[ry 7] (d(t))) (D + AD) Kz(t—d(t)),
te [igh+x, ¢ h+T4i1), VEEN®,

\

em quey|,, -,;:R—{0,1} é a funcéo indicadora de;, 5}, i.e. x|~ =) (d(t)) =1, sed(t)
(71, T2] € X[r,m) (d(t)) =0, caso contrario. O cerne desta analise referente a padéio
tervalo [7,.in, Tmaz], CONhecida como analise por partes do atraso, consiste tatreleser
diferentes condi¢Bes de andlise para cada subintervalon€2ito e os beneficios referentes
a esta abordagem foram detalhadamente analisados na &uskq.

Desta maneira, definimos a seguinte fungéo candidata deihgagKrasovskii,
Vi) =) Vi), (4.11)
em que

Vi(t) = a* (t) P(t),

r T
Va(t) = / I N, )
2 t—7o _.T(S 7'2-'-7'1 N12 N22 .I‘(S—T2+T1) ’
. M11 Mln ZE(S_ %7—1)
Vs(t) = 1 : : ds,
t—=T
" LT ) My, ] |z(s — 77%17'1)

m(t):i(;l)/n t+5x $) S (s)dsds,
Vy(t) = (ra—m) / o / T(8) Zui(s)dsdf + (37 / /+6 5) Zaii(s)dsdB.

—To
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Observe que afuncao (4.11) é equivalente a funcéo cand®iaty apresenta no capitulo an-
terior, com excessao do ter(t) em (3.14). Desta maneira, as mesmas restricdes impostas
em (3.15) implicam na positividade da fung¢ao candidatal{4k [igh+m, iz+1h+7'k+1),
VkeN*. Nao obstante, desejamos estabelecer uma funcdo canchdditaua ent para que

as condi¢cdes impostas na Definicdo 4.1.1 possam ser dassféleste contexto, o termo
V,(t) em (3.14) foi eliminado da andlise devido & descontinuidade este termo impde
sobre a funcéo candidata de Lyapunov, conforme explana@dsarvacéo (3.2.1).

Assim, assumindo a fungéo descrita em (4.11) como a fungébdzta de Lyapunov, in-
troduzimos condicdes referentes a estabilidade assiat@busta do sistema de controle em
rede incerto (4.7)-(4.9) com anélise de desempenho reéediesaida do sistema satisfazendo
O critério H .

Teorema 4.2.1.Dada a matriz referente ao ganho do controlador em malhaddali, e

0S seguintes escalares;,, T, 7 €7 tal quel < 7 < T, 1>1 €v>0, 0 sistema de
controle em rede incerto apresentado em (4.7) com atrasangr e desconhecido satisfa-
zendo (4.8)-(4.9) e incertezas descritas em (4.2) é aswiatoente e robustamente estavel
com uma normd{,, limitada em~, se existirem escalares; >0 e¢;x>0,i={1,2,3,4}

e se existirem matrizeB, S;, j = {1, ...,n}, Z1, Z,, N e M com dimens6es apropriadas,
satisfazendo

P>0, Z1>0, Zy>0, S;>0, j={1,....,n},
M11 M177

N1 N
11 12 >0, e M= | : ;| >0, (4.12)

N=
NlT2 Nyo

e se existirem as matrizes de ponderagdo IfFyeR%=*", FycR=*7: FcROT=x2= ¢
FocRO=*2= tal que as seguintes afirmacdes sejam validas:

X< 0, Yo < 07 Yo < 07 Yoo < O, (413)
em que
\11(1)4—(351@14—6{3:,{) + (FlG—FGTFf) (Tg—ﬁ)fflfm @(7]) Fle Fg FAm
% —(—m)’Z1 0 0 0 0
S ym= * * ®m 0 0 0
* * * 2T 0 0
* * * * —I Ty
* * * * * Enm
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111(2)+(3"2L’52+Q52T3rg)+<?2G+GT?§) (r3=72)F2Lm ©(n) F2Bo T7 Ta,,,
. ~(m-m)Z 0 0 0 0
5, — * * ®(n) 0 0 0 ,
% * *  —y2I 0 0
« " * * -1 'y
I * * * * * 8(m+2)

param={1,2}, e

0O I 0 —I 00
9 ®2 =
0O -1 0 0 I O

G:[ABK 700 0

6, =

I 1 I
! oY 0; 1ﬂ1:O7F2: 1
0-100 0 I I 0
. Tz=[c DK 0 0 0 0];

PEI:[EA ZpK 0 0 0 0]; FEQ:[EC ZpK 0 0 0 0},
PHz[o Hy 0 0];

&1 = —diag{enl, eral, €111, €121 }; A, = FiH; 0 611F£1 612F£2 )
&y = —diag{eanl, el €211, €01 }; Ia, = FiH;, 0 621FF‘5F1 622FF‘5F2 ;
Es = —diag{es1 ], 321, €311, €301 }; Ca, = |FoH; O enl'Z, epl'L |;
&4 = —diag{enl, esnl, ea1l, €4p1}; La, = FoH;, 0 641F£1 642F£2 ;
_(M12+51) Mz My ... Mgy My, ]
0 0 0 e 0 0
o) 0 0 0 0 0 RErex(1-1)
n = T T T T T S e
—ME Mg, M M (<M +S)
0 0 0 e 0 0
i 0 0 0 e 0 0 |
[ ou g ]
-5, (P12+52) $13 b14 . b1(n—2) P1(n-1)
P22 g
* 5,5, (¢23+S3) P24 - Pa(n—2) Go(n—1)
¢33 g
* * S8, (P34+54) ... ®3(n—2) ®3(n-1)
q) — ¢44 9
(77) * * * <_S4_S5> - ¢4(n_2) ¢4(n—1)
Pr-2)(n-2)
* * * * e <_S(n2)_s(n1) P(n-2)(n-1)
. . . . § ¢<n—1><n—1>>
! —Sm-1)=5/ |




com

bij = Msnyg+) — My,  emaqued, j={1,2,...,(n-1)},

W, 0 P 0 0 0 ]
x 0 0 0 0 0
ES % \1133 0 0
ph—
* o« % Nyy—M,,—S, Nio 0 ’
* * * * Noy—Ny1—Zy —Niot+2s
L x 2 % * * —Noy— 25 |
(U, 0 P 0 0 0 ]
* 0 0 0 0 0
\11(2)_ * * \1133 0 0 0
o * * * Nll_MnTZ_STZ_Zl N12+Z1 0 ’
* ok % * Noo—Nij1—Z; —Njo
* % % * * —Nay
e
Uy = +M;; =5,
n . 2
1
Vi3 = Z (?) Sk + (2=71)Z1 + (13— 1) Zs. (4.14)

k=1

PROVA

O Teorema 4.2.1 estabelece condi¢des para que todas aSagpuegbostas na Defini-
céo 4.1.1 sejam satisfeitas para um controlador por reatagé&o de estados com ganho
proporcionalK previamente conhecido. Para estabelecer este resuliidanibs uma
nova fungéo candidata de Lyapunov-Krasovskii descritaetri . Contudo, utilizaremos
as mesmas abordagens por partes do atraso e por fraciooatoattaso introduzidas no
Capitulo 3, desta forma, seguindo uma metodologia simitggli@ada no capitulo ante-
rior. Por motivos de concissao, a prova do teorema nao seedapada neste capitulo,
mas sim na Secao A.5 no Apéndice A.

4.3 PROJETO DE CONTROLADOR H, ROBUSTO A INCERTEZAS DE MO-
DELO

Na secao anterior, derivamos condi¢des para a estabilidai@otica robusta do sistema
de controle em rede incerto (4.7)-(4.9) com analise de deseho satisfazendo a norma
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H.,. Contudo, o ganho do controlador de realimentacéo de edtadeve ser definido a
priori, ou seja, antes que as restricdes impostas pelo dar@municacdo sejam analisadas.
N&o obstante, ao projetarmos uma estratégia de controlemasiderar a existéncia da rede
de comunicacéao, e das restricdes que esta impde, perdergasaasias referentes a esta-
bilidade e a analise de desempenho do sistema em malha éedbambntrolador projetado
pode inclusive levar o sistema a instabilidade dadas cediadicbes referentes a rede de
comunicacdo. Neste contexto, para a sintese de contretaderestabilizacéo, é de extrema
importancia considerarmos a influéncia da rede de comuiocsgbre o sistema em malha
fechada.

Nesta sec¢éo, estamos interessados em encontrar um cootrd&arealimentagdo com
ganhoK que assegure um bom desempenho relativo & atenuagéo dbagits exdogenas
de acordo com o critérid/,, e que estabilize o sistema de controle em rede em malha fe-
chada (4.7)-(4.9) sujeito a perdas de pacote, atrasotesia incertezas de modelo. Por
conseguinte, procuramos estabelecer um controlador cohoda de forma que as condi-
cOes estipuladas na Definicdo 4.1.1 sejam satisfeitas.e destexto, consideremos a se-
guinte proposicdo, baseada no Teorema 4.2.1, referentaldlieacéo robusta de sistemas
de controle em rede satisfazendo o critétiQ.

Proposicéo 4.3.1.Dados os seguintes escalares,., Tma:, 7 €7 tal qued < 7 < Tae,
n>1e~>0, o sistema de controle em rede incerto apresentado em (@n7atraso variante
e desconhecido satisfazendo (4.8)-(4.9) e incertezasitdssem (4.2) é assintoticamente
e robustamente estavel com uma norfhia limitada em-, se existirem escalares; >0
ee>0, i={1,2,3,4} e se existirem matrizeB, S;, j = {1,...,n}, Z1, Z,, N e M com
dimensdes apropriadas, satisfazendo (4.12), e se exisigematrizes de ponderacéo livre
FieR™=*", Fo,eR™=>"=  j={1,2,3,4,5 6}, F1eR=*¥= F,cRI=*2= @ KcR™ "= tal
que as seguintes afirmacgdes sejam validas:

Y < 0; g < 0; Yo < 0; Yoy < 0, (415)

em que

(004 (F16,4+6757)+ (FIG+GTF) ) (n—m)Tilw O(n) FiBs T Ta,

% —(o—1)°Zy 0 0 0 0

Sy, = * * d(n) 0 0 0
* * x =T 0 0

* * * * —I Ty

i * * * * * Sm_
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— g —T — 7
\1/<2>+(5—"2@52+®§?;f)+(F2G+GTF2) (3—m2)FoL ©(n) FoBy T7 Tag,.,
* —(13—7)°Z, 0 0 0 0
5, _ % % d(n) 0 0 0
* * *  —y2I 0 0o |
* * * x —1 Iy
* * * * * Emt2)
param={1,2}, e com
_ T —
Fl:[F1T1 F1T2 F1T3 F1T4 F1T5 F{6:| Fo= [F% FQTQ Fg?, F2T4 F2T5 FgG]
G=[A BK -1 00 0] Ca, = |FiHy 0 el enlL|;
r;=|c DK 00 0 0; Ta, = [FiHy 0 enTL  eplL |
Is=|Z4 ZpK 00 0 0f; Ta, = |FoH1 0 eulL, enlZ |;
FEQZ[EC EpK 0 0 0 0}; Ta, = [FoaHy 0 enlT  enlT |;
(4.16)

e®y, 6y, I'1, Ty, Iy, 1,8y, E3,E4, O(n), (1), ¥V e U definidos em (4.14). Ademais,
se as condigBes propostas forem satisfeitas, entdo o gamivortrolador € definido pela
matriz K.

[

Observacéo 4.3.1A Proposicéo 4.3.1 é resultado de uma extenséo direta demect.2.1
para o0 caso em que o ganho de realimentd¢&desconhecido. Neste contexto, estamos
procurando um ganh& que estabilize o sistema de controle em rede em malha fechada
Todavia, ao considerarmos a matfizcomo sendo uma variavel do sistema de desigual-
dades (4.15), as condig¢8es estipuladas na Proposicagpéassam a ser impraticaveis, i.e.,
insolUveis por meio de algoritmos de programacéo convexadd a existéncia dos termos
F.G + GTET. A existéncia destes termos transforma o sistema de déssgies matrici-

ais lineares (4.13) em um sistema de desigualdades metiii@meares (BMIs, do inglés
Bilinear Matrix Inequalitie$ que por sua vez nao é um problema convexo.

Nas proximas subsecdes, estabeleceremos diferentesgbosgpara solucionar as con-
dicdes estipuladas na Proposicéo 4.3.1 de forma a obtermantrolador de ganh&
que estabilize o sistema de controle em rede em malha fe¢hadg4.9) e que satisfaca as
condi¢des de desempenho segundo o critdro

4.3.1 Critério de estabilizacdo baseado em ganhos ponderei

Nesta subsecéo, introduziremos a primeira abordagenadpligara transformar o pro-
blema n&o convexo apresentado na Proposi¢do 4.3.1 em umempeolde solucédo factivel
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por meio de algoritmos de programacéao convexa. O cerne alestdagem esta relacionado
a adicdo de certas restricdes as condicdes estabelecigashiema ndo-convexo, apresen-
tado na Proposicéo 4.3.1, através da substituicdo de cestiaizes de ponderacdo livre por
matrizes identidades com pesos previamente definidosa Be@sha, podemos transformar
o problema ndo convexo em um problema convexo na forma dguddgades matriciais
lineares conforme apresentado no Teorema a seguir.

Teorema 4.3.1.Dados os seguintes escalares,,, Tma., 1, 05, j={1,2,3,4,5}, e tal que

0 < Timin < Tmaz, 1>1 €v>0, 0 sistema de controle em rede incerto apresentado em (4.7)
com atraso variante e desconhecido satisfazendo (4.8)-¢incertezas descritas em (4.2)

€ assintoticamente e robustamente estavel com uma nigmédimitada emry, se existirem
escalares;; >0 eé&,>0,i={1,2,3,4} e se existirem matrize3, S;, j = {1,...,n}, Z1, Zs,

N e M com dimensdes apropriadas, satisfazendo

p>0, Zl>0, ZQ>O, gj>07 j = {1,...,7]},
Mll R Ml??
>0, e M=| @ . 1 |>0, (4.17)

x ... M,

Nll N12

NL Ny

A

e se existirem as matrizes de ponderacio lfyeR6 =2+ F,cR6=x2r= @ YER"™*"™= @ g
matriz definida positiv&k=X* cR"=*"= tal que as seguintes afirmacdes sejam validas:

T <0 Tio <0; Ty <0; Tz <0, (4.18)
em que
_@(1)+<3F1Q51+Q51T3?1T> +(&G+GT&T> (7'2_7_1)3':11—‘771 @(77) 0B fg fAm_
x —(r—m)*Z1 0 0 0 0
T, * * Cf(n) 0 0 0
% * x =i 0 0
. * * * —1I me
N % * * x =1
(001 (F,6,4615,7) + (66+G767) (r-r)al On) 6B, T% Ta, ]
% —(13—12)°Zy 0 0 0 0
T, - * * (i)<77) 0 0 0 ,
* * R I\ 0
N * * S | f‘H(m_m)
] * * * * * -1 ]

param={1,2}, e
o= [[ 0'1] 0'2[ 0'3[ 0'4] 0'5[ 3
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G:[AX BY —xooo}; fzz[cx DYOOOO};
P=,=[2.X Z5Y 0 0 0 0; P==|ZcX ZpY 0 0 0 0],
Py = |0 éxHy 0 0]; Pa = [eneH 0 TZ, TL];
fHQZ 0 €xHy 0 0f; fA2: €10H, O f‘%l f‘£2 :
fH3: 0 @32H2 0 0}; fA3: é316H1 0 f‘%l ng :
IA‘H4: 0 642]¥2 0 0; IA‘A4: €41(3'H1 0 fgl qu; 3
_(M12+»§1> Mlg M14 Ml(n—l) Ml?? i
0 0 0 0 0
@(77) = ) ! v 0 0 cRO=x(n=1)rs
—Mi, My, My, =My, (_M(E—l)nJrS")
0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 ]
[ P11 A 1
(‘&—Sz) <¢12+52> P13 P14 P1(n-2) Pr(n-1)
P22 .
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<—S<nz>—5<n1> o
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(0, 0 P 0 0 0 |

* 0 0 0 0 0

G| * Uy 0 0 0

o * * * NH_MT?TZ_STZ Zl N12+Zl 0 ’
* * * * NQQ—NH—Zl —ng
* * * * * —N22
e

Uy = +M11—Sl,
~ i T 2A ~ ~
\1133 = Z <g> Sk + (7'2—7'1)221 + (7'3—7'2)222. (419)

k=1

e®, B,, '] el'; definidos em (4.14). Ademais, se as condi¢cdes propostas &atsfeitas,
entdo o ganho do controlador é definido pela mafizYX~!.

ProvA

A prova detalhada do Teorema 4.3.1 é apresentada na Sec&o Afgéndice A vi-
sando & melhor concisdo da dissertacao.

n

A solugéo apresentada no Teorema 4.3.1, apesar de trivelgt&zamente eficaz e para
certas circunstancias e requisitos de projeto, apresemgsultados satisfatorios. O conserva-
dorismo da andlise é todavia incrementado devido a suigéiitdas matrizes de ponderacao
livre Fy;, Foj, j={1,2, 3,4, 5,6}, por escalares predefinidos,

Fiu=X"1, Flo=01 X!, Fi3=0oX"!, Fiy=03X"1, Fis=04 X!, Fig=05X"1,

For=X"1, Faoo=01 X1, Fos=0oX !, Foy=03X"!, Fos=0, X!, Fys=05X"1,

em ques;, j={1,2,3,4,5}, sdo constantes predefinidas. N&o obstante, a maior dédubelld
quando da aplicacdo deste método refere-se exatamentgasapropriada de constantes
de maneira a reduzir ao maximo este incremento de conseisaao

A escolha das constantes, j={1, 2, 3,4, 5}, € um desafio adicional a analise, visto que
estas sado correlacionadas e a escolha de uma afeta diretaarestolha das outras. Assim,
varios autores, e.g., [144, 145], definem todas as constenieol , ou seja, substituem todas
as matrizes de ponderacao livre por uma Unica matriz de pagélelivre. Esta abordagem,
apesar de facilitar a andlise, é extremamente conservadelianina todos os beneficios
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advindos da utilizacdo do método de Finsler em (A.93) e, poseguinte, da introducao da
expressa®, G + G'F, eF,G + G'F,, explicita em (A.124).

E interessante ressaltar que n&o existe na literatura téensis de controle em rede ne-
nhuma solugéo fechada para a escolha destas constantesitoDa firande maioria dos
autores ndo citam nenhuma técnica para a selecao destessydixando a entender desta
maneira que a selecéo dos parametros deve ser feita ateasékedao manual ou atraves da
abordagem por forca bruta.

A abordagem por sele¢cdo manual dos parametros além deaedsosustiva muito pro-
vavelmente ndo apresentara bons resultados e resultardremas locais, devido ao fato
que os usuarios tendem a investigar poucas regides do torgalucao. A solucao por forca
bruta apesar de provavelmente apresentar bons resultadonsideravelmente tediosa e cus-
tosa computacionalmente. Os algoritmos de programacaexamapesar de eficientes nao
sao de rapido processamento, portanto, ndo € intereseargmentar demais o numero de
amostras.

Neste contexto, visando facilitar a analise e o tempo denghtede resultados satis-
fatorios, apresentaremos uma proposta inédita para aeelisstes parametros através do
método de busca estocastisonulated AnnealingSegundo o conhecimento do autor, esta
abordagem iterativa nunca foi aplicada para a sele¢éo denp#ios em projeto de controla-
dores para sistemas de controle em rede. O método corresgereélentdo apresentado na
proxima pagina no Algoritmo 4.3.1.

E importante ressaltar que o método de busca heuristicGipardated Annealinger-
mite a deterioracdo das estimativas dos parametros de tprenesta escape de regibes com
minimos locais [146]. Por isso, 0 método € muito utilizadoapa solucéo de problemas
NP-dificil (do inglés NP-hard) que n&o possuem solugéo em tempo polinomial [147]. Além
disso, existe na literatura uma série de provas que demaomsfue o algoritmo converge
no limite para alguma solucao 6tima global [148, 149]. R&jasan [147] faz inclusive uma
andlise do tempo necessario para a convergéncia com plidaebiproxima de 1. Desta ma-
neira, poderiamos assumir que o0 método é 6timo no sentidorderir para algum 6timo
global. Contudo, para tal analise seria necessario um riocoasideravelmente grande de
amostras o que, obviamente, ndo é realizavel devido ao coistputacional proibitivo rela-
cionado a esta analise. Ainda assim, a andlise através doittig 4.3.1 produz resultados
satisfatérios (muito superiores a abordagem por selec@aajacom um nimero de amos-
tras inferior ao nUmero de amostras utilizado pela abordgge forca bruta. Esta analise é
exemplificada na Secéo 4.6.
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Algoritmo 4.3.1
Algoritmo de selec&o dos parametros por Simulated Annealingpara solucéo do
Teorema 4.3.1
1) | Inicializacdo: Definak = 1, um conjunto inicial
=50 =[50 ;O O 0O (0>] :

e um valor para géemperaturanicial T = T(® > 0.
Dadas as constantes,;,, Tma: € >1, aplique o Teorema 4.3.1 com porém conside-
randoy = 72 como sendo um variavel a ser obtida pela LMI.

Encontre a solugéo factivel para o Teorema 4.3.1 com o mexthar possivel para
7 e va para o segundo passo. Caso nédo exista solucdo faatlelina o conjunto inicial
7(0). Se ndo existir nenhuma solucdo factivel apés um nimeretemdinado de tentativas
defina o problema com&em solucae saia do algoritmo.

2) | Novos parametros: Dada uma fungéo de perturba¢®¢a), estima-se um novo conjunto
de parametrog(ovo),

H(novo) = R(E) =0+,
em qued ~ N (0, TI) e é uma matriz identidade.
3) | Critério de aceitagéo: Solucione o problema de minimizagéo §&°"°) sujeito a viabi-
lidade do Teorema 4.3.1 com{"°"®). Caso ndo exista nenhui"***) que produza uma
solucao factivel, volte para o pas&p Caso contrario, defina uma funcad,

AE =50 _ 75
Determine a aceitacdo ou ndo dos novos parametrde acordo com o seguinte
o) se AE < 0;
Gnovo) - se AE > 0, com probabilidade” = exp (—4E)

o Caso contrario, (mantém-gee excluiz (™).

Q|
Il

4) | Nova iteragdo: Diminui-se a temperatura

T=p8kT
com G(k) sendo o fator de reducéo de temperatura, usualmente, deioido (k) =
exp(*T’“), em que. € uma constante predeterminada. Incrementa-set + 1.

5) | Critério de saida: Se o valor obtido para estiver abaixo do valor desejado pafa entéo
podemos reconstruir o ganho de realimentacéo do contmlade: YX~!, com os valores
obtidos deY e X. Defina o problema comfactivele saia do algoritmo.

Verifique seT < Ty;,, OU S€k > kiim, €M qUET ;,, € ki, definem respectivamente
0 menor valor aceitavel paratemperatural e o nUmero maximo de iteracdes que o algo-
ritmo deve percorrer. Caso alguma dessas afirmacfes sejdateaas defina o problemsa

comosem solucae saia do algoritmo. Caso contrario, volte ao p&jso
. J

&
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4.3.2 Solucéo Iterativa através do algoritmo de lineariza&o por complementaridade
Conica

Na subsecéo anterior, introduzimos uma abordagem diretatezamente simples para a
andlise do problema n&o convexo apresentado na Propos8;&patravés da transformacéo
deste problema em um problema convexo na forma de desigiesldimeares matriciais.
N&o obstante, o método proposto no Teorema 4.3.1 implicatnaducdo de constantes
que devem ser definidas de antemé&o. A utilizacdo destasacvestalém de incrementar o
conservadorismo da analise, introduz métodos tediososleigh® de parametros que ao fim
nao apresentam nenhuma garantia de convergéncia.

No contexto referente ao problema ndo convexo apresentaBooposicdo 4.3.1, nesta
subsecdo, introduziremos uma abordagem mais sofisticaaapa solucdo. O cerne desta
andlise esta relacionado a construcdo de condi¢des esppotaassegurem a possibilidade
da aplicagéo do algoritmo de linearizagdo por complemielgide conica, desenvolvido por
El Ghaoui, Oustry e Rami [142, 143]. Neste trabalho, denameimos este algoritmo por
CCLA, do inglés ¢one complementarity linearization algorithm

O algoritmo de linearizagéo por complementaridade coi€i,A, € um método pode-
roso de analise iterativa que permite a solugéo de probleamdsecidos como problemas de
complementaridade cbnica, [142]. Neste caso, o problemad® seguinte forma

min{tr (X S)}, (4.20)
sujeito a
X > 0. (4.21)
I S

Observe que a restricédo (4.21), implica gii® > I, o que pode ser facilmente verificado
por meio do complemento de Schur. Ademais, dada a mininoziaggosta em (4.20) e
as propriedades de similaridade referentes ao traco de watr& if150], é notavel que a
resultante do problema (4.20)-(4.21)Xé5=1. A solucdo para este problema nao trivial €
entdo proposta por [142] a partir da extensdo do método darlaacéo de problemas de
complementaridade linear — LCP (do inglié®ar complementarity problemgL51].

A aplicacao deste algoritmo, CCLA, no contexto de estadahio de sistemas de controle
em rede ou sistemas sujeitos a retardos no tempo nao é neyiudsit que outros trabalhos
ja utilizaram este método anteriormente, e.g., [125, 5, 153], entre outros. N&o obs-
tante, a aplicagéo do algoritmo CCLA sempre esteve reladioa critérios de estabilizacao
que substituem diretamente a derivada do vetor de estaopela expresséo que define a
dindmica do sistemaem (4.7), e.g., [125, 5, 152, 153]. Dastaeira, o vetor referente a de-
rivada do vetor de estado(t), é substituido diretamente por outros vetores que definam su
dindmica, e.gx(t) ex(t —d(t)). Portanto, neste case(t) ndo faz parte do vetor de estados
utilizado para a construgéo da LMI, e.g,(t) e (»(t) em (A.91) e em (A.110), respectiva-
mente, e, por conseguinte, ndo podemos utilizar o vgtgr(nem a informacgéo referente
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a dindmica do sistema) juntamente com outros métodos migsicaos de analise, e.g.,
método de Finsler ([82, 88]), método por descriptores enieiblewton ([76, 83, 98, 154]),
ou outros métodos que incluam novas variaveis de pondeliggé{l55].

Nos casos em que ha a substituicdo direta do vetor referetegvada do estade(t),
i.e., sem a aplicac&o das técnicas citadas, o ganho de ea#igdoi relaciona-se apenas
com os vetores que definem a dindmica do sistema, &49.e =(t — d(t)). Por conse-
guinte, a matrizK' é ponderada por menos variaveis e, portanto, a analise @R @so0s
€ usualmente mais simples. Por isso, h& solu¢bes por meilgaiit@mo CCLA para estes
casos.

N&o obstante, na maioria dos trabalhos recentes relatigstahilidade e a estabilidade
robusta de sistemas de controle em rede e de sistemas codoset® tempo, a matriz
referente ao ganho de realimentagdo é ponderada por urealeématrizes de ponderacéo
livre, seja por conta da aplicacdo do método de Finsler, dodoéle descriptores, Leibniz-
Newton, ou por outras técnicas. No trabalho presente, puaaa aplicacdo do método de
Finsler em (A.93)-(A.94) e em (A.112), a matrZ também é ponderada por uma série de
matrizes de ponderagéo livre, conforme pode ser observadé 424).

Além disso, conforme discutido na Subsecdo 4.3.1, as ssduedistentes para 0 caso
em que a matriz referente ao ganho de realimentaC&gponderada por vérias variaveis, ou
adicionam uma série de restricdes as condi¢cdes de anatiseeenientam consideravelmente
seu conservadorismo, [145], ou envolvem um conjunto denpetréds a ser definido previa-
mente & aplicacdo do método, o que implica em métodos texkosmnservadores de selecéo
de parametros, [154, 156, 157]. Neste contexto, a propesta dubsecéo é apresentar um
método inédito de estabilizacdo que ndo envolva a selecpardeetros e que utilize o al-
goritmo de linearizagéo por complementaridade conica,[143]. Neste intuito, devemos
estruturar as condi¢cfes apresentadas na Proposicédo d.areeira especifica de forma a
viabilizar a aplicagéo do algoritmo CCLA. O resultado dediardagem inédita introduzida
neste trabalho e referente a estabilizacéo robusta denaistge controle em rede € baseado
no seguinte Teorema.

Teorema 4.3.2.Dados 0s seguintes escalares;,, Tnaz, 7, €7 tal qued < 7 < Timazs
n>1 e ~>0, o sistema de controle em rede incerto apresentado em (4m)atraso va-
riante e desconhecido satisfazendo (4.8)-(4.9) e incasteescritas em (4.2) € assintoti-
camente e robustamente estavel com uma nakipa limitada em~, se existirem esca-
lares ¢, >0 € é,>0 , i={1,2,3,4} e se existirem matrizeB, S;, j = {1,...,n}, Zi,
Z», N e M com dimensdes apropriadas, satisfazendo (4.17) e seremistis matrizes
de ponderacéo livreF, ER6=x2rs | F,cR67=x2r=  YeR™«*"= @ as matrizes definidas posi-
tivas Fi=FT eR"=*"s Fy=Fl cR"=*"s @ X=XTcR"=*"= V=V cRr=>x"e V)=V cRr=*"=,
Uy = UTeR™>m= U, = UL eR™*"=, tal que as seguintes afirmacdes sejam validas:

T < 0; Ty < 0; To < 0; To < 0, (4.22)
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i * *

param={1,2}, e
[l =diag{0,0, (X—41), 0,0,0};

o

T
100000];

o

[Ax BY —X 0 0 0};
CAB:[AX BY 0 0 0 0];

lez[zAx Z5Y 0 0 0 o};

f,ﬂ:[ﬂl 00 o};
f“m:[o Hy 0 o};
Pa=l|om o0 IL TL];
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0 -1 0
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0 I 0
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|
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X F, X
S>>0, |2 2 >0, (4.23)
W X U,
WU =1,  UUsy =1, (4.24)
O B, TF Ta (65,-T%)
0 0 0 0 0
dmn 0 0 0 0
x =42 0 0 BT ’
% x —I fHQ f‘gl
* * * ém 0
* * * * -V ]
o) oB. 17 s (6h—T%)
0 0 0 0 0
dn) 0 0 0 0
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* * -1 f’Hz f§1
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My=diag{0,0, (X—4Uy), 0,0,0};

I'x

[ooxooo];

fzz[cx DY 0 0 0 0};

P==|ZcX ZpY 0 0 0 0],
él = —diag{€11[, 612]'7 [7 [}7
éQ = —diag{€21[, 622]'7 [7 [}7
& = —diag{esi I, esnl, I, I};
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e O(n), ®(n), ¥ e UM definidos em (4.19). Ademais, se as condigBes propostas fore
satisfeitas, entdo o ganho do controlador é definido pelaimaf=YX!.

ProvA

No Teorema 4.3.2 estabelecemos condi¢cdes que se sasisisiaguram o cumpri-
mento das questdes estipuladas na Proposicao 4.3.1 coBniéea estabilidade robusta
de sistemas de controle em rede com desempenho garantidalsemycritérioH ., con-
forme a Definicdo 4.1.1.

O desenvolvimento deste teorema é detalhadamente a@@serdm sua prova na
Sec¢éao A.7 no Apéndice A.

N&o obstante, observe que o problema apresentado no Tedr8@ainda nao é fac-
tivel de solucdo por meio de algoritmos de programacao ganwekevido a existéncia das
restricoes de igualdade impostas em (4.24), as quais nampem a um conjunto convexo
de condicbes. Neste contexto e conforme discutido anteeiote, utilizaremos o algoritmo
de linearizacao por complementaridade conica, CCLA, chtzado em [142]. O cerne fun-
damental deste algoritmo (CCLA) consiste no fato que a LMkd& em (4.21) é factivel,
dadas as matrizes definidas positivass R™ e S € R", apenas s&X S > I, 0 que por
sua vez implica quer(X.S) > r,. Desta forma, a minimizagédo do tragco de5 implica
que XS = [ [142, 143]. Assim, utilizaremos o algoritmo de linearizagiior comple-
mentaridade cbnica, CCLA [142], com o objetivo de soluciomgroblema ndo-convexo
apresentado no Teorema 4.3.2 atraves da solucéao do sggubkema de minimizacao

mm{ tr (X)?—i—\?ﬂ?l +V2:\V72+u1ﬁ1 +u2ﬁ2> }, (426)
sujeito a
A I I IO R I L O L )
I X I WV IV, I U I U

(4.27)

Além disso, de acordo com [142, 143], o problema de minindi@zagencionado acima
pode ser resolvido por meio do seguinte algoritmo iteradwdinearizacao
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Algoritmo de lineariza¢ao por complementaridade conica [42, 143] para

Algoritmo 4.3.2

solucéo do Teorema 4.3.2

1)

2)

3)

4)

Inicializagédo: Dadas as constantes;,,, 7.z, 7>1, €7>0, aplique o Teorema
4.3.2, substituindo as restricoes (4.24) pelas restrighag).
Defina as matrizes

X0 %O vO FO v0 FO u® GO uP W0,
com base nas variaveis

XX v ¥ow W b,

obtidas através da resolucdo do Teorema 4.3.2. Caso aeasdjlisinfactivel,
saia do algoritmo. Caso contrario, defina: 0.

Solucione o problema de minimizagao

+V§k)T72 + ﬁgk)u1 +U§k)ﬁ1 + ﬁgk)u2 +u§k)ﬁ2> }a
sujeito as restricdes impostas no Teorema 4.3.2 substitiuas restricoes
(4.24) pelas restrigdes (4.27).

Entdo defina as matrizes
v 0 A (0 0 A (0 0 (0 0 (0
xO %0 v YO vQ W u® T uf 1) -

[x XV Ve Vo Vo U Uy Uy ﬁQ]

Verifique se(O;, — Ox_1) < A, em que\ é um numero positivo definido previt
amente. Caso a afirmacdo mencionada seja verdadeira, véam@mpasso,
caso contrario volte para o pas®p

Tente reconstruir o controladdf = YX~!, com os valores obtidos d¢ e

X. Valide o resultado através do Teorema 4.2.1. Caso o rdsuiga valido,
o controlador final sera dado pelo ganho de realimentacae YX~!. Caso

contrério, reduza o valor dee volte para o segundo passo. Se ap4s um numero

predeterminado de iteracdes, as condi¢des citadas ndo $atesfeitas, entaq
defina o problema comgem solucae saia do algoritmo.

J

Como pode ser visto pelo algoritmo 4.3.2, todos os passofasfiveis de solugcéo por
meio de algoritmos de programacao convexa. Além disso, érbaqte ressaltar que, a partir

da prova de convergéncia demonstrada em El Ghaoui et al], [Ad@emos afirmar que a
sérieO,, limitada neste caso eifr,, € decrescente e que esta converge para um algum valor
Ot > 10r,. Sendo que a igualdad®,,, = 107, sera valida se e apenas se as igualdades

XX = I, \71\71 =1, \72\72 =1, ulﬁl =1, e UQﬁg = . forem validas. Note

entretanto que este € um resultado tedrico e, portantopficagio atraves de algoritmos de
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programacao convexa pode apresentar dificuldades numéependendo de uma série de
fatores que fogem ao escopo desta dissertagdo [158].

4.4 PROJETO DE CONTROLADOR H,, ROBUSTO PARA SEGUIMENTO DE TRA-
JETORIA EM SISTEMAS DE CONTROLE EM REDE

Nesta secdo, estenderemos os resultados de analise dgpdekera de sintese de con-
troladores robustos obtidos em se¢des anteriores paratmleorobusto,, de trajetéria
de sistemas de controle em rede. Apesar do controle dedniajeser uma das questdes
fundamentais na teoria de controle, em especial em apésagf robdtica, a analise de
desempenhd/,., do erro de rastreamento e a sintese de controladores déizstab que
assegurem este desempenho receberam pouca atencaoatarditde sistemas de controle
em rede [67].

E notdrio que o problema de controle de trajetéria é um proalmais genérico e mais
desafiador do que os problemas de estabilidade e esta@diZaf; O principal objetivo
do controle de trajetéria consiste na sintese de contrnadie realimentacdo que fagam
com que o sinal de saida de uma planta siga a trajetoria denaindsi referéncia desejado
enquanto assegurando propriedades de atenuacao de pgdrsbA importancia desta fer-
ramenta de controle surge de uma extensa lista de aplicagbesdtica [159, 160], controle
de v6o [161] entre outras

Contudo, existem poucos resultados na literatura de derdeotrajetoria com relacéo a
sistemas de controle em rede. Entre os principais trababbteratura citaremos os seguin-
tes, devido a importancia de sua contribuicdo. Lopez etl&4][estabeleceram condi¢bes
para o controle de trajetdria através de redes de comupipagédm sem considerar aspectos
referentes ao atraso de comunicacdo. Wang e Yang [165]aeatuch abordagerfi,, para
o controle de trajetdria em termos do protocolo de comuAagda camada MAC. Li et al.
[166] investigaram o problema de controle de trajetériaagastemas chaveados sujeitos a
atrasos no tempo porém considerando um controlador acpplpthnta, i.e., uma rede per-
feita entre o controlador e o atuador. VandeWouw et al. [1638] resolveram o problema
de controle de trajetoria utilizando a abordagem por siaseamostrados, contudo o atraso
é fortemente dependente do intervalo variante de amostrageesentando bons resultados
apenas para casos em que o atraso € inferior ao intervaloagragem. Por fim, os traba-
Ihos de Gao e Chen [169, 5] trataram do problema de contrdlajgédria de saida segundo
a abordagent/,, para NCSs com atrasos variantes e periodos de amostragstardes.
N&o obstante, nenhum dos métodos existentes na literatizca@resentam resultados para
o controle de trajetéria de sistemas de controle em redeagolo técnicas estado-da-arte

!Para mais aplicacdes e resultados em controle de trajp@naesistemas sem redes de comunicagéo, veja
[162, 163] e suas referéncias.
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de andlise de sistemas atrasados. Neste contexto, aaruticnicas avancadas de analise
de sistemas de controle em rede apresentadas neste Gagprelentamos uma importante
contribuicdo para a analise e o controle de trajetdria derses de controle em rede.

A partir de uma formulacdo especifica para o problema de aente trajetéria dado
um modelo de referéncia demonstraremos que o problema podesslvido por meio das
técnicas de controle apresentadas na Secéo 4.3.

4.4.1 Formulacdo do Problema

Consideremos um sistema de controle em rede constituidorparplanta SLIT e um
modelo de referéncia conectados com o controlador dedrigedtravés de uma rede de
comunicacao compartilhada. O sistema que queremos canétoaves da rede de comuni-
cacgao é semelhante ao sistema descrito na Secéo 4.1,

{%ﬁ%ﬂ%+AM%ﬁH(%+AE%@+BM®,
Yp(t) = (Cp + AC) zp(t) + (Dp + AD) up(t),

em quer,(t) € R™, u,(t) € R™, y,(t) € R™ s&o os vetores referentes ao estado, a entrada
e a saida a ser controlada, respectivamente. O x¢tpr= R™ refere-se ao sinal de pertur-
bacédo exdgena, o qual assume-se pertenégflacc). As matrizesA,, B,, B,, C, e D,

sdo matrizes conhecidas, reais e constantes com dimemsopsadas e as incertezasA,

AB, AC e AD correspondem a matrizes variantes no tempo com dimenségsiapas,
satisfazendo (4.2) e (4.3).

(4.28)

O sinal de referéncia,.(t) € R™, que desejamos que a saida da planta siga € obtido a
partir da saida do seguinte sistema linear

{m@:Amﬁ)Hﬁ%
Yy, (t) = Cra,(t),

em quez,(t),r(t) € R™ séo os vetores referentes ao estado de referéncia e a emitrada
referéncia com energia limitada, respectivamente.e C,. sdo matrizes com dimensdes
apropriadas, sendo qug € uma matriz Hurwitz.

(4.29)

Considerando o atraso de comunicacédo da rede e os ganheslimentacdo de estado
K, e K», o sinal de controle aplicado ao sistema, constante navahbs|[i¢h + 7, g h+
Tk+1), 1-€., NOS intervalos entre o recebimento de distintossita controle pela planta, é
definido por
up(t) = Ky, (igh) + Kox, (igh), teliph+7e, 44y 1 h4Te41), VEEN™.
(4.30)

Desta maneira, a partir da combinacéao de (4.28)-(4.30) defascoes:

o Jm] e
®: Lm]’ o [r(t)]
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4, 0
0 A,

B, 0
0 I

Y ) w*

, C:= [Cp —C’T], D:=D,,

obtemos o seguinte sistema aumentado para o NCS em mallaa&ech

()
(t)

t
t

gl

(A+AA) Z(t) + (B+AB) KT(t—d(t)) + B.w(t),
(C+AC) z(t) + (D+AD) Kz(t—d(t)), (4.31)
p(t), t € [~Tmaz, 0]

e

em quep(t) € uma funcdo que descreve as condigdes iniciais do estado,

K = |:K1 K2:| 5

ee(t) corresponde ao erro de rastreamento:

As matrizes de incerteza séo definidas por:

~[u _ [H
Ad= AW |4 0, AB= N ENOEA
AC = HA() [Z0 0], AD = HyA(t)=p.

4.5 ANALISE DE DESEMPENHO E SINTESE DE CONTROLADORES H.,

De maneira analoga a analise apresentada na Secdo 4.2nues@rojetar um contro-
lador de realimentacdo de estados que estabilize o siste@®).( Além disso, desejamos
que o controlador assegure o rastreamento de um sinal dérreifey, (1) com desempenho
estipulado pelo critéridi... Assim, utilizaremos a seguinte definicéo [5, 67]:

Definicdo 4.5.1.Para um escalar predefinid9 > 0, o sistema de controle em rede em
malha fechada definido em (4.31) é assintoticamente e raimestte estavel e o desempenho
sobre o erro de rastreamento é assegurado segundo o crifégidimitado emry, se existir
uma estratégia de controlgt) tal que as seguintes condigdes sejam satisfeitas

1. O sistema em malha fechada (4.31) € assintoticamenteustashente estavel na au-
séncia de perturbacdes exogenas)=0;

2. Considerando condi¢des iniciais nulas, os efeitos ddupeacao sobre o erro de
rastreamento sdo atenuados abaixo de um nivel desejadsegundo a norma,,
lle(®)|] < ~v|lw(t)], para qualquer perturbagdo ndo-nula(t) € Ls[0, o). O
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A definicdo mencionada acima € semelhante a Defini¢cao 4.inlacexcessao de que a
definicAo apresentada na Secao 4.1 assegura a atenuacatudeapées sobre a saida do
sistema dindmico, enquanto a Definicdo 4.5.1 assegurawegimde perturbagbes exdgenas
sobre o erro de rastreamento. Além disso, o sistema de toetrorede em malha fechada
utilizado na Defingdo 4.1.1 € analogo ao sistema em malhaded#.31). Dito isso, é facil
perceber que a mesma analise aplicada & atenuacéo de pgbesltsobre a said#t) do
sistema (4.7) pode ser aplicada a atenuacéo de perturbsai@eso erro de rastreamento
e(t) do sistema em malha fechada (4.31). Assim, o Teorema 4.f2fenée a analise de
desempenhdl ., e os Teoremas 4.3.1 e 4.3.2 referentes a analise e a sintasstd¢adores
robustosH., podem ser aplicados diretamente a analise do sistema @e3idgordo com a
Definicdo 4.5.1.
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Tabela 4.1: (Exemplo 4.6.1) Menor valor aceitdvehdeara o qual o sistema é estavel com
Tonaz = 0, 8695 € Tyin = 0

Métodos Atraso Maximor,,,,.;
Yue et al. (2005, Automatica) [83] 6,82s

Jiang et al. (2008, TAC) [125] 1,0005 s
Teorema 4.2.1com =1 0,7509 s

4.6 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secdo, apresentamos uma série de exemplos numérgcesgm ilustrar a vali-
dade dos critérios propostos neste capitulo com referéranalise de desempenho a atenu-
acéao de perturbacdes e a sintese de controladores roblistpara sistemas de controle em
rede com atrasos variantes no tempo e incertezas de modetvésd destes exemplos, de-
sejamos além de ilustrar a validade dos critérios deseiaspara sistemas de controle em
rede, comparar nossos resultados com os resultados dodanéstado-da-arte conhecidos
da literatura.

Exemplo 4.6.1 (Analise de desempenhh,.).

Considere o0 mesmo sistema de controle em rede com atrasasmdenicacao va-
riantes e incertos apresentado no Exemplo 3.4.1 no Cap8ufmrém na presenca de
perturbacdes exdgenas, de forma que o sistema seja raeporit

#(t) = [g _3 1] 2(t) + [001] ult) + [8 1] (),
20 = [0 1] 2(t) +0, 1u(),

e que o controlador em rede é projetado da seguinte maneira:

K=K = [—3,75 —11,5] .

Assumindo que o atraso minimo € desconhecido, ou definidg,poe 0 e 0 atraso
maximo € de,,.., = 0,8695 s, aplicamos o Teorema 4.2.1 referente a estabilidade as-
sintotica de sistemas de controle em rede com analise dengesdno segundo o critério
H.,. O resultado é apresentado na Tabela 4.1. Note que o resutthtido com o Te-
orema 4.2.1 é bastante superior aos métodos estado-decarteecidos. O resultado
representa uma melhora de mais2i&s sobre o resultado presente em [125]. Isso signi-
fica dizer que que o efeito de perturbacdes exdgenas sobfdadasistema é no minimo
25% menor do que o critério apresentado em [125] assegurava.

Considerando/=1, 0005 e aplicando nosso método parg;, = 0, obtemos um valor
maximo para o atraso de comunicac¢do, para o qual o NCS se meaesgéavel e robusto
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a perturbacdes, igual a;,,.., = 0,915 s, 0 que representa um resultado superior ao
apresentado em [125]0(8695 S). U

Exemplo 4.6.2 (Projeto de controladdt ., para o NCS do Exemplo 4.6.1).

Neste exemplo, consideramos 0 mesmo sistema de controelermencionado no
Exemplo 4.6.1. Contudo, ao invés do controladdyr, projetado na auséncia de uma
rede de comunicagéo, utilizamos as estratégias de cordredenvolvidas neste capitulo
para a sintese de um controlador que considerasse exphieitde o efeito da rede de
comunicacao.

Desta maneira, visamos projetar um controlador robustQ que assegurasse a es-
tabilidade do NCS com atenuagéo de perturbagfes exdgetms acsaida do sistema

=]l
oo ()]

da rede de comunicagdo ndo eram conhecidos previament&grnpoy procuramos um
controlador que maximizasse o valor gg,, para um atraso minime,,;,, = 0.

em malha fechada segundo o critédf,,, com~ = 0,25 > Os parametros

Para a sintese de tal controlador, primeiramente, utiliosno Teorema 4.3.1 atra-
vés da aplicacdo do Algoritmo 4.3.1 (Simulated Annealif@)yanho de realimentacao
resultante foi:

K = Ky = [—0,0040 —3,6449]

e 0 valor maximo do atraso, para o qual o NCS mantém-se estatisfazendo as condi-
cOes da Definicao 4.1.1 para= 0, 25, foi 7,,.,, = 1,815 s. A comparacao deste resul-
tado com o resultado da aplicacdo do Teorema 4.2.1 para orgladtor K (75,4 = 0,
S), projetado sem levar em consideragcao a rede de comurocagmonstra a impor-
tancia do projeto de controladores para sistemas de coaterh rede que considerem
explicitamente a rede de comunicagdo em sua analise.

Além disso, a analise do problema através da aplicacdo doehes 4.3.2 com 0
Algoritmo 4.3.2 resultou no seguinte controlador:

K = Ky — [—0,0010 —3,2446] .

O valor maximo para o atraso de comunicacao neste caso foj,de= 1,835 s. Valor
pouco superior ao obtido com o uso do Teorema 4.2.1. O

Exemplo 4.6.3 (Projeto de controladdil ., para NCS com incertezas de modelo).

Neste exemplo, consideramos um sistema de controle emasdatasos variantes
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Tabela 4.2: (Exemplo 4.6.3) Menor valor aceitdvehdeara o qual o sistema é estavel com
Tmaz = 0,430 e varios valores distintos para;,
Método Ymin Controlador obtido

Yue et al. (2005, Automatica) [83]1,90 |—0.5425 —0.0014 —1.3858
Jiang et al. (2008, TAC) [125] 1,62 |—0.6085 —0.0072 —1.4456]
Teorema 4.3.1(n = 1) 1.615 |—0.5922 —0.0212 —1.5268
Teorema 4.3.2( = 1) 1.605 |—0.6200 —0.0141 —1.5306]

e sujeito a incertezas de modelo conforme a descri¢cao arsegui

-1 0 -0,5 0 1
x(t) = 1 —0,5 0 |+HAGEA|z@)+ [0] u(t)+ [1] w(t),
0 0 0,5 1 1

A(t) = [1 0 1] () + 0, Lu(t),
em queA(t)TAt) < I,e

Hl = :A = 0, 1], HQIO, EBIO, ECIO, EDIO

Assumindo que o atraso minimo da rede de comunicagdg,é= 0,1 s e 0 atraso
maximo ér,,,.. = 0,5 S, visamos projetar um controlador robusi, que maximizasse a
atenuacdao de perturbacdes exdgenas sobre a saida do sistermalha fechada, ou seja,
gue minimizasse o valor de Para sintese de tal controlador, utilizamos as estratégia
de controle desenvolvidas neste capitulo. Os resultadeplicacio dos Teoremas 4.3.1
e 4.3.2, em conjunto com os Algoritmos 4.3.1 (Simulated #img e 4.3.2 (CCLA),
respectivamente, sdo apresentados e comparados com ogppisimetodos encontrados
na literatura na Tabela 4.2. Note que os resultados sdo sopey aos meétodos citados.
Além disso, observe que a utilizacdo do Teorema 4.3.2 enurmngom o Algoritmo
4.3.2 (CCLA) apresenta resultados superiores aos apradestcom o Teorema 4.3.1.
Este exemplo também ilustra a eficacia de nossa estratégiardeole robustad,, para
sistemas de controle em rede sujeitos a incertezas de modelo O

Exemplo 4.6.4 (Andlise de desempenhkh,, para o seguimento de trajetoria em NCS).

Visando ilustrar a eficacia das estratégias desenvolvidegenCapitulo aplicadas a
analise de desempenho robugfq, para o controle de trajetdria em sistemas de controle
em rede com atenuacgao de perturbagdes com relagao ao errastieamento, apresen-
tamos o seguinte sistema em malha aberta que desejamosleomtiravés da rede de
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Tabela 4.3: (Exemplo 4.6.4) Menor valor aceitdvehdeara o qual o sistema é estavel com
Tmaz = 0,430 e varios valores distintos parg;,

Método\ Tr,in 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Gao & Chen (2008, TAC) [5] 3.9018  3.1017  2.5700 2.1922  1.9103
Teorema 4.3.2(n = 1) 1.6279 1.5795 1.5297  1.4787  1.4268
Teorema 4.3.2(n = 10) 1.6279 1.5795 1.5293 1.4781  1.4254
Superior em: (58,3%) (49,07%) (40,5%) (32,6%) (25,4%)

comunicacao:

(1) = [_01 _12] wo(0)+ | wl) + [gf] 1),
wolt) = [10] 2p() + 0,5, (1), (4.32)

O modelo de referéncia é descrito como:

Tp(t) = —1x,.(t)
yr(t) = 0,5z,(). (4.33)

Desejamos ilustrar a efichcia de nossa estratégia de anéiisdesempenho para
0 seguimento de trajetéria em comparagcdo com os resultagesantados em [5], que
representa o principal método conhecido de controle detéaja em sistemas de controle
em rede. Para tanto, consideramos um controlador conhezidiefinido por:

K:K4:[—1 1 1].

Assumindo um atraso maximo de comunicagag = 0,430 s, apresentamos na Ta-
bela 4.3 os valores minimos pafteque asseguram as propriedades de desempéhho
para varios valores distintos dg,;,. Na Tabela 4.3, também comparamos os resultados
com os obtidos em [5], que representa o principal método eoitto na literatura. A
partir dos resultados apresentados é facil observar queit@rio apresentado no Teo-
rema 4.2.1 é consideravelmente superior ao método de [5]cd¢o em que,,;, = 0,
por exemplo, o0 método de Gao e Chen [5] assegura um erro desaasénto limitado
segundo o critérioH,, em~ = 3.9018 com relagcdo ao valor da norma do ruido de
perturbacdo, enquanto ao aplicarmos a estratégia de aad@esenvolvidas nesta disser-
tacdo asseguramos que o erro é limitado segundo o critBioem~ = 1,6283. Esta
analise ilustra a importancia do estudo e do desenvolviméetnovos critérios menos
conservadores na area emergente de sistemas de controledem r O

Exemplo 4.6.5 (Projeto de controladdt ., para o seguimento de trajetéria em NCS).
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Neste exemplo consideramos 0 mesmo sistema de controlelerapresentado no
Exemplo 4.6.4. O sistema que desejamos controlar é defimd@4B2) e o modelo de
referéncia para o seguimento de trajetéria € definido poB8).. Considerando uma rede
de comunicagdo com atraso maximo definido pQf. = 0,750 S e um atraso minimo
nulo (7,,;, = 0), desejamos projetar um controlador robugig, que minimize o erro de
rastreamento do NCS proposto.

A primeira abordagem considerada foi a aplicacdo do Teordn3al com sele¢éo de
parametros através da abordagem por forca-bruta. Para acagfio desta abordagem
foram simuladas uma série de parametros durante oito diasiendos computadorés
do Laboratério de Automacéo e Robotica (LARA). A analisekeew 150.000 simula-
¢bes com conjuntos de parametros= [01 oy O3 04 05} distintos. Os parametros
internoso;, j={1, 2, 3,4, 5} poderiam variar dentro de uma faixa definida pelo intervalo
[—0,5; 0,5]. O resultado desta abordagem consideravelmente custoparo de vista
computacional foi a obtencéo de um controlador

K = K5 —— [—1,3902 —0,5833 0,4036}

com unry minimo dado pory; = 0,4048.

A segunda abordagem considerada para a analise do probleampto foi a aplica-
¢céo do Teorema 4.3.1 em conjunto com o Algoritmo 4.3.1 (&tedilAnnealing). Para
esta analise consideramos um namero maxim@sddteracdes, as quais foram compu-
tadas em cerca d&3 minutos com o0 mesmo computador utilizado na analise amtédio
resultado da aplicacéo desta abordagem foi a obtencéo doistgcontrolador

K = K5 = |—1,3636 —0,5746 0,3945

com valor minimo dey dado por+y, = 0,4060. Observe que a aplicagdo do Algoritmo
4.3.1 apesar de apresentar um resultado inferior a analisefprca-bruta, € considera-
velmente menos custosa computacionalmente.

A ultima abordagem aplicada considerou o uso do Teorem& £@n o Algoritmo
4.3.2 (CCLA). Para esta analise consideramos um numeromeagie250 iteracdes do
algoritmo, as quais foram computadas em cerc&@minutos com o mesmo computador
utilizado para as analises anteriores. Como resultadogwéise o seguinte controlador

K = Ks3 = |—1,4056 —0,5825 0,4304

com valor minimo de dado pory; = 0,4040. Pode-se observar que a aplicacao desta
abordagem se mostrou superior as abordagens resultantded@ma 4.3.1. O custo

20 computador utilizado para as simulagdes foi um Intel(R)eCtM) i7, CPU 860@2.8GHz, 8GB de
memoria RAM com sistema operacional Ubuntu 10.04 (Lucid) &@rnel 2.6.32-25 (64-bit)
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Figura 4.1: (Exemplo 4.6.5) Evolucéo do valor do tragd.34) com incremento do nimero
de iteracBes do algoritmo (a). Mesma analise apoés a eliginag valor obtido na primeira
iteracdo do algoritmok=1).

computacional apesar de maior do que a abordagem pelo usogtwifino 4.3.1 (Si-
mulated Annealing) (devido a inclusédo do problema de miragéo), ainda é conside-
ravelmente inferior ao custo do método por for¢a-bruta. r@@nalise interessante diz
respeito ao comportamento do

A=tr (X)? -+ \71\71 —+ VQ:\}Q —+ ulﬁl -+ u2ﬁ2> s (434)

que desejamos minimizar. A evolucéo deste traco com respeibiimero de iteracdes €
apresentado na Figura 4.1 (a). Para facilitar a visualiza¢@ncluimos a Figura 4.1 (b)
eliminando o valor obtido na primeira iteragao do algoritrmédote que com o incremento
do numero de iteragdes, o tragotende a convergir para um valor préximo d&, sendo
que)\ = 15 corresponde a situacao ideal em g¥e= X, Vi =V1, Vo=V, Uy = U €
Uy = Us. O

Exemplo 4.6.6 (ControléHd ., para seguimento de trajetéria em um sistema de satélite).

Neste exemplo, ilustramos uma situacdo em que o sistemaegeg@uohos controlar
€ um sistema de satélite, modelado em [5]. O sistema corgistédois corpos rigidos
unidos por meio de um link flexivel, o qual € modelado como uola cm constante de
torque definida pok,,=0.09 Nm e amortecimento viscoge=0.04 Ns/m. Considerando
os dois corpos, denotamos 0s angulos de guinadadpert,, e 0 momento de inércia
por J; e Jo. O torque de controle é definido paft) e o ruido de perturbagéo pas(t).
Assim o sistema dinamico é definido por:

u(t) = J101(t) + F(01(t) — 02(t)) + km (01(t) — 02(1)),
w(t) = Jofa(t) + f(O1(t) — O2(t)) + ki (61(£) — 0a(2)),
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Quando a saida do sistema € a posi¢céo angajap sistema possui a seguinte repre-
sentacdo em espaco de estados

10 0 07 /[6:0) 0 0 1 07 [6.() 0 0
01 0 0f 6] | o0 0 0 1| |6t 0 0
00 5 ol law| T ok ke = £ | law] T MO o|o®:
00 0 Jy [6at) ki  —km  f —f] |62(t) 0 1
0. (t)
y(t)= [0 10 0} gjgg
0o (t)

Neste exemplo, consideramos o modelo de referéncia conuimtegepresentacéo

() = =, (t) +7(t),
yr(t) = 0,52,(t).

e 0s parametros do sistema com valores conhecidgs= J, = 1, k,, = 0,09 e

f = 0,04. Além disso, consideramos uma rede de comunicag¢do quetgaranatraso
maximo limitado em,,,.,=0.030. O atraso minimo da rede de comunicacao é estipulado
como senda,,,;,,=0.005.

Nestas condicdes, o Teorema 4.3.2 em conjunto com o Algodts?2 foram uti-
lizados com o intuito de projetar um controlador robugiQ, que minimize o erro de
rastreamento do sistema de satélite analisado. Como estultiesta analise, obtemos o
seguinte controlador:

K¢ = |—61.18 —68001.18 —31.96 —10944.16 28888.40] .

O valor minimo dey, para o qual as condi¢des estipuladas na Defini¢céo 4.5.1 4bdas,
foi de~y = 0.0901 Os resultados obtidos com esta abordagem séo consideramtdm
menos conservadores do que os resultados obtidos com auitésos conhecidos da
literatura. Em comparagdo com o método de Gao & Chen [5]£ 0, 1267 ), a andlise
teve uma melhora d29%.

Visando ilustrar as contribuicdes desta andlise, aprememts uma simulacdo com
os resultados. Para propositos de simulacdo, consideramsoseguintes perturbacoes
w(t) =1, 5sin(5t) er(t) = 10sin(0, 5t). Assume-se que as condi¢des iniciais do sistema
de satélite séo

p=[-0,5 1,3 0,3 —0,3]. O

e do sistema de referénci{é, 5] . O atraso da rede de comunicacao foi simulado atraves
de uma distribuigéo uniforme com limites €n905 e 0, 030.
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Figura 4.2: Erro de Rastreamento do Teorema 4.3.2 em coggmacam o resultado de [5].

O erro de rastreamento obtido utilizando a abordagem deslgita nesta disserta-
céo é comparado com o erro de rastreamento do método esi@@otel [5]. Esta analise
€ apresentada na Figura 4.2. Como esperado, o0 erro de rasieedo com o controlador
K¢ projetado a partir do Teorema 4.3.2, fica abaixo do limiar= 0.0901 obtido com a
aplicacdo do Teorema 4.3.2. De maneira analoga, observeogereo de rastreamento
do método desenvolvido em [5] também fica abaixo do esperade (), 1267 ). Con-
tudo este erro é mais d#®% superior ao erro de rastreamento obtido utilizando nossa
abordagem.
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5 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou técnicas para a analise de iglstdbitle sistemas de controle
em rede e para a a sintese de controladores robdsto# énfase foi na analise de sistemas
de controle em rede a partir da investigacao das proprisddel@stabilidade de sistemas
sujeitos a atrasos no tempo.

Inicialmente, foram apresentadas a definicdo de sistemesnti®le em rede, suas van-
tagens e as principais questdes decorrentes de sua @tiliZzAg seguida, visando a melhor
compreensao dos teoremas propostos, foram apresentactmsce#tos fundamentais para a
analise de sistemas sujeitos a atrasos no tempo.

No Capitulo 2, foi desenvolvido um novo critério de estalaitle para sistemas atrasados
a partir da analise por partes do atraso. Apesar destalmaigéo ter se mostrado superior
aos metodos estado-da-arte conhecidos da literatura téenas atrasados, o método foi
aperfeicoado a partir da incorporacéo da abordagem paofi@mento do atraso. A nova
abordagem foi entdo estendida para lidar com sistemasmsugeincertezas de modelo e com
casos especiais nos quais a informacao sobre a velocidadeiaggio da funcdo de atraso é
limitada ou indisponivel.

As contribui¢des tedricas para a andlise de sistemas dbsf@ram em seguida adapta-
das para a andlise de estabilidade de sistemas de controgdlemepresentados por equa-
cOes diferenciais atrasadas. A combinacéo de técnicatedtaarte de analise de sistemas
atrasados e as novas abordagens de analise de sistemadaatiagroduzidas nesta disser-
tacdo foram fundamentais para o estabelecimento dos nawé@sos de estabilidade e de
estabilidade robusta para sistemas de controle em redseapados no trabalho. Exemplos
numericos foram utilizados para demonstrar a importaneséadcontribuicdo para a analise
desta classe de sistemas.

A principal contribuicdo desta dissertacdo, no entantogmina-se no Capitulo 4. Neste
capitulo, primeiramente, foi estabelecido um critério déliae de desempenho referente a
atenuacao de perturbacdes exdégenas de acordo com o cHitgréan sistemas de controle
em rede com atrasos variantes no tempo e incertezas de mé&shelseguida, foi apresen-
tada uma proposta para a sintese de controladores queagarardstabilidade assintética
e 0 bom desempenho no sentidg, relativo a atenuacao de sinais de perturbacéo sobre a
saida do NCS. Contudo, a proposta apresentada foi desaritama de BMIs e, portanto,
sem solugéo por meio de algoritmos tradicionais. Nesteegtmtforam apresentadas duas
abordagens para a solucéo do problema de estabilizacastadby. A abordagem trivial
normalmente utilizada na literatura e que consiste naisuigéib de certas matrizes variaveis
por escalares constantes foi primeiramente apresentadaudd, diferentemente dos méto-
dos encontrados na literatura que ndo definem critériosgpsetecdo dos parametros, uma

109



abordagem de selecdo por meio do algoritmo de busca headstiulated annealingdoi
apresentada. Esta abordagem mostrou-se bastante éatisfat comparagdo com métodos
de selecdo manual ou por forgca-bruta. Além disso, foi aptada uma segunda aborda-
gem mais sofisticada para a solugdo do problema de sintestleladorest ., a partir
da aplicacdo de um algoritmo de linearizagdo por complesnieiadle conica. Porém, para
a aplicacao deste método, o problema teve de ser adaptaduepode técnicas avancadas
de andlise para problemas convexos. Esta andlise, por suseveostrou uma importante
contribuigcdo tedrica para a literatura visto que este élgorde linearizagdo ndo havia sido
utilizado para a solucao de critérios complexos com vaaasiveis.

Outra importante contribuicao foi a extensdo das esti@déde controle desenvolvidas
nesta dissertacao para lidar com o problema de controleapdiia em sistemas de con-
trole em rede com atenuagé&o de perturbacdes sobre o errstidEmento de acordo com o
critério H,.. Foi mostrado que o desempenho desta abordagem € saitisfstta 0 segui-
mento de um modelo de referéncia através do controle em ceslentido de ser robusto aos
intempéres da rede de comunicacéo e atenuar as perturisatie® erro de rastreamento.

5.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A area de pesquisa em sistemas de controle em rede é muggteadd no que se refere
ao desenvolvimento e a aplicacéo de técnicas de controle somue se refere a analise dos
problemas relacionados ao canal imperfeito de transmissao

Considerando a perspectiva de controle, novas estratdgiesntrole poderiam ser de-
senvolvidas a partir dos resultados desta dissertacdmgZdteal [170] e Lin et al. [171]
apresentam uma analise para a sintese de controladorg®drili (proporcional-integral-
derivativo) através da solucéo do problema de realimeotde&aida com ganhos proporci-
onais utilizando desigualdades matriciais lineares. gharal. [153] demonstram que esta
abordagem pode ser estendida para sistemas de controlelera partir da utilizagdo de
acumuladores no modulo de controle. A incorporacdo de @awbres do tipo PID com
as técnicas de estabilidade robusta desenvolvidas na dissertacao tenderiam a melhorar
o desempenho do sistema em malha fechada. Outra possiatégist seria a extensdo do
critério de estabilidade para sistemas de controle em r@alecontroladores dindmicos, ja
desenvolvida pelos autores [72], para o problema de ezttib robustd/ ... A utilizacdo
de controladores dinamicos seria interessante por coasiseparadamente as caracteristi-
cas particulares do atraso entre 0s sensores e 0 contreladastraso entre o controlador e
o atuador.

Em relacdo a avaliagédo experimental, as técnicas des@slva dissertagdo poderiam
ser aplicadas para a analise e para o controle de diversemass reais através de redes
de comunicacdo. Em especial, o controle de trajetéria daulesi aéreos nao-tripulados
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(VANTS), e.g., os robds aéreos baseados em VTOL (do inglégcal take-off and landing
pertencentes ao Laboratoério de Automacao e Robdtica (LARPAvES de redes sem fio tem
potencial para ser uma contribui¢édo relevante a area déicala@rea.

Por fim, no que se refere a problemas relacionados ao canalfaitp de transmis-
sao, a utilizacdo de sensores inteligentes que reduzarfegdrda rede de comunicagao se
mostra promissora. Em particular, McCann et al. [172] apr&sn uma solucéo de baixo
custo computacional para 0os sensores que envolve a sig&iitla amostragem periodica
tradicional pela amostragem Lebesgue introduzida pors&st Bernhardsson [173]. Em
[172, 127], foi mostrado que esta abordagem apresenta gesbm satisfatorio para siste-
mas lineares com grande reducao do numero de eventos deicagémn Apesar dos autores
ndo apresentarem analise de estabilidade, as técnicaeajaeas na dissertacdo poderiam
ser diretamente utilizadas para estabelecer um limitemmagara o intervalo de amostragem
dependente do atraso maximo de comunicagao.
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A. PROVAS DOS TEOREMAS

A.1 PROVA DO TEOREMA 2.1.1—[CAPITULO 2]

Para deduzirmos a prova do Teorema 2.1.1, primeiramenisid@yremos o0 caso em que
d(t) < 1. Tomando a derivada da funcdo de Lyapunov candidata (2.6h&derando o
caso corrente em que,, -, (d(t)) =1, obtemos a seguinte express&o

ViOlren, = () (=) () + 870 (L2 2 ) o
+a"(t) (dg)_? P1+Tj2 di? ) (1), (A1)
Vo(t) = 2T (t—71)Qua(t—"1) — ( )$T (t—d(t))Qiz(t—d(t)), (A.2)
‘/E;’(t) _ [l‘(t—Tl)] [Nll N12] [ (t 7'1)] [ZL‘(t—Tg)] [NH Nm] [ ( —7'2)]’
l‘(t—Tg) NlTQ N22 (t 7'2) ZE(t—Tg) N12 N22 ( —7'3)
(A.3)
Vi(t) = x(t)Mz(t) — a7 (t—m ) Mz (t—my), (A.4)
Vi(t) = 7 (t) [2S1]a(t) — /t 7 (s5)S3(s)ds, (A.5)
Va(t) = &7 (8)[(ra—1) Z1 + (ra—7) Zolii(t) — /t__ﬂ i7(s) Z1i(s)ds
_ /t _T2 7 (5) Zit(s)ds, (A.6)

Vel ay<r, = & () [(a=d(1)) (Ri—Rs) + d(t) (Ri+Ry) + (3—d(t)) (Ry+Ra)) (t)

t—d(t) . t
- / i7(s) (Ry—Rs) 2(s)ds — d (1) / i7(s) (Ry—Rs) (s)ds
t t—d(t)

—T9

- /t—d(t) i (s) (Ra+-Ry) (s)ds +d (1) /t &7 (s) (Ri+Ry) i(s)ds

—d(t)

t—d(t) ' ¢
- /t_ i7(s) (Rs+Ry) (s)ds — d (1) /t o @7 (s) (Rs+Ry) #(s)ds. (A.7)

3

Visando facilitar a analise, iremos agrupar as derivadag@dee V= (), as quais possuem

!Para maiores explicagdes sobre como derivar os tef@s, Vs(t) e Vz(t) consulte o Lema B.0.1 no
Apéndice B.
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varios termos em comum, no seguinte termo:
"/6*7<t)‘d(t)<7—2 = .TT(t) [(7'2—7'1) Z1 + (7'3—7'2) ZQ + TgRl + d(t)RQ + (’7'3—7'2) Rg

t—7o

i‘T(s)Zli‘(S)dS - / o ;‘ET(s)ZQ:t(S)dS

t—T13

t—T11

t—d(t) t—d(t)
- [ R = [ () (Rt Roi(s)ds

—T2 t—T13

- /t L) (R + (1=d (1)) By + d (1) Ry) i(s)ds. (A-8)

—d(t)

Tendo separado todos os termos contendo integrais em um uélnlino%,7(t)|d(t)<m,
iremos expandir suas integrais no maior numero de terma$yges. Para tal, devemos levar
em consideracao o intervalo em que o atraso esta contidod(t) < 7. A ideia é reduzir
os intervalos de integragéo visando diminuir o conservanhar decorrente da aplicagéo da
desigualdade de Jensen. Como resultado, teremos as ssggudldades:

_ /;T1 iT(s)Zyi(s)ds = — /tTl i7(8)Z13(s)ds — /td(t) i1 (s)Z13(s)ds,

. t—d(t) t—

t—d(t)
— /t iT(s)(Ra+Ry)i(s)ds =

—73
t—T1o

t—d(t)
_/t be(S)(R3+R4)j:(s)ds—/ 7 (s)(Rs+Ry)2(s)ds,

—T2 t—T13

_/tt g‘cT(S)(Rl+(1—d(t)>R2+d(t)R4)jg(5)dS:

—d(t)

_ /ttn #T(s) (Rﬁ(l—d (t)) Ro+d (1) R4> i(s)ds
_ /t ;;CT(S)(R1+<1—J(t))R2+d(t)R4>§c(s)ds. (A.9)

—d(t)
Apos a substituicdo dos termos de (A.9) em (A.8), agruparadsranos semelhantes de
forma a obtermos a seguinte expressao

%—7(t)|d(t)<72:i‘T(t)((72_71)Z1+(7_3_7_2)ZQ + 7Ry + (13—72) R3
0 ot )

+(T3—T2)R4 + (Tg—d(t)>R4 + 7 To—T1 To—T1

- /t t i (s) (Rl+ (1—d <t>)R2+d (t>R4) i(s)ds

-7

— ﬂ:'cTs Zi+ Ry + (1=d(t) )Ry + d (D) Ry ) 3(s)ds

[ 0 (2 R (1) Ra - d0)R:) 0
t—d(t)

ZtT(S) (Zl + (Rl—Rg) + (R3+R4)) ZL’(S)dS

—To

7(s) (Zo + R3 + Ry) (s)ds. (A.10)

/t
/tTQ
t—T13
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Observe que as integrais em (A.5) e em (A.10) apresentamegefioie ndo podem ser
desassociados e, portanto, ndo podemos solucionar asistdgara resolver este problema,
uma das solucdes usuais € a introdugdo de termos cruzadipe dat3 e a utilizagdo das
desigualdades de Park-Moon (vide [174, 106] e Lema B.0.4paea a introduzir outros
termos na Lyapunov e eliminar ou isolar as integrais. Taassta solugdo ndo é ideal e
€ muito mais conservadora do que a utilizagdo da desigualdiadensen (Lema B.0.2, no
Apéndice B), recentemente introduzida como uma solucaogsie problema. Por apresen-
tar melhores resultados e ndo envolver novas variaveiganemos esta solucao no decorrer
do trabalho. Aplicando a desigualdade de Jensen em (A.5)A.4®), obtemos as seguintes
expressoes

Vs(t) =T (t) (1S a(t) — [2(t)—z(t—m)]" Sy [z(t)—z(t—71)], (A.11)

- T

V6—7(t)|d(t)<7—2:x () (re—71) Z1+(13—72) Z2 + T2 Ry + (13— 72) B3 + (13— 72) Ry
+(Tg—d(t))R4 + TQMRQ + leRg) l‘(t)

T2o—T1 To—T1
1
T

—[x(t)—x(t—Tl)]T( (R1 + (1—d (t)) Ry +d (t)R4>) (2 (t)—2(t—7)]

[2(t—7)—2(t—73)]" (Zo + Rs + Ry)[x(t—73)—a(t—73)]

T3—T2

} :d(t)l—ﬁ/ tn‘b@ds] (- (2Rt (1-d (1)) Rord (1) ) [ : / tT}(s)dS]

t—d(t) d(t)—1 t—d(t)

1 t=d(t)
77'2—d(t) /tT2 x(s)ds].

(A.12)

r T

t—d(t)
_ 7'2—;(“15)/; i(s)ds] (ro—d(t))(Z1 + Ry + Ry)

Neste ponto é interessante ressaltar que para a aplicagétaata desigualdade de Jen-
sen introduzimos as restricdes

(Zl+R1+ (1—d (t)) Ry +d(t) R4> >0,

(51 + %(Rl + (1—d' (t)) Ry +d (t)R4>) >0, (A.13)

que sdo satisfeitas se as restricbes em (2.8), para o casoeeﬁ@tﬁwdmm ed ()= dmaz,
também forem satisfeitas. Estas restricbes sdo necesgpaitg conforme a definicdo do
Lema B.0.2 no Apéndice B, a matriz central da desigualdadiedsen deve ser simétrica
definida positiva. Todavia, devido a derivada do atraso quke gssumir tanto valores po-
sitivos como negativos, e também devido a maior liberdadentguas restricbes sobre a
positividade das matrizes;, k={1, 2, 3,4}, ndo podemos assundrpriori que os termos a
esquerda de (A.13) sdo definidos positivos. Quanto aossotgrmos, € facil concluir que
sao positivos. Analisando termo por termo, de acordo coresiggdes impostas em (2.6)
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e em (2.8), pard (t)—=dpmin € d (t)—dpae, tem-se que a som&,+Rs+R,) é definida po-
sitiva poisZ>,>0 e (R3+R4) >0; e que a somé&”Z,+R;+R,) € definida positiva pois, de
acordo com (2.6),Z1+R;) >R e (R3+Ry4) >0.

N&o obstante, para facilitar a analise, definiremos os saggiiermos:
1 t—T1 1 t—d(t)
t)=—-— z(s)ds e t ::7/ z(s)ds, A.14
N = L tolty=o gy [ dles (A14)

que séo termos continuos. Observa-se aindaigig) ., {14(t) = ©(t—71), € qudimg)_,r,&a =
.jf(t—TQ).

Tendo investigado a derivada da funcédo de Lyapunov carad{@ai) e estruturado seus
termos de maneira especifica, definiremos o seguinte vetstddo de estados:

G ()=|a(t) 2 (t=d(t)) #"(t) a"(t—m) aT(t—-m) a"(t—7s) &) EL(t)
(A.15)

em que(] (t) € R¥~. Desta maneira, podemos organizar os termos resultanfegde-
V(t) em (A.1)-(A.4), (A.11) e (A.12), combinando-os na forma dgusinte LMI:

V(O)lawyer < @) (QUayen) Gi(1), (A.16)
em que
q](l) O Tr XOT
Q‘d(t)<7'2: A(l) € R8 = %8 z,
AD—_ [(d(t)—ﬁ) (Zl+R1+(1—d (t)> Ro+d (t)R4> 0 |
0 (ro—d(t)) (Z1+R1+Ry)

e U é definido em (2.10).

Continuando a analise, suponha agora a existéncia dagesatri

0 I 0 —I 00 (d(t)—m)1 0
GHI: 0o -1 0 0 I 0 ,G121: 0 (Tg—d(t))l s (Al?)
A Ay -1 0 00 0 0

tal que@lzz [@11 CNJH] cR3=*8= QObserve que esta definicdo foi feita com o intuito espe-
cifico de obtermos a seguinte propriedade:

élC1 (t) - O
Esta propriedade € necessaria para a aplicacéo do Lemastier fuema B.0.3 no Apén-

dice B) sobre a expressao no lado direito da desigualdadé)A.Para a aplicacdo do
lema, definiremos a matriz de ponderacéo livre, i.e. semigéss sobre sua positividade,
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~ T
F, € R%=>3= tal que possamos obtéii:[FlT 0] cR8=*3=  Desta maneira, podemos
afirmar que a expresséo no lado direito da Equacgéao (A.16) @dkefiegativa somente se a
seguinte expressao for valida,

M = Qawy<r + PG+ é{ﬁf

O 4 FGu4+GIFL FGhs

. ERL (A.18)

E interessante acrescentar que a aplicagdo do método derFiéie é a Ginica maneira
de se obter a expresséo (A.18) a partir de (A.16). Uma oussilptidade € a introducéo de
expressodes nulas utilizando a formula de Leibniz-Newton:

| 2(t=d() = w(t=m1) + (d(t)=71)&1a(?)
2T (WOF | a(t—r) — #(t—d(1)) + (r—d(t))Emlt) | =0,
Ax(t) + Agx(t—d(t)) — @(t)

visto que
w(t—=d(t)) — z(t—m) + (d(t)—71)&a(t) 0
2(t—my) — 2(t=d(t)) + (r2—d(t))Sa2(t) | = [0
Ax(t) + Age(t—d(t)) — (t) 0

Ademais, observe qug ()¢ (¢) € literalmente igual &] (¢) (Qa)<r, ) ¢1(t), Visto que
Cr(t )(F1G1 + GlTFlT) ¢1(t) = 0. Todavia a aplicacdo do Lema de Finsler nos traz uma
maior flexibilidade quanto as possiveis manipula¢cdes saludl (A.16), incluindo a pos-
sibilidade de eliminacdo das matrizes de ponderacéo Ibtendo o mesmo resultado.

Retornando a andlise inicial, temos que provar ¢fue)$2;(; () < 0. Para tanto, consi-
deremos agora 0s casos especiai@dem qued(t)—7, ed(t)—7». Analisando as matrizes
resultantes(; |4~ € Qi]qw)—r, € Notavel que todos os termos conterd@)—7,) séo
eliminados da primeira matriz e séo substituidos(por ;) na segunda matriz, enquanto o
inverso ocorre com os termos conter(de—d(¢)). Aproveitando-se desta condig&o, pode-
mos reorganizar a LMI apresentada em (A.18) da seguinteiraane

Tg—d t d(t —T1
TG = =10 (laran) 60 + DT @) (1 am) G 0),
(Ta—71) (To—T1)
em que
\I/(l)|d(t)ﬁ7—1 + F1611+61T1F1T F1612|d(t)~>7'1
Ql|d(t)~>T1: (1) )
I * AWVay»r |
‘I’(l)|d(t)»T2 + F1é11+élT1F1T F1512|d(t)ﬁ7—2
Ql|d(t)~>T2: (1) ;
I * AWV ay»ry |

Além disso, analisando os termos derivadostje e A, observa-se a existéncia de
linhas e colunas de zeros &M | )~ € 4 aw)—r- ISto Ocorre porque todos os termos
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que multiplicaméy,4(t) s&o eliminados quando fazem@é&)—7 € 0 mesmo ocorre com
os termos de »(¢) quando fazemog(t)—7.. Eliminando estas linhas e colunas nulas de
D ay—n € qw—r, Obteremos exatamente as matrizese (), definidas em (2.9). Nota-
se entdo que podemos reescreVdit ), ¢, (t) da seguinte maneira:

d(t)—Tl

—d(t) .1
-7 (T9—T1)

) (i (1) Qu2C1a(t), (A.19)

G OG(E) = ——=CH O (t) +

(

em que

Cu()Z[ () oT(t=d(t) @"(t) 2" (t—n) 2T(t-m) 2" (t—7) éé(t)]
Cla(t): [:cT(t) aT(t—d(t)) &T(t) 2T(t—m) 2T(t—m) 2T (t—Ts3) gg;(t)]. (A.20)

Ademais, observa-se qug (t);((t) é convexo em relagéo &t). Como consequéncia
da expresséo (A.19) é notavel qife(t)Q: ¢ () € um termo negativo definido apenas se os
vérticesC, (1)Q11¢11(t) e CL (1) Q12¢12(t) forem definidos negativos.

N&o obstante, dada a definigcdo do intervalo valido da dexidacatraso em (2.3), pode-
mos inferir a seguinte expressao

dmax_d (t) d ( ) dmm
= ety i+ g il
dmax_d (t) d ( ) dmm
2 = e nlin s + g g el (A.21)

de forma que possamos concluir que os terfhQ® 2,2, S0 convexos em relagéd &) € [dmin, dmaz]-
Assim da expressao (A.21) podemos concluirQuee definido negativo apenasQe. |d(t)—>dmm

€ Quklg(t)—sa,.., fOrem definidos negativos paka= {1, 2}. Desta maneira concluimos a pri-
meira parte da prova do Teorema 2.1.1.

Agora, deveremos nos focar no caso emgue d(t) < 73. Provaremos que resultados
analogos ao primeiro caso podem ser obtidos utilizanda@egtos semelhantes. Conside-
rando o caso corrente, em qdi¢) > 7, a derivada da funcdo de Lyapunov candidata (2.5)
resulta em expressdes para as derivadas @e, Vs(¢), Vi(t), Vs(t), Vs(t), respectivamente,
iguais as expressdes obtidas em (A.2), (A.3), (A.4), (A(B).6). Contudo, para as derivadas
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deVi(t) eV (t), obtemos as seguintes expressoes,

Ol = () (PP ) + 70 (W2 0 p ) o
+ 27 (1) (dg)__; P3+Ti;_dg) Pl) i(t), (A.22)

V7(t)|d(t)>72 = &7 (t) [(d(t)—72) (Rs—Ry) + d(t) (Ri+Rz) 4 (13—d(t)) (Rs+Ry)] &(t)

- / - i (s) (Rs—Ry) i(s)ds + d (t) / &7 (s) (Rs—Ry) i(s)ds
t—d(t) t—d(t)

— / &7 (s) (Ry+Ry) i(s)ds + d (t) / i"(s) (Ri+Ry) #(s)ds
t—d(t) t—d(t)

t—d(t) '
- /t #7(s) (Rg+Ry) #(s)ds — d (t) /td(t) i"(s) (R3+Ry) 2(s)ds. (A.23)

—T3

Observe que, de acordo com as restricbes impostas em (2m6)etacdo aP;, podemos
inferir que(P;—P,) = (P,—P,). Ademais, dado que os subintervalos derivados do intervalo
[Tomin, Tmaz) SA0 €quidistantes, podemos afirmar que o primeiro termce#alda expressao
(A.22), i.e.,%xT(t) (Ps—Py) x(t) éigual ao termqj(_iﬂ:cT(t) (Pi—P,) z(t) que aparece
em (A.1l). Desta maneira, ao apresentarmos as condi¢cOesatididade na forma de de-
sigualdades matriciais lineares, em (2.10), este Ultimode substituido pelo termo que

aparece em (A.1).

Em seguida, de maneira semelhante ao primeiro caso, iregnasea os termo¥;(¢) e
V7(t)|d(t)>72 em um unico termdfﬁq(t)\d(t)m. Ademais, iremos expandir suas integrais no
maior numero de termos possiveis considerando o interaaferte em que o atraso esta
contido, i.e.;» < d(t) < 73. Obtemos entéo o seguinte termo resultante

Vcs—?(t)‘d(t)wz =& (t)((o—71) Z1 + (13— 72) Z2 + T2 Ry + (T3—72) R3

+(Tg—d(t))R4 + Tg%}%g + TQ%RQ) l‘(t)

_ /jT1 x'T(S) (R1 + (1—d (t)>R2 + d(t)R4> i(s)ds

- / ) (20+ B+ (1-d () R+ d (1) Ra) ()

—To

_ /t_d(t) 7 (s) <22 + (1_d (t)) Ry+ Rs+d (t)R4):i:(s)ds

t—d(t)
- / i7(5)(Zy + Rs + Ry)i(s)ds (A.24)

—T3

De maneira analoga ao que foi feito em (A.10), utilizaremogsigualdade de Jensen
(Lema B.0.2) para solucionar o problema dos termos que ndenpser desassociados den-
tro das integrais presentes em (A.5) e em (A.24). Assim,ofiteas seguintes expressoes
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resultantes,

V5(t) =37 (t) [7‘1251}:1’0(75) — [x(t)—x(t—Tl)]Tsl [zx(t)—x(t—71)], (A.25)
1./6,7(75)\(1(,5)>T2 = i1 (t)(ro—71)Z1 + (13—72) Zo + T2 Ry

dt)=n)p | TQMRQ) i(t)

—|—(7'3—T2)R3 + (Tg—d(t))R4 + 73 p—— Ta—T

() —a(t—m)]" <Til (31 + (1—d (t)) Ry +d (t)R4>) () —a(t—m)]

le(t—m1)—a(t—7)]" (Zl+R1+ (1—d (t)) Ro+d (t)R4) le(t—71)—a(t—7)]

~ &AW -72)(Z+ (1-d (1)) Ra + Ry + d ()R ) aa(?)
— &g (1) (3 —d())(Za + Ry + Ra)Eas (1) (A.26)

em quety,(t) e &y3(t) sdo definidos da seguinte maneira

1 = o t—d(t)
&d(t).:m /td(t)x(s)ds e gdg(t)'_iTg—d(t) /IET3 x(s)ds. (A.27)

Observe ainda que as restricdes apresentadas em (A.13srades seguintes
(ZQ+Rg+ (1—d (t)) Ry +d(t) 34) >0, (A.28)

devem ser satisfeitas para que possamos utilizar corretanaedesigualdade de Jensen
nesta etapa. Para tanto, adicionamos as restricdes desenit (2.8), para (t)—dmin

e d'(t)—>dmax, nas condi¢des do teorema 2.1.1. Quanto ao ultimo termo d&)Ai.e.,
(Zy+R3+R4), podemos assumir que este é definido positivo geis0 e (R3+R,4) >0.

Agruparemos todos os termos resultanteg/de) — V- (t), presentes em (A.2)-(A.4),
(A.22), (A.25) e (A.26), de maneira a organizar-los conferseguinte desigualdade matri-
cial

V(O)lawsr < &) (Qawysn) G1), (A.29)
em que
v
Q‘d(t)>T2: 0 A(Q) ,
AD__ [(d(t)—ﬁ)<Z2+<1—d(t)>R2—|—R3+d (OR:) . |
0 (r3—d(t))(Za+Ry+Ry)

Cg(t)iz[ﬂ(t) el (t=d(t)) &7(t) 2" (t-m) T (t-72) a"(t—73) &(t) 53%(75)]7

e ¥ ¢ definido em (2.10).

N&o obstante, de maneira semelhante ao primeiro casoasgphos o Lema de Finsler
(Lema B.0.3, no Apéndice B) sobre a expresséo no lado dideitBquacao (A.29). Para
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tanto, definiremos a matriz,:= [521 522] €R3= 8= tal que

GaGa(t) =
em que
0 I 0 0 —I 0 (d(t)—72)1 0
G213: 0 -1 0 0 0 I ,G22:: 0 (Tg—d(t))[
A Ay -1 0 0 O 0 0

Assim, introduziremos a seguinte matriz de ponderacéde lyr ¢ R%=*%= tal que
possamos obter,= [FZT 0 TERSWX?’”. Desta maneira, podemos afirmar que a expressao
no lado direito da Equacéo (A.29) é definida negativa (e curesgemente a expressado no
lado esquerdo) somente se a seguinte afirmacao for valida,

Qo = Qay>m + FGy + ézTﬁzT

\11(2) + FQ@21+651F2T FQéQQ

. Ko | <O (A.30)

Consideremos agora 0s casos especiail.dem qued(t)—, e d(t)—73. Analisando
as matrizes resultanteSy|q4)—r, € |-, € notavel que todos os termos contendo
(d(t)—m2) s@o eliminados da primeira matriz e séo substituidogperr) na segunda ma-
triz, enquanto o inverso ocorre com os termos conténged(t)). Entdo de maneira analoga
ao procedimento realizado em (A.19), iremos reorganizavibdpresentada em (A.30) da
seguinte maneira:

T (H0G(t) = ¢ (1) Q0260 (1), (A.31)

T()C21( ) 1Cn (1) + d(t)—mo

( ) (7'3—72)

em que as matrize3,; e 2, sédo definidas em (2.9) e

GWO=[rT0) T-a®) i) T-n) Tl-m) T(-r) €h0)
CQTQ(t):Z[:ET(t) 2l (t—d(t)) 2T(t) 2T(t—71) 27(t—m) 27(t—m) §2Td(t)]

Observe que as matriz@s, ey, sdo respectivamente equivalentes as matfizgs, .,
e Qsa)—-, apos eliminarmos as linhas e colunas de zeros presentes meatrizes. De
forma que as expresso€s (1) QoxCor (t) € (1 (1) (Qzld(t)wk +1)Cz(t) sejam equivalentes para
k={1,2}. Entdo analisando a convexidade {€t)2,(-(t) em relacéo al(t), verifica-se
ser suficiente analisar a viabilidade das expres&8es< 0 e (25, < 0 para garantir que a
expressaay ()¢ (t) < 0 seja valida.
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Ademais, conhecendo o intervalo que delimita a derivaddrds@, (2.3), podemos infe-
rir que

Amae—d (1) d (t) —dpmin
L A
dmax_d t d t _dmin
Qo = 7<)Q22‘d(t)—>dmm + ()7922|d(t)—>dm(m7 (A.33)

dmaa} - dmin dmaa} - dmin

de forma que, semelhantemente a (A.21), possamos conakliRg e €y, SA0 convexos

em relacdo al (t) € [dmin, dmaz| € Que a viabilidade das expressdes < 0 ey < 0 €
garantida sé€ix| ;4. € klie)-a,.. fOrem definidos negativos paka= {1, 2}.

Finalmente, apds investigado a derivada da fun¢éo de Lysmandidata (2.5), estamos
preparados para finalizar a prova do Teorema 2.1.1. Padetamos estabelecer condigbes
gue garantam que a derivada da funcéo de Lyapunov sejaveedatinsiderando o caso, em
qued(t) # T2, a seguinte expressao é valida

V(Olawsrs < Xiramal () G (O0G(8) + (1=Xiri,m) (d(1))) G (226 (8).

Ademais, para o segundo caso, em d(¢ = 7,, considerando a definicdo de estabilidade
de Lyapunov (1.2.1), podemos concluir que

V(O)lag=r, < max {¢T ()G (1), G (020G} -

Por conseguinte, podemos concluir que se as condicbeseafadas em (2.9) na forma
de LMIs forem satisfeitas, entdo a funcéo candidata de Lyap(2.5) € estritamente de-
crescente, i.e.V(t) € definida negativa, para o intervalo de atraso considerad®e?),
d(t) € [Tmin, Tmaz), O Que conclui a prova do Teorema 2.1.1.
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A.2 PROVA DO TEOREMA 2.1.2 —[CAPITULO 2]

Para a prova do Teorema 2.1.2, desejamos derivar condigfeapquais a funcdo can-
didata de Lyapunov-Krasovskii, descrita em (2.12), se@aseente. Para tal, similarmente
a metodologia aplicada na prova do Teorema 2.1.1, utilizaseo método de andlise por
partes e realizaremos uma analise separada para cada uabtiisryalos do atraso. Para o
primeiro intervalo, tomaremos a derivada da funcéo de Lyapeandidata (2.12), conside-
rando o intervalo corrente em que, -,) (d(t)) =1. Nao obstante, observe que o resultados
das derivadas dos termd3%(t)-Vi(t), Vs(t) e Vz(t) ja foram obtidos em (A.1)-(A.3) e em
(A.12). Portanto, iniciaremos a analise a partir das ddasalos novos termos de Lyapunov
Vi(t) e V5(t), explicitas a seguir,

0 r 0
x(t_ETl) Mll Ml?? x(t_ETl)
Va(t) = : :
z(t —=1r) * M,,| |z(t—2tn)
1 T 1
l‘(t— 57'1) My ... MlTZ l‘(t— 57—1)
o L - (A.34)

x(t — %7'1) * o Myy] |a(t—In)

i(ﬁ) (ﬁ T () Sy () — /tj;lnﬂ(s)sksb(s)ds>, (A.35)

N&o obstante, observe que o termo

_ /ttT1 ;’ET(S) <R1 + (l—d (t)) Ry + d(t)R4> i(s)ds

presente na derivada da funcBg(t), em (A.10) e em (A.24), pode ser expandido gm
vezes, de acordo com a divisédo do intenjéla,,;,|, da seguinte maneira,

- Z / R1 + (1—02 (t))R2 +d (t)R4) #(5)ds. (A.36)
t k
Assim, resgatamos este termo para, entdo, combinarmosastas integrais em (A.35).

Destarte, aplicamos a desigualdade de Jensen no termtaneeld, assim, obtemos a se-
guinte desigualdade,

Ski«ﬁ) S0 - |2 (t‘%ﬁ)—x(t—gﬁw
< 2 (Ry+(1-d ¢ )>R2+d(t)R4>) A= —x(t—gﬁ)D, (A.37)
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Além disso, analogamente a (A.15) e visando facilitar aismatiefinimos a variavel de
estadog; ()R da seguinte maneira

Eat) L) x(t—1in) ... x(t—"Tn)|, (A.38)

paran>2 (observe que para o caso em guel, utiliza-se o mesmd? (¢) definido em
(A.15)). Em seguida, devemos agrupar os termos previanosigosV; (¢)-Vs(t), Vi(t) e

Vz(t), em (A.1)-(A.12), juntamente com os novos term@é)-Vs(t), em (A.34) e (A.37), a
fim de construirmos a seguinte LMI, estabelecida a partiedagsultados prévios.

V(O)latyer < G 1) (Qay<r) Ci (1), (A.39)
em que
vidt)) 0 Oy
Qaty<r, = X AL o | e RO
* *  O(n)
AW
A0 _ [@B=T) Ay 0 N o
0 (Tg—d(t>)A1

e os termosr ™ (d(1)), A, A, ©(n) e (1) sdo definidos em (2.16).

Continuando a analise, introduzimos a maﬁ‘iER?’” x (M= - definida da seguinte ma-
neira,

Gy = [Gu Guld(t) 0], (A41)
em que
0 I 0 —I00 (d(t)—m)I 0
GHI: 0 —I 0 0O I 0 GRBTIXGM, G123: 0 (Tg—d(t))l GRBTIX%I.
A Ay -1 0 00 0 0

Observe que; (t) € N{él}, i.e., (1(t) pertence ao espaco nulo da matfiz e, portanto,
@1§1(t):0. Esta propriedade, como discutido na subsecao anteriecesgaria para a cor-
reta aplicacdo do método de Finsler (Lema B.0.3, no Apéridlice

Entdo, a partir da definicdo do método de Finsler, introdagienmatriz de ponderacao
livre, i.e. sem restricdes sobre sua positividable,c R"=*3= tal queﬁlz[FlT O}T €
RT+nr=x3r=  Destarte, podemos afirmar que a expressdo no lado direiiesigualdade
(A.39) é definida negativa e, por conseguiﬁ}t’ét)\d(t)<T2 < 0, se a seguinte afirmacéao for
valida

G ONMG(E) = O Qaner, + FiG1+ GTF ) G(1) < 0.
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Ademais, visando facilitar a analise, explicitaremos osts da matriz?2;, de forma que
esta possa ser reescrita da seguinte maneira,

v 4 FGu+GLFT FG O(n)
Q, = % AD 0 |. (A.42)
* * d(n)

N&o obstante, a fim de utilizarmos as propriedades de cataexida matriz);, con-
sideraremos os limites do atraso para este casod{#-7, e d(t)—7.. Analisando as
matrizes resultante$§); |-, € |aw)—r, ODServamos que ao eliminarmos as linhas e co-
lunas nulas, advindas das linhas e colunas ponderaddd(ppr ) e (o—d(t)), obtemos
respectivamente as matrizes, e (2,5, definidas em (2.16). Ademais, podemos reescrever a
expressaa? (¢)2;¢;(t) por uma expresséo equivalente,
d(t)—r

<T2_71;Cf2<t)912<12(t>7 (A.43)

T2 —d(t)

(r2—71)

Cf(t)Qlfl(t) = <1Tl<t)911<11(t> +

em que

ClTl(t):Z:xT(t) 2T (t—d(t)) 2T(t) 2T(t—m) 2T (t—7) 2T(t—m)

552(75) x(t—%ﬁ) :E(t—”__lﬁ) GR(6+n)m’

gg(t)::::cT(t) 2T (t—=d(t)) 2T(t) 2T(t—m) 2T(t—7) zT(t—m3)

L) alt—tn) ... at—Tin)| e RO (A.44)

Assim, podemos observar melhor a propriedade de convexidied,; com relacéo al(t).

Por conseguinte, conclui-se que a mafeize, por conseguinté',/(t)|d(t)<m, sao definidas
negativas se e somente(dg e, forem definidas negativas. Ademais, a partir do intervalo
que delimita a derivada do atraso variante (2.3), podenestrever as matrizes resultantes
da seguinte maneira

dyaz—d (1) d (t) —domin

Q= 4 —d_ 1ld@y—dpem T A dmm911|d(t)—>dmaw7 (A.45)
dmax_d (t) d (t) _dmzn

Qi = QOldepdmm + mﬁuwepdw- (A.46)

e, portanto, utilizando a mesma andlise de convexidadeggoal);; e 2;, com relagéo a
d (t), podemos inferir que as matrizes sdo definidas negativass@ente S€4 | () a
e ikl () sa,... fOrem matrizes definidas negativas, para{1, 2}.

min

Desta maneira concluimos a primeira parte da prova do Teo?eh?. Deveremos agora
nos focar no segundo intervalo, em que< d(t) < 73. Primeiramente, devemos analisar
a derivada da funcdo candidata de Lyapunov (2.12), cormsidero segundo subintervalo.
N&o obstante, o resultado desta derivada ja foi previanmstido em (A.1)-(A.3), para
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Vi(t)-Vs(t), em (A.26) pard/s(t)-V4(t), e em (A.34)-(A.37) pard/y(t)-V;(t). Por conse-
guinte, iniciaremos a analise a partir da construcao darstegiesigualdade matricial linear,
estabelecida com os resultados previamente obtidos,

V(O)latysm < G 1) (QUawysm) G), (A.47)
em que
v@d(t) 0 O
Q|d(t)>7—2 = * A(2) 0 c R(7+77)7"w><(7+77)7"z’
* *  D(n)
_ (2)
e b (A.48)
0 (r3—d(1)) A

e os termosr@ (d(t)), A%, AY, ©(n) e ®(1) sdo definidos em (2.16).

Similarmente a analise feita para o primeiro intervalogpidtiziremos uma matriz,cR3"=  (T+nrs
tal que(y(t) € N{éz}, i.e.,(»(t) pertenca ao seu espaco nulo e, portaﬁ»‘gzgg(t):o. Des-
tarte, definiremos

Gy = [égl Clan(d(1)) 0], (A.49)

em que@l €R37ex67z eém(d(t))eR?”zX?” sdo definidos a sequir,

0 I 0 0 —I 0 (d(t)—7s)] 0
Go:=|0 =TI 0 0 0 I|, Gup(d)= 0 (3—d(t))I |
A Ay =T 0 0 0 0 0

Por conseguinte, introduzimos a a matriz de ponderacd® lie. sem restricdes sobre
sua positividadef, € R%=*3= tal queﬁQ:[FQT 0 O]T e RT+nr=x3r=  Agsim, veri-
ficamos que a expressao no lado direito da desigualdade)(A.d&finida negativa e, por
conseguinte\'/(t)|d(t)>T2 < 0, se a seguinte afirmagéo for valida

(1) (Ui + FoGr + GEET ) (1) < 0.
Todavia, para facilitar a analise definiremos a md®izla seguinte maneira,

U@ 4 FGy+GLFEL FyGey O(n)
O = (Qaor, + FoGr + CEFY ) = - A® 0 |. (A5O0)
* * d(n)

Analogamente ao primeiro intervalo, consideremos agoreaess especiais referentes
a (A.50) em quel(t)—m e d(t)—7s. ApOs a eliminagdo das linhas e colunas nulas, as
matrizes resultante®; | ), ~, €s|a)—-, SA0 equivalentes as matriZes e (2, definidas
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em (2.16). N&o obstante, observa-se que devido a convexaad (¢)Q:¢»(t) em relagdo
ad(t), a seguinte expressao é valida,

FO9:60 = TG O0melt) + GO, (ASY
em que

gg“l(t)::::cT(t) 2T (t—=d(t)) 2T(t) 2T(t—m) 2T (t—m) zT(t—m)

EL(1) :C(t—%ﬁ) oot — 12| e ROTOE

CzTQ(t):Z:xT(t) 2T (t—d(t)) 2T(t) 2T(t—m) 2T (t—7) 2T (t—m)

§2Td(t) z(t — %7'1) cooox(t— "—_17—1) c R(6+n)m’

Destarte, podemos inferir qué (¢)Q,¢,(t) € definida negativa e, consequentemente, a
expresséd7(t)|d(t)>72 < 0 é vdlida, se e somente €k, e ()5, forem definidas negativas.
Além disso, dada a convexidade das matrizes resultanteslagio al (¢), podemos reali-
zar uma analise analoga a (A.46), e, desta forma, concleiegtas matrizes sao definidas
negativas se e somente®e; |, 4. . © 2kl -aq,.. fOrem matrizes definidas negativas,
parak={1, 2}.

Finalmente, apods investigado a derivada da nova funcao dpulnpv candidata, defi-
nida em (2.12), estamos preparados para finalizar a provaaterha 2.1.2. Neste contexto,
estamos procurando condi¢des que garantam que a derivadazda de Lyapunov seja ne-
gativa. Considerando o caso, em @lig® # 7, observamos que se as condi¢des estipuladas
no Teorema 2.1.2, entdo a seguinte expressao é valida

V(Olawtr < Xl (d(0) G (OG0 (8 + (1=Xim,m) (d(1)) G (226 (8)-

Além disso, para 0 caso em qug) = 7, podemos concluir que
V(O)lay=r, < max {¢] (NG (), G (1)1} -

Desta forma, podemos concluir que a funcéo candidata deubys(2.5) é estritamente de-
crescente, i.eY/ (¢) é definida negativa, para o sistema com atrasos varianteserdescidos
satisfazendo (2.2) e (2.3), o que conclui a prova do Teorefind.2
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A.3 PROVA DO TEOREMA 2.2.1 —[CAPITULO 2]

A prova do Teorema relativo a estabilidade robusta de s&tesom atrasos variantes
sujeitos a incertezas de modelo possui uma série de sidaithtes com a prova do Teorema
2.1.2, visto que ambos Teoremas sdo baseados na mesma éanchdata de Lyapunov,
descrita em (2.12). Nao obstante, observa-se que o resultadlerivacdo desta funcao
de Lyapunov ja foi deduzido anteriormente. Para o primeituirgervalo de atraso, i.e.,
71 < d(t) < 19, as derivadas resultantes séo apresentadas em (A.1)L(fA124) e (A.37).
Enquanto, para o segundo intervalo, as derivadas resgtadb apresentadas em (A.22)-
(A.26), (A.34) e (A.37). Desta maneira, iniciaremos a a®&lpara o caso em qué€) < 7,

a partir da combinacéo das derivadas resultantes e dawgésiia LMI

V()lawyer < L) (Qayen) Gi(1), (A.52)
em que a matri(Q|d(t)<T2) é definida em (A.39) €,(¢) é definido em (A.38).

Observe que apesar de utilizarmos o mesmo vetor de estaxibarag (¢), existem di-
ferencas consideraveis entre 0 caso nominal e 0 caso agrient o caso robusto. Isto por
conta da presenca das incertezas de modelo definidas efh ReMddo a estas incertezas,
a dindmica do sistema incerto com atrasos variantes ditecasb nominal, e é definida em
(2.17) por

2(t) = (A+ AA) x(t) + (Ag + AAy) x(t — d(1)).

Por conseguinte, diferentemente do caso nominal, vesicaue(; (¢) & N{G:}, i.e.,
¢;(t) ndo pertence ao espaco nulo da mattiz definida em (A.41). Como resultado, ndo
podemos utilizar a matria, para a analise baseada no lema de Finsler. Consideremos enta
uma nova matrizs, cR3= * (7= tal que(, (t) seja uma solugéo para o sistema homogéneo
correspondente. Deste modo, definimos a méatyiz= [GH G1a O] , em que

0 I 0 —1 00 (d(t)—m)I 0
GHZ: 0 —I 0 0 ] 0, 0121: 0 (Tg—d(t))l .
(A+AA) (Ag+AAy) -1 0 00 0 0

(A.53)

Observe que desta maneira verificamos a validade da exp@ssdt)=0.

Entdo, visando a aplicacdo do lema de Finsler sobre a egprassado direito de (A.52),
introduzimos a matriz de ponderacéo livre € R=*3"= tal que possamos, de maneira se-
melhante ao caso nominal, obfgr= [FlT 0 0 TER(”W“?’“. Por conseguinte, podemos
afirmar que a expressao no lado direito de (A.52) é definidativagse a seguinte expressao
for valida

v+ PGu+GLET FGr O(n)
Qlawy<n, + F1G1 + G FL = * A0 | <0, (Ab54)
* * d(n)
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em que os termo$ (), O(n) e ®(n) séo definidos em (2.16)&") é definido em (A.39).

N&o obstante, se considerarmos as definicoes dle AA,;, em (2.18), podemos expli-
citar seus termos e,

o I 0 -I 0 o0] TJo
@11:0—[0010+0[AAAAd0000
A A, -1 0 00| |1

=G1+r3[AA AA; 0 0 0 0]
= G1 + F3HA(t)F5,

emquel==|5,4 Z44 0 0 0 0] rT= [0 0 [} e G, é definido em (2.16).

Assim, podemos reescrever a expressao (A.54) da seguintgnaa

(VO+F G +GTFT FiG ©(n)|  [FI(TsHA@T =)+(TsHAT=)"FE 0 0
Q= * AWM 0 [+ 0 00
I * * <I>(77)_ 0 00
WO+ R G H+GTF] FGhs 6(n)]
— % AV 0 | +afABWB+BTAR) <0, (A.55)
I * *  ®(n)]

em quen;:= |(AT3H)" 0 0] ep=T= 0 0].

De maneira semelhante ao caso nominal, consideremos agoratidzes resultantes de
O parad(t)— e d(t)—=1, i.e., Qlyy—rn € Qlay—r- Eliminando as linhas e colunas
nulas resultantes dos term@gt)—7) e (1,—d(t)), podemos reorganizar a LMI apresentada
em (A.55) da seguinte maneira:

—d(t) .z
( —T1)

em quely(t) e (12(t) sdo definidos em (A.44), e

d(t)—Tl

——=Ch (1) (Nlaw—n) Cu(t) + (r)

G (OUG() = Ci2(t) (lasm ) Cr2(t),

‘I’(l)|d(t)—>rk+F1G1+G1TF1T (o—m1)Fily, O(n)
N a@y—m,= * (—m)A 0 |+af A@Q)B+BTAT (e,
* * d(n)
(A.56)

parak={1,2}, comI'}, I's, A;; € Ay2 definidos em (2.16).

Note que({ (t)Q:¢i(t) é convexo em relagdo &t). Entdo, analogamente ao caso
nominal, podemos afirmar qug (¢),(:(t) € definido negativo apenas se as expressoes
G @) (lay—n) G(E)<0 e () (Qlaw—r) G(t)<0 forem vélidas. Ademais, se aplicar-
mos a desigualdade de Park-Moon (Lema B.0.4 (I), no Apénl)jceobre os termos de
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(A.56) contendo as matrizes variantes no tem\go), i.e.,a’ A(t)3 + ST A(t)T «;, obtemos
a seguinte desigualdade

Cn(®) (T A)B + BTAM) 1) CG(t) = 2¢(t)a] A(t)BCi(t)

< ) (éa?al ; ek@%) C(t),

parak={1,2}.

Desta maneira, a seguinte expressao € valida

\I’(1)|d(t)_>7k+F1G1+G{FF (Tg—ﬁ)Fle @(’17)
Ql|d(t)an€ < * (TQ_Tl)Alk; 0 + E—olealJrekgTﬁ.
* * d(n) k

N&o obstante, se analisarmos o complemento de Schur dpstgs&o, verificamos que o
termo a direita da expressao e, por conseguititey .-, k={1,2}, séo definidos negativos
se e somente se a seguinte expressao for valida

[0y r A FLGLHGTFT (mp—m) FiTy O(n) |
* (ro—T71)A1pe 0 ol pT
* * d(n) < 0. (A.57)
* —el 0
* * —eid

Destarte, € facil perceber que o termo a esquerda da expr@sg@d.57) equivale &, e
19, parak=1 e k=2, respectivamente. Ademais, dada a definicdo da derivadaasmam
(2.3) podemos concluir que

Aoz —d (1) d (t) ~duin
= o iliwodnn g g ki (A.58)
s~ (1) 4 (t) ~din
912 N dmam_dmm QlQ‘d.(t)_)dmm * m912|d(t)_>dmaw' (A59)

e, portanto§2,; e {2, SA0 convexos erai)(t) € [dmin, dmaz)-

Agora, nos focaremos no segundo intervalos d(¢) < 73. Utilizando argumentos se-
melhantes, provaremos que resultados analogos podentisirsolPor utilizarmos a mesma
funcao candidata de Lyapunov (2.12), podemos derivar est@b e agrupar seus termos de
maneira semelhante a (A.47). De forma que iniciaremos revgsase a partir da construcao
da LMI

V(Olawsrn < G @) (Qawsn) (1), (A.60)
em que(Qym>r,) € (t) sdo definidos em (A.47).

Observe que analogamente ao caso anterior, ndo podenimrwtimatrizéz definida
na prova do Teorema 2.1.2 para aplicagdo do método de Finsier porque, devido a
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influéncia das incertezas de modefg(t) ndo pertence ao espago nulo desta matriz, i.e.,
((t) € N{G,}. Necessitamos entdo de uma nova matiR>=> (1= tal que(y(t)

pertenca ao seu espaco nulo. Para tal, definithos [G‘zl Glas 0] , €em que

0 I 0 0 -1 0
6212: 0 -1 0 0 0 I ,Ggg::
(A+AA) (Ag+AAg) =1 0 0 0

0 (rs—d(t))I].
0 0

(d(t)—72)I 0 ]

Observe que para este caso a expreésdg(t) = 0 € valida.

Assim, introduzimos a matriz de ponderacao lifgec R%=*3"= de maneira a obtermos
_ T
Fzz[FZT 0 0} eR(Tnr=x3r=  Entgo, por conseguinte da aplicagdo do lema de Finsler,
temos que; () (Q|aw>r ) C2(t) € definido negativo se a seguinte expresséo for valida

VO + BGn+GLE FGan O(n)
Qlatysr, + F2Go+ G F) = % A® 0 | <0, (A.61)
* * d(n)
em que os termo® ), ©(n) e ®(n) séo definidos em (2.16)&? ¢ definido em (A.47).

N&o obstante, se explicitarmos as matrizeddes A A,, de acordo com (2.18), podemos
reescrevetss; COMo

o I 0 0 —I o] TJo
Gou=|0 —I 0 0 0 I+O[AAAAd0000

A A, —T 0 0 o] |1

:G2+F3HA(1‘:)FE,

em queG, é definido em (2.16), &1 e I'= s&o definidos em (2.21). Assim, podemos
reescrever a expressao (A.61) da seguinte maneira

(U 4 B,Gu+GLFL FyGyy O(n)]  [F(TsHAM)2)+(TsHAM)=) FL 00
Qy= * A® 0 |+ 0 00
I * x D(n), 00
(0@ + G +GLFT Fy,Gyy O(n)]
= % A® 0 |+ oA+ BTA) oy <0, (A.62)
i * * <I>(77)_

em quens:= | (BT H) 0 0} efi— [FE 0 0] .

Consideremos agora 0s casos especiais,dam queld(t)—7, ed(t)—73. Analisando as
matrizes resultanteSys |-, €€2|a()— -, € eliminando as linhas e colunas nulas, podemos
reorganizar a LMI apresentada em (A.62) da seguinte maneira
Tg—d(t)

.

(T3—T72)

)=, Co(t) (Qelagy ) Cea(t),

(T3—72)

G2 (1)Q226a(t) = 1 (t) (Qelay-r) Ca(t) +
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em quels (t) e (2(t) sao definidos em (A.51), e

\I[(Q)‘d(t)—rrk,_H +F2G2—|—G5F2T (Tg_TQ)F2Fk @(T})

Do) sres = * (=)Ao 0 |+ag A@)B+LTAT D)y,
% * d(n)

(A.63)

parak={1,2}, comI';, I'y, Ay; € Ay, definidos em (2.16).

De maneira analoga ao primeiro caso, observa-se que o (g1, (,(t) € convexo em
relagdo al(t) e que, consequentemente, este é definido negativo se oSt&rNO( 2 41— r, ) C2(t)
e (7 (t) (Qalaw)—r) G5(t) forem definidos negativos. Todavia, aplicando a desigdaldie
Park-Moon (Lema B.0.4 (1)) sobre} A(t) 3-+57A(t)T oo €M Qalat)—r, € Qala)—ry, SEPA-
radamente, obtemos a seguinte desigualdade

\11(2)|d(t)~>7k+1+F2G2+G%1F2T (r3—12) Fol'y, ©(n)
92|d(t)%7—k+1§ * (r3—72) Ao, 0 +—042Ta2+5k+26T5-
€k+2
* * d(n)

Analisando o complemento de Schur desta expresséo, vesdigae as matrizé | ;) —.r, .,
k{1,2}, sdo definidas negativas se e somente se a seguinte exgmessilma

[ [T smy, s+ FoGot+GEFY (m—m) Ty ©(1) -
% (T3—72) Aoy 0 oy €rr2”
* * o (n) <0.
% —€pqal 0
i * * —€k+21_

Ademais, observe que a expressao acima equivale a2y, parak=1 e k=2, respectiva-
mente. Além disso, dada a definicdo da derivada do atraso.8jmp@lemos concluir que
Q1 ey, S0 convexos emil(t) € [dmin, dmas] €, pOrtanto, sdo definidos negativos se as ma-
tizesl i ann s 2li) sy 221l —dmas © 222ld()a,.., fOrem definidas negativas.

N&o obstante, estamos agora preparados para finalizaragwdaeorema 2.2.1. Analo-
gamente a provado Teorema 2.1.2, devemos provar que fuagédmata de Lyapunov (2.12)
é estritamente decrescente, considerando o sistemaoimoent atrasos variantes e sujeito a
incertezas de modelo definidas em (2.18). Para tal, obses/amalidade da expresséo

V(Olawre < Xl (d(8) G (OG(8) + (1=Xim,m) (d(1)) G (D226 (8)-

para o caso em qu&t) # 7, e a validade da expressao
V()la=r, < max {¢] (NG (E), G ()01} -

para 0 caso contrario. Por conseguinte, observa-se que amdigdes apresentadas no
Teorema 2.2.1 forem satisfeitas enf/a'(d) é definida negativa, ou seja, a funcdo de Lyapunov
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(2.12) é estritamente decrescente e, consequentemensgégraa (2.17) com incertezas de
modelo definidas em (2.18) e sujeito a atrasos desconhexigirsantes € assintoticamente
e robustamente estavel.
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A.4 PROVA DO TEOREMA 3.2.1 —[CAPITULO 3]

Dada a funcéo definida positiva (3.14), descrita como furgiamlidata de Lyapunov-
Krasovskii para o sistema de controle em rede (3.7), dessjastabelecer condi¢cbes que
garantam que a funcdo de Lyapunov seja decrescente. Padevtamos primeiramente
considerar a derivada dos termiag¢)-Vs(t) em (3.14) parac [ty, tx.1) , VEEN*, ao longo
da trajetdria de (3.7). Assim, obtemos as seguintes exjgsss

Vi(t) = &7 (t)Px(t) + T (t) Pi(t), (A.64)
Valt) = o(0Que(t) — (1= 3 (0)) o(-"%) Qua(t-"%) (1.65)
o fet=m)] TN N [z-m)] [ett—m)] [N Nio][2(t—7)
O ] e o e N ] B
[t —0n) | My .. My [ - 0n)
Vi(t) = : Do :
_x(t—”—;lﬁ) x ... M, x(t—”T_lTl)
2wt =1 [Mu .. My [2(t—1n)
- : P : , (A.67)
ot — Im) * o My | a(t—1In)
Vs(t) = ;; (ﬂ (Tb (t)Spa(t)— /t i (s)Sﬂ(s)ds) , (A.68)
Vs(t) = &7 (t) [(o—71)* Z1 + (13— 72)" Zo) 2 (2)
- (7‘2—7'1)/t 12‘0T(3)Z1§c(s)ds — (Tg—Tg)/t 2:tT(s)Z2x'(s)ds, (A.69)

Em seguida, iremos analisar os resultados considerandaliaeapor partes do atraso.
Considerando o primeiro intervalo em qug, -,; (d(t)) =1, queremos expandir as integrais
do termoV(¢) no maior nimero de termos possiveis. Para tal, devemosdevaonsidera-
¢ao o intervalo em que o atraso esta contider d(t) < 7. A ideia é semelhante a utilizada
no capitulo anterior, e seu objetivo € reduzir os intervdl@tegracdo visando diminuir o
conservadorismo decorrente da aplicacdo da desigualdgadenden. Desta maneira, obte-
mos a seguinte expressao,

%(t>|d(t)<7_2:jjT<t) ((72—71)2 Zy + (15—72)° Zy) &(t)
t—d(t)

~ (r—m) /t T () Zui(8)ds — () / i7(5) Zai () ds

—d(t) t—7

~ (r5—7) /t j_m i7(5) Zoi(5)ds. (A.70)

2Para maiores explicagdes sobre como derivar os tebg(es e Vs (t) consulte o Lema B.0.1 no Apéndice
B.
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De maneira analoga ao capitulo anterior, resolveremogm®secontendo integrais em
Vs(t) e Vg(t), em (A.68) e (A.70), respectivamente, através da aplicdeditesigualdade de
Jensen (Lemma B.0.2) [t, tyy1), VREN?,

X [:c(t—%ﬁ) . x(t—gﬁ)D , (A.71)

1 =1 T . -
- Ld)-m td(t)x(s)ds} rn)=n)Z [d(t)—ﬁ/td(a‘” (S)ds]
R ; 1o

— [{L’(t—Tg)—l‘(t—Tg)]TZQ[ZE(t—Tg)—ZL‘(t—Tg)]. (A.72)

Desta maneira, tendo investigado a derivada da fungcéod=tadie Lyapunov (3.14) e
estruturado seus termos de maneira especifica, definiressgginte vetor de estados,

ClT(t)::[:cT(t) 2l (t—=d(t)) zT(t) 2T(t—m) 2T(t—7) zT(t—m3) xT(t—@)

EL(t) Eht) alt—im) .. olt = Lhn) RO, (A.73)

em que

1 = o t=d(t)
gld(t)::d(t)—ﬁ /td(t)x(s)ds, e {dg(t).—rd(t) /tTQ x(s)ds, (A.74)

sao variaveis auxiliares definidas para facilitar a analise

Desta maneira, podemos organizar os termos resultantgsioid/; (1) em (A.64)-(A.67),
(A.71) e (A.72), combinando-os na forma da seguinte LMI:

V(t)|d(t)<7'2 S ClT(t) (Q|d(t)<7'2) Cl(t)v (A75)

te [tr, tyr1) , VEEN*, em que

w0 o)
Qayers = | * AD 0 | € RETIr=xErmre
*x O(n)
AL — | (d(t)—71) (ro—71) 21 0
0 — (Tz—d(t)) (TQ—Tl)Zl ’

e os termosr ™M), ©(n) e ®(n) séo definidos em (3.17).
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Continuando a anélise, procuramos definir uma nova matyeR3= * 8+1r=  tal que
G(t) € N{C:‘l}, ou seja, tal que;(t) pertenca ao espaco nulo da mattiz e, portanto,
G1¢1(t) = 0. Para tanto, definimos

G = |Gn @) 0. (A76)
em que
0 I 0 —1000 (d(t)—m)I 0
Gu=[0 =1 0 0 I 0 0|eRY ™  Gy= 0 (ro—d(£))1 |-
A Ay -1 0 000 0 0

Entdo, introduzimos a matriz de ponderacao livre, i.e. sstricdes sobre sua positividade,
~ T
Fy € RT3 tal queF,= [FlT 0] e RB+mr=x3r: - Agsim, verificamos que a expressao

no lado direito da LMI (A.75) € definida negativa e, por conus'ueety,T/(1t)|d(,f)<72 <0,sea
afirmacaa.’ (+)Q,¢(t) < 0 for valida,te [ty tri1) , VkEN*, em que

D = Qlawy<r + ﬁlél =+ é{ﬁf
U0 + R Gu+GLFT G, O(n)
_ « A 0 ) (A.77)
* * d(n)

Consideremos agora 0s casos especiais,;dem qued(t)—n, e d(t)—7». Analisando
as matrizes resultante§; |-, € 4 law)—r, € notavel que todos os termos contendo
(d(t)—m) sé@o eliminados da primeira matriz e sdo substituidos(pefr) na segunda
matriz, enquanto o inverso ocorre com os termos conténded(t)). Destarte, podemos
reescrevet! (¢)2,¢,(t) da seguinte maneira:

d(t) —T1

(Ta—71)

)1 (t) + (o (1) 2Gi2(t), (A.78)

Fmean =70

(T9—T71)

comte [ty, tyr1) , VEEN*, em que
2T(t) 2T (t—m) 2T(t—m) 2T(t—T73)

)

) EL) w(t—1irm) ... x(t—%lﬁ)} e RO+
) @T(t) 2T(t—m) 2T(t—m) 2T (t—T3)
(

(t)> %;l(t) r(t — 17-1) x(t _ nT_lTlﬂ c R(H—n)m’ (A.79)

Assim, podemos observar melhor a propriedade referentevexidade de?2; com re-
lag&@o ad(t). Portanto, como pode ser observado da expresséo (A.78)¥ehque o termo
()¢ (t) e, por conseguintéZ(t)|d(t)<T2, séo definidos negativos se e soment@ gee
Q, forem matrizes definidas negativas,|ty, 1) , VkEN*.
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Desta maneira concluimos a primeira parte da prova do Teo&&l. Portanto, de-
vemos agora nos focar na andlise do segundo intervalo, em,qued(t) < 73. De ma-
neira analoga ao primeiro intervalo, desejamos estalbvetecelicbes que garantam que a
funcé@o candidata de Lyapunov (3.14) seja decrescentef@ata iy, 1), YVk€N*, conside-
randoy, -, (d(t)) =1. Para tal, utilizaremos argumentos semelhantes aos oS pri-
meira parte da analise. Desta forma, iniciaremos a anafisetia da derivada d& (¢) para
te [tr, tyr1) , VEEN*, a0 longo da trajetoria de (3.7), obtida em (A.64)-(A.69% mMDaneira
semelhante a (A.70), expandiremos as integraﬂé’ﬁﬂe no maior niumero de integrais pos-
siveis, porém considerando a relagaec d(t) < 73. Assim, obtemos a seguinte expresséo

V6<t)‘d(t)>72 =27 (1) ((72—71)2 Zy + (15—7)° Zy) @(t)

— (r—7) /t () Zyi ()

—To

t—7o t—d(t)
— (13—72) /t " (8) Zai(s)ds — (T3—Ts) / i (8) Zyi(s)ds (A.80)

—d(t) t—T3

Entdo, analogamente ao primeiro intervalo, aplicarem@&sadaldade de Jensen (Lema
B.0.2, no Apéndice B) nas integrais presentes em (A.80)tadeaneira, obtemos as seguin-
tes desigualdades, pamty, tyy1) , VAEN,

Vo)l aysm = &7 (1) [(o=71)" Z1 + (1—72)" Zo] (1)
— [x(t—7) — 2(t—)]" Z1 [x(t—71) — (t—72)]
— &34(t) [(T3—2) (d(t)—72) Z5] oa(t) — E33(t) [(T3—72) (r3—d (1)) Zo] €as(t),  (A.81)

em que

t—mo t—d(t)
§2d(t)::ﬁ /t_d(t);i:(s)ds, fds(t)::Tg_ld(t) /t_m i(s)ds.  (A82)

sao variaveis auxiliares definidas para facilitar a analise

N&o obstante, agrupamos as derivadas dos tevi{osVs(t), em (A.64)-(A.67), (A.71)
e (A.81), de maneira, a organizar-los conforme a seguirsigdaldade matricial, part& [t;, tx11) , VAEN

V(t)|d(t)>7'2 S CQT(t) (Q|d(t)>7'2) CQ(t)v (A83)
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em que

v@ 0 6
Qapysr, = | * AP 0 | € RE+Mrex (8 +n)re
* x 2(n)
A® — | (d(t)—2) (13—72) Z2 0
0 — (ms=d(t)) (15—72) 2]

ng(t)::[:cT(t) 2T (t—=d(t)) zT(t) 2T(t—m) 2T(t—7) zT(t—m3) xT(t—@)

L) R alt—tn) ... x(t—%lﬁ)}eR(ng")”, (A.84)

com os termo¥?), ©(n) e ®(n) definidos em (3.17).

Além disso, analogamente a analise feita para o primeiesviako, introduziremos uma
matriz GoeR3™= > &= tal quely(t) € N{G,}, i.e., (»(t) pertenca ao seu espago nulo e,
portanto,GGo(,(t)=0. Destarte, definiremos

Gy — [621 GQQ(d(t))] , (A.85)

em quey; R+ 7= @ Gyy(d(t))€R¥=*2= sAo definidos a seguir,

0 I 0 0 —I 0 0 (d(t)—72)] 0
Go:=|0 —=I 0 0 0 I 0|, Godt)= 0 (3—d(t))I |-
A Ay —T 0 0 00 0 0

Por conseguinte, podemos aplicar o método de Finsler (Letha Bo Apéndice B) sobre
a expressao no lado direito da Equacéo (A.83). Para taddinnimos a matriz de ponderacao
livre, i.e. sem restricdes sobre sua positividalg,c R™=*3= tal queﬁQ:[FQT Or €
REr=x3r2 - Desta maneira, podemos inferir que a expressao no ladwdieedesigualdade
(A.83) é definida negativa e, por conseguinte, a expreﬁiﬁm(t»m < 0 é valida, se a
seguinte afirmacéo for valida

F )i, + BGo+ GTE ) Golt) <0,

te [tr, tyr1) , VEEN*, Todavia, para facilitar a analise definiremos a mdtizda seguinte
maneira,

QQ = (Q‘d(t)>7—2 + ﬁgég + égﬁg)

U + Gy +GLEL FyGay O(n)
_ . A® o |, (A.86)

* * d(n)

N&o obstante, consideremos agora os casos referenteSaém@uel(t)—m ed(t)—s.
Analisando as matrizes resultant®s|,)_,., € 22|44 -, € eliminando as linhas e colunas
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nulas é notavel que estas sédo equivalentes as mairizex),,, definidas em (3.16). Além
disso, a fim de melhor analisar as propriedades referen@svaxidade dé2, com relagcéo
ad(t), reescrevemos! (t)2,(,(t) da seguinte maneira:

d(t)—TQ
(13— 72)

Tg—d(t)

(13— 72)

comte [ty, tyr1) , VEEN*, em que

(5 () (t) = (o (H)Q21Can () + (oo (t)Q22Can (1), (A.87)

ggl(t)::::cT(t) 2T (t—=d(t)) 2T(t) 2T(t—m) 2T(t—7) zT(t—m)

t—Lr) ot —Ein)| e RO

2T ) w(t—1Lr) ... a(t—in)] € ROFO (A.88)

Desta forma, analisando a convexidade fi&)$2,(»(t) em relacéo ad(t), é notavel que
a expressaa’ ()¢ (t) € definida negativa e, consequentemente,) |-, < 0, se e
somente sé€)y; e (), forem matrizes definidas negativas, [ty, t..1) , VkeN*. Assim, ao
verificarmos a viabilidade das expressbgs < 0 e {25y < 0 asseguramos que a expressao
(T (£)Qa(a(t) < 0 € vdlida e, portantd/ (t)| - < 0

Desta forma, concluimos a prova para o segundo subinteNamobstante, apds inves-
tigarmos as caracteristicas da funcao candidata de Lya@rist) e de sua derivada, para
te [tr, ter1) , VEEN*, @ para ambos subintervalos, estamos prontos para final@ava do
Teorema referente a estabilidade assintética de sistem@sittole em rede. Primeiramente,
analisemos o0 caso em quf) # 7. Neste contexto, observa-se que a seguinte expressao €
valida

V(Olawysrs < Xiramal (d(0) G (O0G (8 + (1Xiri,m) (d(1)) G (226 (8).-

te [tr, tkr1) , VEEN*, Entdo, considerando o segundo caso, emdjtie= 7», pode-se con-
cluir que
V()awy=r, < max {¢{ ()G (1), ¢ ()Q26(t)} -

te [tr, tyr1) , VEEN*, Por conseguinte, podemos concluir que se as condicoeseapadas
em (3.16) na forma de LMIs forem satisfeitas, entdo a fungfalidata de Lyapunov (3.14)
é estritamente decrescente, i¥(f) é definida negativa, para [t;, tz.1), VkeN*. Além
disso, dado qué’ (¢, ,) > V/(t,,) para todokeN*, observa-se que a funcdo candidata
de Lyapunov € monotonicamente decrescente nos poatpskcN*. Destarte, a prova do
Teorema 3.2.1 esta concluida.
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A.5 PROVA DO TEOREMA 4.2.1 —[CAPITULO 4]

Na provado Teorema4.2.1, iremos derivar condi¢cdes partogas as questdes impostas
na Definicdo 4.1.1 sejam satisfeitas para um controladorgadimentacao de estados com
ganho proporcionak’ conhecido. Para tal, consideraremos o sistema (4.7),rit®eson-
forme apresentado em (4.10) através da abordagem de grdilisartes do atraso. Ademais,
utilizaremos a funcao descrita em (4.11) como a funcao datalde Lyapunov. Entédo, simi-
larmente a metodologia aplicada no capitulo anterioriza@mos separadamente a analise
para cada um dos subintervalos do atraso, de acordo com @agkan de andlise por par-
tes do atraso, detalhada na Subsecéo 2.1.1. Contudo, rannegite, analisemos a derivada
da funcéo candidata de Lyapunov caml, parate [tg, tx41) , VEEN*, em quel,=ifh+Ty.
Observe gue este resultado ja foi obtido em (A.64)-(A.72xtdnto, iniciaremos a analise
a partir da construcéo da seguinte LMI, estabelecida a pttombinagédo dos resultados
previamente obtidos.

V(O)lawy<rs < (1) (Qay<r) 1), (A.89)

t€ [tg, trs1) , VEEN*, em que

v 0 o)
Qi< = | * AL 0 € R+ x (T+mrs
ok O(n)
AD — — (d(t)—m) (o=71) 21 0
0 — (ra—d(t)) (ra—1) Z1 |’

< (t)::[azT (t) «"(t—=d(t)) " (t) 2"(t—m) a"(t—m) " (t—73)
i) €51 alt—1in) .. a(t—Ein)| RO
ev™, 0(n) ed(n) séo definidos em (4.14). Ademags,(t) e (t) sdo definidos, conforme

explicitado em (A.74), da seguinte maneira

t—m t—d(t)
fld(t)::ﬁ/ x(s)ds, e ng(t)::TQ%(i(t)/tv t(s)ds,

t—d(t) —T2

hmd(t)—wlgld(t) = i‘(t—ﬁ) elimd(t)_wg&m == i‘(t—TQ).

N&o obstante, devido a existéncia do vetor referente ab dénperturbacdo exodgena,
w(t), conforme apresentado em (4.1), introduziremos um novode (¢) cR(TFmra+rw)
que explicite esta informacéo, tal que

W)= [cF W) W) (A.90)
Por conseguinte, podemos reescrever (A.89) da seguinteiraan

V(t)|d(t)<7'2 S ElT(t) (Q|d(t)<7'2) El(t)v (Agl)

156



te€ [tr, tyr1) , VEEN*, em que

v 0 e 0
a
Q|d(t)<7'2: * A ) @E) ) 8 e R[(’?"‘n)rac‘f'ruz}X[(7+7Z)7"w+7"w} ,
% % 77
* * * 0

eV, O(n) e d(n) sdo definidos em (4.14),/1) em (A.89).

Ent&o, procuramos definir uma mat@ tal que(,(t) € N{G,}, i.e., uma matriz,
tal que(; (¢) definido em (A.90) pertenca ao seu espaco nulo. Diferententas matrizes
introduzidas no capitulo anterior, as quais pertencianspagd vetoriaR?=* (717 e eram
subdivididas em trés matrizes menores, definiremos umamatdz G, cR3 = * (T+mra+rw
subdivida em oito matrizes menores, conforme a definicaoiiseg

61 612 0 0

élz
G 0 0 B,

, (A.92)

em que as matrize®, cR>=*6=  &,cR¥=*?+ e GeR!+*%+ sio definidas da seguinte
maneira

5|0 1 0 10 ﬂj@u:rﬂﬂﬂﬂf 0 r
0 -1 0 0 I 0 0 (ro—d(t))1
G=|(A+A4) (B+AB)K —1 0 0 0], (A.93)

Observe que para este caso, de acordo com as definicdes AB®?2), a expressao
G1(:(t) = 0 é valida. Esta propriedade é necessaria para a corretagimico Lema de
Finsler (Lema B.0.3, no Apéndice B) sobre a expresséo nodaddo da Equacao (A.91).
De forma que esta expressao € definida negativa e, por c@nm’seg'{(tﬂd(t)@ < 0,sea
seguinte expressao for valida

Q‘d(t)<7—2 + FIG_l + élTleT < 0, (A94)

te [tr, tr1) , YREN*, em que a matriZ; é definida da seguinte maneira

351 F1
. 0 0 [(T+n)ra-tra]x3rs
Fi=|  |<E , (A.95)
0 O
em qued; cR6=*%= g
Fy = [FlTl Flo Fi3 Fli Fi5 F1T6] e R, (A.96)
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comFy;eR™*"= parai={1,2,3,4,5,6}, sS40 matrizes de ponderacao livre, i.e. sem res-
tricBes sobre sua positividade. Entéo, através de (A.2&)emos explicitar os termos de
(A.94) da seguinte maneira

v+ F6,+6TFT + EC+GTF1T F161, ©(n) FiB,
B )
o o x A 0 U0 (a9
* * o(n) 0
% * * 0

e¥®, O(n) e d(n) sdo definidos em (4.14),/" em (A.89).

Por conseguinte, se a condicdo em (A.97) for satisfeitabemntkpressao no lado direito
de (A.89) e, por conseguintéf,(t)|d(t)<T2 sao definidas negativas. Este resultado é seme-
lhante ao obtido na Segdo 2.2 (com excecgéo do tdBnponderado poF,). Portanto, ao
invés de aplicarmos o método de Finsler com termos contesdi@svmatrizes, poderiamos
definir um Unico termo para (A.92) e uma Unica matriz de panghe livre de dimenséo
apropriada correspondente a combinac&o diretd; deF,, definidos em (A.95), conforme
proposto no capitulo anterior. Entretanto, resolvemomslidios termos em varios matrizes
menores com o intuito de explicitarmos os termo$-gdeem (A.96), que ponderam os ter-
mos deG, em (A.93). A necessidade de se explicitar estes termoslsetamente observada
nas proximas sec¢des, nas quais o gaiihgerd considerado como sendo uma das variaveis
desconhecidas da LMI.

Observe que, até este ponto, podemos inferir sem maioresld#des que a expres-
SEOV (V)|awy<m < CF(1)Q1Ci(t) € valida,te [ty, t,11) , YKEN*. N&o obstante, a partir da
definicdo de

T7=|(C+AC) (D+AD)K 0 0 0 0] eR“*", (A.98)

iremos introduzir e adicionar o seguinte termo

T,T, 00 0
. 0 00 0 |
T
t t
O e 10
0 00 —2I

em (T ()¢ (t), de forma que se a expresséo resultante for definida negatoa, se a
expressaq; (t)%,((t) < 0, em que

'(w) 56,4679 + F.GLG F. + f§f2> F.6, O(n) FiB.]
_ 0
¥ — * A 0 0 1 (a99)
* * o(n) 0
I * * * —y [

for valida,t€ [ty, ty11) , YVkEN*, entdo podemos através da definicdade, em (4.7), dire-
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tamente afirmar que

V() awy<m + 27 (1) 2(t) — v (Hw(t) < 0, (A.100)
te€ [t tpa1) , VEEN™.

N&o obstante, continuando a analise, consideremos ag@asos especiais d&, em
qued(t)—7 ed(t)—7». Analisando as matrizes resultant®s| ()., € 31|a)—sr, € NOta-
vel que todos os termos conten@tit)—7;) s@o eliminados da primeira matriz e sdo subs-
tituidos por(m,—7;) na segunda matriz, enquanto o inverso ocorre com 0s termosncip
(r—d(t)). Entdo, de maneira analoga ao procedimento realizado aeaspdo Capitulo 3,
iremos reorganizar o termg! (t)3,(, (t) da seguinte maneira:

o —d(t) - _ _ d(t)—7 - _ _
FOBGO = 200 ik Grlt) + 7T (Silaon) Cale)
COMtE [t, trt1) , VEKEN*, em que

fll(t):z[xT(t) 2T (t—d(t)) 2T(t) 2T(t—m) 2T(t—m) 2T(t—m)

(1) alt—1in) . a(t—Tin) WT(H)] € RO,
Co(t):=|2T(t) 2T(t—d(t)) z7(t) 2T (t—m) 2T(t—m) 2T (t—ms)
L) a(t—1n) ... a(t - Tin) wT(t)] e RUO+mratrn) (A.101)
e
(W45, + 6T FT4FIGHG F+T5T;)  (m—m)FiT; O(n) FiB,
§1|d(t)_”: * —(72—7-1)221 0 0 ’
' * * d(n) 0
* * * e

parai={1,2}, comI'; eI’y definidos em (4.14).

Por conseguinte, observa-se qfgt)¥.(.(t) é convexo em relagdo &t) e, desta
maneira, a expressdo é definida negativa se os VEHHEES (X1 at)—r ) C11(t) € (a(t)
(Z1la)—r ) Cr2(t) forem definidos negativose [ty, tii1) , VREN®,

Além disso, podemos analisar a positividade dos terﬁ]q)(gt)wi, i = {1,2}, através
da utilizacdo do complemento de Schur sobre o tef@ﬁz. Destarte, podemos concluir
gue os termo§1|d(t>_w1 e i1|d(t)_m sao definidos negativos se e somente se a seguinte
expressao for valida,

[(V0+5,6,4+6TF+F GG 'F)  (n-m)Tily O() FiB. T]
% —(r—m)’Z; 0 0 0
Y= * * o(n) 0 0| <0,
% * x =1 0
i * * * * —1]
(A.103)
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parai = {1,2}, t€ [tx, tr41),, YkEN*. Ainda, se considerarmos a defini¢cdo das incertezas
variantes no tempAA, AB, AC, AD em (4.2), podemos explicitar os termosGeI'.
De forma que possamos reescrever (A.103), pard 1,2}, da seguinte forma

'(\11<1>+5—qe51+e5{5?+F16+GTFf) (p—m)FT; O(y) FiB, T
* —(n-7m)’Zy 0 0 0
Y= % % dn) 0 0
* * x  —v21 0
i * * * * —1]
FL(H A=) +(HABT=)F; 0 0 0 (HA(DI=)T)
0 000 0
+ 0 000 0 <0 (A.104)
0 000 0
i * 0 00 0 ]

em queFElzz[EA =K 0 0 0 o}, FEQ::[EC =K 0 0 0 0] eGely, sdo
definidos em (4.14). Ademais, se definirmos as matrizes,
— T
. FiH;)” 0 0 0 0 'z, 0000
In:=dia At,At,a::( e [B:=|_"" ,
A g{()()}llo 000H§] ﬁlrsoooo
(A.105)

2

podemos reescrevens,;, em (A.104), da seguinte maneira

_<W(1)+?1®1+®1T5?+F1G+GT?{) (p—m)HT: O(n) FiB, TY]
* —(r—m)*Zy 0 0 0
Y= * * ®(n) 0 0
* * B
i « * * S
+ai Iaf + BT I{an. (A.106)

Por conseguinte, se aplicarmos a desigualdade de Park-fleama B.0.4 (1), Apén-
dice B), com matriz de pondera¢@o=diag{e1 I, ;21 }, i={1, 2}, sobre a expressdo mais a
direita de (A.106), obtemos a seguinte desigualdade

Cht) (af Iaf + BT TRan) Gi(t) = 2G5 (1) af TaBCu(t)
< LM (I ol an + 1,87 8) Cult), (A.107)
em que os escalares e¢;, Sdo positivos, para={1, 2}. Entdo, introduzindo a desigualdade

(A.107) em (A.106), e aplicando o complemento de Schur nadteo obtido, observamos
que a matriZ>,; é definida negativa paia= {1,2}, se e somente se, a seguinte desigualdade

160



for valida

"<x1f<1>+3qe51+e5{&'? +F1G+GTF)) (n—m)FLy ©(n) FiB, T%)
* —(7'2—7'1)2Z1 0 0 0
* * ®(n) O 0o LB"
* * x —2 0 <0,
* * * * -1
) 5 I, 0
* x =1,

“(A.108)
comte [ty try1) , YeEN*. E facil perceber que o termo a esquerda da desigualdadseapre
tada (A.108) equivale &, e X1, definidos em (4.14), para=1 e i=2, respectivamente.

Por conseguinte, é interessante ressaltar que se as mairize >;, forem definidas
negativas, entdo a expresséo apresentada (A.100) seia, \i/fx’izli,\'/(t)|d(,5)<72 + 2T (t)2(t) —
V2w (Hw(t) < 0, te [ty, tri1) , YkEN*. Neste ponto, estamos prontos para analisarmos as
condicOes estipuladas na Definicao 4.1.1. Primeiramensjderemos a questéo referente a
estabilidade robusta do sistema em malha fechada (4.7)s8acia de perturbacbest), ou
seja, comu(t) = 0. Neste caso, considerando (A.100), tem“4e) <, < V(t)|a@)<m +
2I(4)2(t) <0, parate [ty, tpy 1), VkEN*, em quezT (¢)2(t)>0. Além disso, a partir da LMI
definida em (A.103) e da relagdo de convexidade éhmé facil deduzir que na auséncia
de perturbacdtes a matr\ié(t)\d(t)<T2 sera definida negativa se as matridlgg parai={1, 2}
forem definidas negativas, em que

(P45, +6TFT4FIGHG F)  (m—m)TiTs O(n)
;= * —(7’2—71)221 0 )
* * ®(n)
comG definido em (A.93).

N&o obstante, é facilmente notavel que, devido a aplicagadedigualdade de Park-
Moon, a expressao obtida em (A.108) é maior (no sentido diiypdade) do que a ex-
pressao em (A.106) e, consequentemente, maior do que asiprem (A.103), ou seja, a
desigualdad&,; < ¥y;, € valida para = {1,2}, t€ [ty, tx41) , VKEN*. Por conseguinte, se
as condicdes de negatividade referente as matrizes:,, forem satisfeitas, entdo as ma-
trizesy,; e X, também seréo definidas negativias|t,, t.,1) , Vk€N*. Ademais, € notavel
que as matrize¥,;, i = {1,2} podem ser estruturadas como matrizes blocos da seguinte
maneira,

— —T
Fle FZ
_ Ay A —*I 0
Eli: 1 2 , em queAli:HM, A2: 0 01, A3: i )
x  As 0 0 0 —1I

e, portanto, assumindo as condi¢des sobre positividadeggatividade), € facil inferir que
S, i={1, 2} sao definidas negativas somenteAsg e A ; forem matrizes definidas negati-
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vas. Destarte, se as condi¢des impostas no Teorema (A satisfeitas, entdo as matri-
zesYy;, i = {1, 2} seréo definidas negativas e, por conseguinte, as makizes= {1,2}
também serdoic [ty, tx11) , VkEN*. Assim, satisfazendo as condi¢cdes impostas no Teo-
rema (4.2.1), garantimos qﬁié(t) |la)<r Sera definida negativa na auséncia de perturbacgdes
exogenasy(t) = 0, comte [ty, tpi1) , VEEN™.

Analisaremos entdo a segunda questdo imposta nas disete@efinicdo 4.1.1. Procu-
ramos, portanto, assegurar que, considerando condigomssmulas, a desigualdade< 0
seja satisfeita, em que

1= [ ("0 le) de (A-109)

Para tal, observa-se a validade da expressdo em (A.10®@),asasondicbes do Teo-
rema (4.2.1) sejam satisfeitas. Integrando todos os tedaespressao dg ate [tx, ty11),
VkeN*, obtemos

/t (V(t)\d(t)«2 + 27 () 2(t) — 72WT<t)w(t)> g —

V(t)|awy<r, — V(te)|awy<m +/t (2" (1)2(t) — YW (t)w(t)) dt <0.

Ademais, dado qué’(t), V(¢) e z(t) sdo continuos em, e tomandd J,” , [tk, tk+1) =
[0,00), observa-se

V(t)]awy<r, — V(0)a)<r +/0 (2" (1)z(t) — YW (H)w(t)) dt <0.

Entdo, considerande-0, sob condi¢des iniciais nulas, e sabendo que a funcéo deihgap
€ positiva decrescente, pode-se inferir sem maiores difidals que

/OOO (z7(1)z(t) — Yw" (t)w(t)) dt <0,

e, portantoJ < 0. Entdo, podemos concluir quie(t)|| < v||lw(t)|| para qualquer pertur-
bacédo ndo nulay(t) € L[0,00). Desta maneira, concluimos a primeira parte da prova do
Teorema (4.2.1).

Neste ponto, deveremos nos focar no caso emrgued(t) < 73. Utilizando argumentos
semelhantes, podemos derivar resultados analogos ade®péra o primeiro subintervalo.
Primeiramente, consideremos a derivada da fungédo camdigatyapunov (4.11) para o
segundo subintervalo, cor [t;, tx. 1), VEEN*. Observe que este resultado ja foi obtido
em (A.64)-(A.67), (A.71) e (A.81). Portanto, iniciaremoarglise a partir da construcao da
seguinte LMI, estabelecida a partir da combinacao dostestag previamente obtidos.

V(t)|d(t)>7'2 S C?ér(t) (Q|d(t)>7'2) CTQT(t% (AllO)
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te€ [tr, tyr1) , VEEN*, em que

v@ 0 8@ 0
A®) 0 0
Q|d(t)>7—2 — * c R[(7+77)7"w +7“w} X [(7+77)7"w +7"w] ’
x« ®(n) 0
* * * 0
A@_ |~ dt)=m) (13-72) 2 0
0 — (13—d(t)) (13—72) Z2 |’

fg(t)::[xT(t) 2l (t—d(t)) 2T(t) 2T(t—m) 2T(t—m) 27(t—m)
lt) €1 alt—1n) .. wt—TLn) WT(|eRTI
com¥ M, O(n) e d(n) definidos em (4.14%L,(t) e ¢L(¢) sdo definidos em (A.82).

Similarmente ao primeiro caso, definiremos uma ma@zER>"= * [(T+n)r=+7u] tal que
((t) € N{G,}, i.e., tal quely(t) pertenca ao espago nulo @&. Para tanto, definiremos as
matrizes $,cR?*=x6= e $,,cR?=*%= da seguinte maneira

0 1 00 -10] 0522_[(d(t)—72)1 0 ]

05212
0O —-I 00 0 I

L0 (—d)I

de forma que
62 622 0 0

G_zz
G 0 0 B,

, (A.111)

em queG ¢ definida em (A.92). Assim, observamos que a expre&sdg(t) = 0 € valida e,
portanto(,(t) € N{G2}. Ndo obstante, introduziremos uma maffizc RI(T+mre+ru]x3r:
tal que obtenhamos

V(t)|d(t)>7'2 < EQT(t) (Q|d(t)>7'2 + FZG_2 + G_ZTFZT) EQ(t)a (AllZ)
te€ [tr, tyr1) , VEEN*, em que
352 F2
_ 0O O
F, = , A.113
2 0 0 ( )
0 O
€ T
Fo= |FL FL, FL, FL FL FL| ero™m (A.114)

com as matrizes de ponderacao livre, i.e. sem restricoe® soia positividadeF, €
ROr=x2r= @ F,, € R™=*"=, parai={1,2,3,4,5,6}. Destarte, podemos reescrever a desi-
gualdade em (A.112) comid(t)| s <CF (t)QaCa(t), em que

U@ 4 F, 8,4+ GTFT + FoG+G Fa Fo®y O(n) FaB.
_ 2)
0, = * A 00 (A.115)
* * d(n) 0
* ES * 0
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comt€ [ty, tey1), VREN®, € 0s termost(®, O(n) e ®(n) definidos em (4.14), a® em
(A.110).

N&o obstante, a partir da definicioldgem (A.98), introduziremos o seguinte termo

T,T, 00 0
7 0 00 0 |-
T
t t
2O 0 00 o |20
0 00 —92I

em (A.115), de forma que se a expressao resul@nteX,(,(t), paratc [ty, tp1) , VREN*,
em que

(02 + F20,4 61T 154G Fy +T517) F285 O(n) R,

_ 2

=, = * A 0 0 | (a116)
* * d(n)
* * x =2

for definida negativa, entdo podemos, analogamente aoiprigaso, afirmar que

V()laysm + 27 (0)2() — v (Hw(t) <0, (A.117)
te [tk, f}k+1) ,VkEN*.

Consideremos agora as matrizes resultantds g@rad(t)—m ed(t)—3, i.€.,5, |d(t)—r
es|4)-- Eliminando as linhas e colunas nulas resultantes dos sgri0— 1) e (3—d(t)),
podemos reorganizar a expresgaot)X,(,(t) da seguinte maneira:

FOTalt) = P0G (Salaern) Gnlt) + T Gh(O) (Salan) Gl

te€ [tr, tyr1) , VEEN*, em que

(\11(2)+?2®2+®§T5+?QC+GT?Z+FZF2) (7’3-7’2)?21—‘@' @(77) FQBW

2
_ —(13—12) " Z.
Z:2|d(t)~>n+1: * (7—3 7—2) 2 0 0 )
* * ®(n) 0
* * *  —2I
(A.118)

parai={1, 2}, comI'; e’y definidos em (4.14), e

Egl(t)I:[ZET(t) 2T (t—d(t)) 2T(t) 2T(t—m) 2T(t—7) 2T(t—m)
L) at—1n) .. ow(t-in) oT(f)] e RO,

Coo(t):= 2T (t) 2T(t—d(t)) 2T(t) 2T(t—71) 2T(t—m) zT(t—m3)

Ea(t) w(t—1n) ... a(t—12n) wT(t)] ¢ R(E+nratru) (A.119)
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Analogamente ao primeiro caso, observa-se que 0 tefigY.(,(t) € convexo em
relagdo ai(t) e que, por conseguinte, este é definido negativgge) (X |ag—r, ) (1 (t) €
(5 (1) (Ba]aey—rs ) C22(t) forem definidos negativosg [y, tj1) , VkEN®.

Além disso, aplicando o complemento de Schur a fim de desiassascmatrizefgfz
em (A.118), obtemos a seguinte LMI

[(VO+5,6,4+ 61T +FGHG'F,)  (—m)Tli O(n) FaB. T
% —(13—m)°Zy 0 0 0
Yoi= * * o) 0 0| <0,
% * x =i 0
i * * * * —1]
(A.120)

que é valida para = {1,2} se e somente se as matri2es).,, i = {1,2}, forem
definidas negativase [ty t,,1) , Vk€N*. Contudo, observe que as matrizes I'; sdo
variantes no tempo. Destarte, considerando a definicAondaegezas variantes no tempo
AA,AB, AC,ADem (4.2), reescrevemos a LMI (A.120), explicitando os texnederentes
as incertezas, conforme abaixo

_<\I/(2>+3’2Q52+Q52T§2T+F2G+GTF§) (=) Tl O() FoB, TIZ
* —(3—1)°Zy 0 0 0
Yop= % % dn) 0 0
* * B
i * * * * —1]
+ ol InB+ BT ay <0, (A.121)

em que

Inmdiag{A(). A}, ag| (F2E0) 000 0] e B

0 00 0 HY

coml'z, 'z, Gel', definidos em (4.14).

Por conseguinte, ao aplicarmos a desigualdade de Park-Meora B.0.4 (1), Apéndice
B), com matriz de ponderagégm:diag{e(m)lI,e(m)gl}, i={1,2}, sobre a expresséo
al Inp + pTTXay e, em seguida, aplicarmos o complemento de Schur sobre kacksu
obtido, verificamos que as matrizEs, e X,, serdo definidas negativas se e somente se a
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seguinte LMI for valida

(@<2>+92®2+®2T3';f +F2G+GTF§> (r3—2)FoT; ©(n) FaB, T
* —(7'3—7'2)222 0 0 0
T I T
* * * —nyI 0 <0,
* * * * -1
* ey 0
i * * ey |

(A.123)
comte [ty, tp11), VEEN*, em que 0s escalareg, es», €41 € €42 SA0 positivos. Observe ainda
que a matriz a esquerda da LMI (A.123) equivale,ae Xo,, definidos em (4.14), patia-1
e =2, respectivamente.

Por conseguinte, é interessante ressaltar que se as mmaisize Xy, forem definidas
negativas, entao a expressao apresentada (A.117) seié,\i'ézli,V(t)|d(t)>T2 + 2T (t)2(t) —
V2w (t)w(t) < 0, t€ [ty tpy1), VREN,

N&o obstante, é interessante neste ponto analisarmosdis@sestipuladas na Defini-
céo 4.1.1. Primeiramente, analisemos a questédo referestalailidade robusta do sistema
em malha fechada (4.7) na auséncia de perturbagfes= 0. Consideremos, entdo, a LMI
definida em (A.120) e a relacéo de convexidade destaXgnE possivel inferir que para
t€ [tr, tre1) , VKEN*, na auséncia de perturbagdes, Lét) = 0, a fungaoV (¢)| 4>, sera
definida negativa se as matridés, ell,, forem definidas negativas, em que

(@(24%@5#@55&@@6%2) (rs—70) Tl O(n)
H2i: * —(7’3-7’2)222 0 )
* * d(n)
comi={1, 2}, eG definido em (A.93).

Além disso, é valido afirmar que se as condi¢cdes do Teorema #im satisfeitas,
entdo as matrizes,;, Yso €, Por conseguinte,s; e Yo, deverdo ser definidas negativas,
te [ty, tri1) , VEEN*. Ademais, é notavel que as matri2es, i = {1, 2} podem ser estrutu-
radas como matrizes blocos da seguinte maneira,

F.B, T, -
] ,  emaqueA;;=Ily, Ax=| 0 01, A3:[ g [],

0 0

21—

= Ay A
> [1 2

* A3

e, portanto, é facil concluir que se as matrizgs e X,, forem definidas negativas en-
tdo, obrigatoriamenteA;; e Az deverdo ser definidas negativas. Destarte, se as condi-
cOes impostas no Teorema (4.2.1) forem satisfeitas, estéwtizes:,;, i = {1, 2} serdo
definidas negativas e, por conseguiﬁi’ét)|d(t)>T2 sera definida negativa com(t) = 0,

te€ [tr, tpr1) , VEEN*.
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Analisaremos agora condi¢fes que assegurem a validadgaladsequestdo imposta
nas diretrizes da Definicdo 4.1.1, ou seja, procuramos asgegue, considerando condi-
¢Bes iniciais nulas, a desigualdagte [ (7(t)z(t)—y*w’ (t)w(t)) dt < 0 seja satisfeita.
Entdo, analogamente ao primeiro caso, verificamos a vaidadexpressao em (A.117),
te [tr, tyr1) , VEEN*. Em seguida, integrando todos os termos da expressao eti/jAlé
ty, atéte [ty, trr1) , YREN*, obtemos

t
V(Olawsm = Vt)lawsn + / (" (O)2(t) — YW (Hw(t)) dt < 0.
g
Ent&o, dado qué (¢), V (), e z(t) s&o continuos erty ;2 , [tx, trr1) = [0, 00), fazemos
t—o0, de forma que

V(00)|atysm — V(0)|aysr, + /000 (27 (t)2(t) = YW (H)w(t)) dt < 0.

Ademais, sob condig¢8es iniciais nulas, e sabendo que aduteg&yapunov é positiva de-
crescente, pode-se concluir

/OOO (z7(1)2(t) — Y*w" (t)w(t)) dt <0,

e, portantod < 0. Entdo, podemos concluir quie(t)|| < v||w(t)|| para qualquer perturba-
¢ao ndo nulay(t) € Ls[0, 00).

N&o obstante, estamos agora prontos para fazer as afirmfagdisssobre o Teorema
4.2.1. Provamos que se as condi¢Oes estipuladas no Teooeema $atisfeitas, entdo a
funcdo candidata de Lyapunov canfit) = 0 é estritamente decrescente para ambos su-
bintervalos e, portanto, também é decrescente g@ja-7,, ou seja, a derivada da fungéo
de Lyapunov)V(t), é continua definida negativa canft) = 0. Deste modo, o sistema é
assintoticamente e robustamente estavel na ausénciatdepeéo exdgenas. Além disso,
observamos que, considerando condi¢des iniciais nulasgarge desigualdade é valida
I= ;7 (27 (t)2(t) =" (t)w(t)) dt < 0 e, portanto]|z(t)|| < v|w(t)| para qualquer per-
turbacdo ndo nulay(t) € L»[0,00). Por conseguinte, o sistema de controle em rede em
malha fechada definido em (4.7) é assintoticamente e rabasta estavel com critérild,,.,
referente a saida do sistema de controle, limitadoyemAssim, concluimos a prova do
Teorema 4.2.1.
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A.6 PROVA DO TEOREMA 4.3.1 —[CAPITULO 4]

Para deduzirmos o Teorema 4.3.1, devemos primeiramensgdeoar as questdes esti-
puladas na Proposicéo 4.3.1. De acordo com a Proposicaonds@es para encontrarmos
um controlador de realimentacao de estados com gangoe estabilize o sistema e garanta
bom desempenho de acordo com a noriaestdo definidas na forma de BMIs, por conta
da existéncia de termos cruzados entre as maffizes K, j={1,...,6}, e entre as matri-
zesF,; e K, j={1,...,6}. Estes termos aparecem nas seguintes expregsées GTET, e
FoG + GTFS, cuja decomposicao resulta em

F,G+G'F, =

[FiA+ATFT FuBK+ATFL,  —Fj+ATFL, ATFT, ATFL ATFL
* FjoBK+K'B'Fl, —Fj+K'B'Fl; K'BF], K'B"F]; K'B'Fl;
* * —Fj3—Fl; —Fl —Fl; —F
* * * 0 0 0 ,
* * * * 0 0
* * * * * 0

L * * * * * *

(A.124)

paraj={1,2}. Observe que os desafios da andlise s&o incrementados foettasavaria-
veis ndo se multiplicarem diretamente, i.e., devido a érish de termos entre as variaveis.
Destarte, para eliminarmos estes termos cruzados, pameirte, iremos considerar a mul-
tiplicacdo a esquerda e a direitaXg, Y12, Y21 € Yo, pOr

Dyx =diag{Dx, X, Dxy, I,I, I,1,I, T} € RIOTFMratrulx{@itmratru]
em que

Dy = diag{X,X,X,X,X,X} € RO,
®X77 = dzag{X, . ,X} c R(n—l)rwx(n—l)m’

eX” =X > 0 e, portanto,Dx > 0. N&o obstante, como resultado desta opera¢éo obtemos
0S seguintes termos

S — S — S — S —
Dx X111 Dx, Dx i3 Dx, DxXy Dx, Dx Xy Dx, (A.125)

Ademais, devido ao fato d®yx ser uma matriz definida positiva podemos afirmar que as
matrizesyq;, Y12, Y91 € Yo SA0 Matrizes definidas negativas se e somente se as matnizes e
(A.125) também forem definidas negativas. Assim, procusgaoomdicdes que satisfagcam
esta condi¢do. Visando facilitar a analise, primeiramesxplicitaremos todos seus termos,
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a partir da definicdo dB;1, X132, Y21 € Y9 em (4.15)-(4.16),

Dx Tim Dx =
Dy T Dy |
+Dx (F161+6] ) Dx | (ro—71)DxF10inX DxO(1)Dx,y DxF1Bo, DxI'L DyTa,,
+Dx (F16+GTF} ) Dy
* —(12—11)*XZ1 X 0 0 0 0
* * Dy, ®(n)Dxy 0 0 ’
* * * —nyI 0
* * * * -1 'y
i * * * * * Em |
Dx Yom Dx =
Dy Dy |
+Dx (F282+ 6 T7) Dx | (r3—1o) DxFalmX DxO(n)Dxy DxFaBu, DxIh Dxla,, s
+Dx (F6+GTF, ) Dx
* —(T3—79)*XZoX 0 0 0
* * Dy, ®(n)Dxy, 0 0 0 ’
* * * —72I 0
* * * * -1 'y
I * * * * * € (m+2)
(A.126)
param={1,2}.

N&o obstante, analisemos as seguintes expressoes,

Dy (F18:1+8TF)Dy = DxTFidiag{X, X}&+(DxF1diag{X,X}&)";
Dy (Fo®o+®3F3)Dx = DxFadiag{X,X}Go+(DxFodiag{X,X}&,)";
(o—71)DxF1 X = (1o—1) DxFrdiag{X, X}T'x;
(13— 72) DxFol',, X = (13—72) DxFadiag{X, X}Tk.

Observe que estas sdo as Unicas expressdes nas quais zssdatponderacao livig e I,
aparecem. Portanto, podemos, sem nenhuma restricaor defias matrizes de ponderacao
livre da seguinte forma

F = Dx,Fidiag{X,X} € R"=*?= ¢
Fy = Dx, Fadiag{X,X} € R¥=*?s (A.127)

Ademais, analisando as matrize§), ¥, O(n), e ®(n), observa-se que estas sdo ma-
trizes blocos constituidas pelas matrizesS;, j = {1,...,n}, Zi, Z2, N e M. Portanto,
ao multiplicarmos matrizes bloco diagonais constituidas{pa esquerda e a direita destas
matrizes blocos, na realidade estamos multiplicando @awerK a esquerda e a direita de
todas as matrizes que formai!, ¥, O(n), e ®(n). Além disso, é interessante notar
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que estas matrizes sO existem nas matrizes blocos citadnstermos—(TQ—Tl)szlx e
—(Tg—TQ)QXZQX, conforme pode ser observado em (A.126). Destarte, viggméga existem
termos cruzados entre as matrizes citadas, podemos defsegaintes novas variaveis,

P=XPX, Z\=XZ\X, Zy=XZoX, S§;=XS;X, j={1,...,n}
NH:XNHX, N12:XN12X, NQQZXNQQX, Mji:XMjiX, ]:{1,,7’]}, Z:{],,’I’]},

Observe que as restricbes quanto a positividade dos nanoss€ determinada pelas matri-
zes originais, ou seja, se uma dada mdfriZor definida positiva enta¥ 11/’ X ser4 também
uma matriz definida positiva. Assim, podemos multipliXax esquerda e a direita de todas
as restricbes impostas em (4.12), de forma a obtermos agdestestipuladas em (4.17).
Assim se estas ultimas forem satisfeitas, entdo as ressred (4.12) também serdo satis-
feitas.

Por conseguinte, feito esta analise, reescrevemos (AdE263guinte maneira

[ w1 —|—3':1Q51+Q5F{3':1T o A = T _
<+®x <f1G+GTF1T) Dx) (e=1)F1Lm ©(n) DxF1By DxI'z DxT'a,,
x —(-m)°Z1 0 0 0 0
Dy L1 Dx = * * o) 0 0 0
* * * —~21 0
” * * * -1 Ty
* * * * * Em
(0@ 1 Fy6,+6TF,T . A = T _
<+Dx (FQG+GTF§) Dx) (r3—72)F2L'm ©(n) DxFaB, DxI'; DxI'a,,,.
% —(13—m2)%Zs 0 0 0
5)( Yom 5X = * * (i)(n) 0 0 0 ’
% * * —2T 0
* * * * -1 Ty
* * * * * € (m+2)
- (A.128)

param={1,2}, em que?™, ¥, O(n) e d(n) sdo definidos em (4.19).

N&o obstante, as matrizes em (A.128) ainda apresentamdemmpados entre matri-
zes variaveis e, portanto, questdes referentes a suavjuzgie (ou negatividade) ndo po-
dem ser analisadas por meio de algoritmos convexos. Pameirte, analisemos aos ter-
mos @XFAJ., com j={1,2,3,4}, nos quais aparecem 0s termos cruzafe®,, DyF-,
Dxlejr € Dxlejr, comj={1,2,3,4}. Podemos entdo simplificar a analise multiplicando
diag{I,..., I, &1} € RIM+nratra]x[(dn)ra470] -3 esquerda e a direita dBx ¥1,, Dx €
multiplicandodiag{I, ..., 1, &,},} € RIIHnratrulx(nr+ral 3 esquerda e & direita de
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Dy Yo, Dx , m={1,2}. Destarte, obtemos

(80 1 F6,+6TFT N _ .o
(—FDX(flG—{—GTflT)DX) (ro—m)F1 0y, ©(n) DxF1B, DxI'y T'a,,
* —(ro—11)*Z1 0 0 0 0
Tim= * * d(n) 0 0 0 |
* * * —2I 0 0
* * * * —1I me
* * * * * —I
(VO + 558,167 5,7 N _ .
(—FDx(FzG—l—GTBT)@X) 7= 32l O() DxFaB DXLz P
% —(13—72)°Zy 0 0 0 0
Topm= * * <i>(77) 0 0 0 , (A.129)
* * * —2T 0 0
* * * * —TI fH(m+2)
* * * * * —I

param:{1,2},comej: 0 ejf;HQ 0 0],j:{1,2,3,4},

D=6 DxFuHL 0 DXTE, DXTL ] Do, =6 DxFifly 0 DXTE, DTL;
fABZ[Egllgxﬁng 0 ﬂxlgl @XF;}; f‘A4:|:6211®)(?2H1 0 ®XF£1 @XF;}
Por fim, falta analisarmos os termos cruzados resultéb&gﬁl, @leg e KX. Para tal,
redefiniremos o ganh&™ da seguinte formall =YX~!. Entdo, utilizaremos a solucdo mais
ordinaria para a resolucéo deste problema, a qual apesalatigamente ingénua apresenta

bons resultados. Adicionaremos as seguintes restricbes as matrizes de ponderacgao livre
Flja F2j, j:{l, 2, 3, 4, 5, 6},

Fli=X"1, Flo=01 X!, Fi3=0oX"!, Fly=03X!, Fis=0, X!, Fig=05X"",

For=X"", Foo=01 X!, Fa3=09X !, Foy=03X"", Fos=0, X", Fos=05X"",  (A.130)

em quer;, j={1,2,3,4,5}, so constantes predefinidas.

Desta maneira, podemos definir as seguinte matrizes

_ _ T
&::DXFlzﬂ)XFQ:[[ oI oo o3l o4l 051] :

G::GDXZ[AX BY =X 0 0 0]; fzzzrzﬂxz[cx DY 00 0 0};
fEI::PEIQX:[EAX Z5Y 000 0}, f52:=r52®><=[50x ZpY 000 0},
(A.131)

Entdo substituindo os termos obtidos em (A.131) nas matiizg e 1,,, m={1,2},
em (A.129), obtemos as matrizes definidas em (4.18). Dest@inaa se as condi¢des do
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Teorema 4.3.1, escritas na forma de LMIs, forem satisfetatsio as condi¢cdes apresentadas
na Proposicao 4.3.1 serdo satisfeitas. Assim, concluirposva do Teorema 4.3.1.
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A.7 PROVA DO TEOREMA 4.3.2 —[CAPITULO 4]

No Teorema 4.3.2 estabelecemos condi¢cdes que se satisfesieguram o cumprimento
das questdes estipuladas na Proposicéo 4.3.1 com retegesiabilidade robusta de sis-
temas de controle em rede com desempenho garantido segunitério ., conforme a
Definicdo 4.1.1. A Proposicdo 4.3.1 esta escrita na formaMlis Bdesigualdades matrici-
ais bilineares) e, portanto, a anélise para este caso deigarconvexa devido a existéncia
de termos cruzados entre as matriegse K, j={1,...,6}, e entre as matrizes,; e K,
j={1,...,6}, conforme apontado em (A.124). Inicialmente, para a soldgste problema,
iremos utilizar algumas das solugdes previamente descr@subsecao 4.3.1.

Primeiramente, consideramos a multiplicacéo a esquerddireita das matrize¥,
Y12, Y91 € Xgo (definidas na Proposicéo 4.3.1), por

Dy =diag{Dx, X, Dxy, 1,1, I,1,I, T} € RIATFMratrulx{itmratru]
em que

Dy = diag{X,X.X,X,X,X} € R0
DXW = d’lCLg{X, .. 7X} c ]R(??—l)mv><(77—1)7“gc7

eX” = X > 0 e, portanto,Dx > 0. Analisando os termos resultantes desta operacdo de
maneira exatamente igual a apresentada na subsecaoraoteemos os seguintes termos

(¥4 ool F 1Ty O(1) DxF1B., DxI'L Dyl _
<+DX(F16+GTET)DX> (o—1)F1Tm O(n) DxF1B, DxI'y, DxIa,,
* —(—11)%Z1 0 0 0 0
Dx L1 Dx = * * d(n) 0 0 0 |
% * * —21 0 0
* * * * -1 'y
* * * * * Em
77(2) F T T
% —(13—72)°Zy 0 0 0 0
Dx Som Dx = * * d(n) 0 0 0 ;
« * * —2I 0
* * * * -1 Ty
* * * * * 8(m+2)

param={1,2}, em que? ™, T, O(n) e d(n)) séo definidos em (4.19).

Em seguida, definiremos o ganho de realimentagdo déme YX~!, dada a matriz de

173



ponderacao livr&y € R™*"=, Entdo, multiplicaremos

diag{I,.... I, I,1,(e;}I), (e, 51)} € Rl re+ro]x[(H+n)rat+ru] o
diag{I,... I, I,1, (6(*”;2)1])’ (6(:7%2)2[)} € RIAFMratrolx[(Al4n)ratr]

a esquerda e a direita das matrizes resultaddgsy,,, Dx € Dx Zo,, Dx , m={1,2},
respectivamente. Assim, obtemos

(O 4 F 6, +67F, ) ) _ N . AT_
_ . _ T o—T11)F1I,, © DxF1B, I',, DxF1H 0 't TZ
+SDXF1G+(SDXF1G) (2 1) 1 (77) Xr1 z xF1iiy = 1=,
* —(r—7)*Z1 0 0 0 0 0 0 0
x * dmn) 0 0 0 0 0 0
= * * * —2I 0 0 0 0 0 ,
* * * * -1 0 H, 0 O
* * * * *  —€m1d 0 0 0
* * * * * 0 —€m2l 0 0
* * * * * 0 0 —-I 0
| * * * * * 0 0 0 —I]
[ VO 4 56,4615, . . _ - _ o e
— A _ T T3—To)Fol'y, © DxF2B, T DxFoH 0 I'= I's
+DXF2G+(DXF2G) (3 2) 2 (77) X2 A xFal11 = 15,
* —(13—712)Z2 0 0 0 0 0 0 0
* % d(n) 0 0 0 0 0 0
Ty, = * * * I 0 0 0 0 O ,
* * * * -1 0 Ho 0 O
* * * * *  —€(mi2)1] 0 0 0
* * * * * 0 —€m2)2 0 0
* * * * * 0 0 -1 0
i * * * * * 0 0 0 —I_
(A.132)
param={1,2}, e com
G::G@X:[Ax BY —X 0 0 0]; Pz, :=T's Dy— [EAX Z5Y 000 0};
['y:=T; Dy= [cx DY 000 0]; fEQ::FEQQDX:[Ecx ZpY 00 0 0},
(A.133)

N&o obstante, neste ponto a analise difere-se completardardanalise apresentada na
subsecéao anterior. Primeiramente, devemos observar geenoss cruzados aparecem ex-
clusivamente emDxF; e DxF,, ou mais especificamente, ext,; e emXFy;, para
j={1,2,3,4,5,6}. Desta maneira, redefinirembg e F,; como

Fii=X"", Fy=X"". (A.134)

Observe que a Unica restricdo adicionada neste ponto +sfeae fato qué,;=F,; > 0.
Contudo, devemos incluir novas restricdes a anélise pararto problema factivel. Assim,
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eliminaremos os termds,; e Fy; paraj={2,4,5,6}. Ou seja, as matrizes de ponderagéo
livre F, e F, sdo redefinidas como

_ T
Fi=[x" 0 F 000,
T

Fy = [x—l 0 FL 0 0 0] . (A.135)

Obviamente, ha um acréscimo de conservadorismo em relaéampasicéo 4.3.1, todavia
este acréscimo é consideravelmente inferior em compaaéca abordagem por substi-
tuicdo das matrizes por escalares predefinidos, introdunadSubsecéo 4.3.1. Continuando
a andlise, redefinimos as matrizes de ponderacaoHiyre Fo3 comoF; e F,, respectiva-
mente. Assim, observamos que os termos cruzadlgg, e DxF,, sdo consequentemente
redefinidos como

@XE:[] 0 (XF)T 0 0 O}T,

_ T
Do = [1 0 (XF)" 0 0 0] .

Ent&o, visando facilitar a descri¢do da solucdo, sepammas matrizes descritas ébyF;
e DxF, em duas matrizes blocos da seguinte maneira

‘DXF1 :&+F—)(17 ‘DXF2:&+F—)Q7
em que

T
a—:[f 0000 0] ,
- T T
FX1=[0 0 XF)T 0 0 0] ,

Fe=[0 0 (XxF)" 0 0 o]T. (A.136)

Desta maneira, podemos reescrever as matiizge 1»,,, m = {1,2}, em (A.132), da
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seguinte forma

Tim=

) + 3':1Q51+Q5{3':1T
~ NT —— . AN
+66G+(56) +Fxa 6+ (PG

* ¥ X X ¥ ¥ ¥

Tom=

\i/(Q) + 332®2+®%"9?2T
~ ~ T - A~ - A~
+6G+(66) +FxaG+ (FxaG

* X X X ¥ * %

em quel' = {fg 122}.

—(7‘2—7’1)221 0
* d(n)
* *
* *
* *
* *
* *

—(13—72)2Z2
()

0
(:
*
*
*
*
*

O I O R

>T> (ro—71)F10m  O(n) (FTleJr&Bw)

o o

2

* % % ox =

>T> (7—3*7'2)5":2117,1 @(17) (FT(QBer&Bw> fg

fg <F7X1H1+5'H1>

(A.137)

Observe que ainda temos que solucionar o problema dos termexios enfry,, além
da multiplicacdo deste termo com as variavesY emG. Neste intuito, iremos primeira-
mente separar as matrizes (A.137) de maneira a explicies B3mos da seguinte forma,

T1m:(34Tﬁ1 + ﬂ1TOé+
[ v 4 F 6, +675 7

*
*
*

ES

Yom=a" B2 + B3 ot
I U 4 Fy6,+67F,7
166+ (56) PGt (Frab
*
*

ES

ES

. NT . .
+5’G+(ﬁ' ) +Fx1Gx+<Fx1GX

)T (ra—71)F1 T,

—(7‘2—7‘1)221
*
*
*

ES

T| (r3—72)FoT),
)

—(13—72)* 25
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em que

a:C—}ABOOBMOHlOO],

T

b1 = |Fxq 0000000},

ﬁ2:F_X2T0000000}, (A.139)

Fx1 e Fx, sdo definidos em (A.136), e

GAB:[AX BY 0 0 0 o},

Gy = [0 0 -X 0 0 0], (A.140)

de forma ques = G,z + Gx.

Assim, podemos aplicar a desigualdade de Park-Moon [1&Hc(da no Lema B.0.4
(), Apéndice B) sobre os termos cruzades 5 em (A.138), de tal forma a obtermos a
seguinte desigualdade,

o B+ Bla < (o + BT M) Xy (a+ My Sy) + B{ X1 ' B1 + 2B M1y,
By + Bra < (OéT + BQTMQ) Xo (o + Myf3y) + BT X5 By + 2B M,y s

Em seguida, definindd/,= — F;!, M,= — F,!, X;=F,XF, e X,=F,XF,, podemos
reescrever as desigualdades da seguinte maneira,

o’ B+ o < (o = Tx) FiXFy (0 = T) +T; (Ilx - 201) T

Ty + Bla < (aT _ F§> FoXFy (o — Tx) + T (Ilx — 211,) T (A.141)
em que

Tx=[I% 0000000

E:_Iooooooo},

rx=1[0 0 x 000
[Ix = diag{0,0, X, 0,0,0},
I1; = diag{0,0, XFX, 0,0,0},
Iy = diag{0,0, XF3X, 0,0,0}.

Desta maneira, substituindo os termos obtidos pela dddeypim (A.141) em (A.138),
podemos analisar a positividade das matrizes resultamgega do complemento de Schur.
Assim, tem-se que os termds,, e 15, em (A.138) sdo definidos negativos somente se as
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matrizesY 1, e Ty, param = {1, 2} forem definidas negativas, em que

— —Tr —
Tlm:F] (HX — 2H1) I'r+

T v +§1®1+®{3§1T N . . .
o oaA\T — . T (7—277—1)?11‘,,1 @(77) &Bw Fg 5’H1 0 Fg
(+0’G+<O’G> +Fx1Gx+<Fx1Gx) )
* —(r2—71)?Z1 0 0 0 0 0 0
* * o(n 0 0 0 0 0 _
* * Ek : —2I 0 0 0 0 (aT B Fi) ,
* * * * —I 0 H»> 0
* * * * *  —em1l 0 0
* * * * * 0 —ema2l O
* * * * * 0 0 -1 |
i * — (F1XFp) ™"
Tom=T; (Ilx — 2II5) T+
N VO 4 FHeo+eTHT o0 sB. P oH o fT-
16+ (50) HRatuct (FraGy) | T W) 9B T2 oih =
* —(3—m)%Z2 0 0 0 0 0 0
* * dm O 0 0 0 0 )
% % x —221 0 0 0 0 (0‘ FX) ,
* * * * =1 0 H» 0
* * * * *  —€(my2)1] 0 0
* * * * * 0 —€(m42)2! 0
* * * * * 0 0 —1]
% —(FaXF2) ™"

(A.142)

N&o obstante, este termo pode ser consideravelmente fetiagbdi Se observarmos que as
expressﬁeff (Iy — 2I1,) T; eff (Il — 2II,) T'; resultam em termos apenas na primeira
matriz bloco dér,, e T,,,, respectivamente. Desta maneira, podemos definir novaizesat
a partir da seguinte operagao,

I, = FxiGx + (F—chx)T + Ix — 211,
= diag{0,0, (X—4XF;X), 0,0,0}, e
I, = FxoGx + (F—XQGX)T + Iy — 211,
= diag{0,0, (X—4XFyX), 0,0,0}. (A.143)

Além disso, tomando as definicbes em (A.139), (A.141) e (B),lgodemos reescrever

178



as matrizes 1., € To,,, em (A.142), da seguinte maneira

Tlm:
[ ‘i’(l)+5':1®1+@1T5':1 . . - r (AT . |
L NT ro—1)Film O() 6B, T2 &6H, 0 TIL (G 4)
+6G+(&G) i, (r2—71)%1 (n) z 1 z (Gap—TIx
* —(rp-m)?Z; 0 0 0 0 0 0 0
% % d(m) 0 0 0 0 0 0
* * x —2I 0 0 0 0 BT ,
* * * * -1 0 Hs 0 0
* * * * *  —em1d 0 0 HT
* * * * * 0 —€mal 0 0
* * * * * 0 0 —1 0
i * * * * * * * * —(F1XF1)71_
T2m:
(B 4 Fo8,+61F, X . . N 1
L NT . rs—1) Tl O@) 6B, IT  &H 0o Iz (G —F)
+&G+(&G) L1, (r3—72)F2 @) z 1 L (Ghp-T%
* —(r3=712)°Z2 0 0 0 0 0 0 0
* * dm) 0 0 0 0 0 0
* * x —2I 0 0 0 BE
* * * x =1 0 H, 0 0
* * * * * —€mq2)1! 0 0 HlT
* * * * * 0 —€m42)2{ 0 0
* * * * * 0 0 -1 0
| % * * * * * * * —(FgXFg)_l_

(A.144)
Por fim, introduziremos as novas variav#is > 0, U,, > 0, m = {1,2}, a partir da
Imposicao das seguintes restricoes
— (FiXFy) ™ < =y, —XFoX < —Uy,
— (FoXFy) ™h < =V, —XF1X < —Us.

Note entretanto que estas restricdes podem ser reestratadsada aplicacdo direta do com-
plemento de Schur da seguinte maneira

X F X F,
~| >0, -
Fl Vl F2 VZ

F, X
X U

— ) — Y

F, X
= >0,
X U,

em que

X)~(:I, \7191:], Vin?Q:], Ulﬁlzl, UQﬁQZI.

Assim, é facil observar que as matrizes resultantes em 4A.dquivalem as matrizes
definidas no enunciado do Teorema 4.3.2, e, por consegaipteya do Teorema 4.3.2 est4
completa.
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B. FERRAMENTAS MATEMATICAS

Neste capitulo, introduzimos as principais ferramentaematicas utilizadas no decor-
rer do trabalho e para a prova dos Teoremas apresentado€ndié A.

Lema B.0.1. (Regra de Leibniz para a derivada de integrais duplas)

Dadas quaisquer funcde$(y), B(y), C(y,z), D(y,z) e f(s), a fungéo

Aly)  rC(yx)
G= / / f(s)dsdx
B(y) JD(y,v)

possui derivada em, dada por

A(y) pC(y,x)
iG = i / dsdx
dy dy Jew) Jpwe
AlY) T 4 d
-/ [— Cly.2)] F(Cw.2)) — L DGy, ) f(D(y,as»} dr
B L4y dy
d C(y,A(y)) d C(y,B(y))
sa ) [ s o B [ (sas .
Y D(y,A(y)) Y D(y,B(y))

PROVA A prova deste lema é baseada na regra da integral de Leibaizemna funda-
mental do calculo e pode facilmente ser deduzida a partit d&] [ O
Lema B.0.2. (Lema de Jensen4]

Dados os escalares, r, € a matrizM cR™ ™ tal que(r, —r;) >0eM = MT > 0,
entdo dada qualquer funcéo vetorial: [y, 7] — R™, tem-se que

a0 [T M) > (/ x(s)ds)T (f ds). o

Lema B.0.3. (Lema de Finsler)[176, 177]

Dados o vetor: € R™ e as matrize§) € R™*™ e B € RP*™ comrank(B) < m e seja
Bt uma base para o espaco nulo #ei.e., BB+ = 0. Entdo, as seguintes afirmacées sdo
equivalentes

I. 27Qr <0, Vx#0:Bx=0

IL. (B4 QB* <o,

III. 3pueR Q—uBTB <O,

IV. IFeR™? :Q+FB+B'FT <. [ |
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Lema B.0.4. (Lemas de Park-Moon)174, 106]

Dados os vetores € R™ e § € R™, as seguintes afirmacdes sao validas para qualquer
matriz definida positiva = X7 > 0 e para qualquer matriz de ponderacao livié

I - QOzTB <a'Xa+ BTX_lﬂ,
(II) —2a"B < (a+MP)" X (a+Mp)+ "X p+28"MB,

> 0, a seguinte relacao &

g . e JX Y
além disso, para qualquer matriz semidefinida positiva P
*
valida

(%

B

"Ix v-n

(III) —2a"p < [ ) p

il :
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