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Abstract— A novel technique for selecting the poles of orthonormal basis functions in the modeling of dynamic
systems is proposed. To optimize the poles that parameterize the Kautz basis, the gradients of the outputs of
the Kautz filters with respect to their parameters are computed analytically. The gradients for Laguerre filters
follow straightforwardly as a particular case. The dynamic of the orthonormal filters is fully considered in the
gradient computations. These gradients can be used to provide exact search directions for optimizing the poles
of a given orthonormal basis. The search directions can, in turn, be used as part of an optimization procedure
to locate the minimum of a quadratic cost-function that takes into consideration the error of estimation of the
system output. In this paper, the Levenberg-Marquardt algorithm is adopted as the optimization procedure. A
simulated example is also presented to illustrate the method proposed.

Keywords— System identification, Orthonormal basis functions, Optimization, Gradient-based methods.

Resumo— Este trabalho propoe uma nova técnica para a selegdo dos pélos das funcgdes de base ortonormal
na modelagem de sistemas dinamicos. Para otimizar os pélos que parametrizam a base de Kautz, calcula-se
analiticamente os gradientes das saidas dos filtros de Kautz com relagdo aos seus parametros. Os gradientes
para os filtros de Laguerre seguem diretamente como um caso particular. A dindmica dos filtros ortonormais
é completamente considerada no célculo dos gradientes. Estes gradientes podem ser utilizados para fornecer
diregbes de busca exatas a fim de otimizar os pdlos de uma dada base ortonormal. As dire¢bes de busca, por sua
vez, podem ser utilizadas como parte de um procedimento de otimizagao para obter o minimo de uma funcao
de custo quadratica que descreve o erro de estimagdo da saida do sistema. Neste trabalho, utiliza-se o algoritmo
de Levenberg-Marquardt como o procedimento de otimizagdo. Apresenta-se também um exemplo simulado para

ilustrar o método proposto.

Keywords— Identificacao de sistemas, Funcoes de base ortonormal, Otimizagao, Métodos do gradiente.

1 Introducao

Nas ultimas décadas, o uso de funcoes de base
ortonormal (Orthonormal Basis Functions — OBF)
tem sido tema de intiimeros estudos nas areas de iden-
tificagao e controle de sistemas dinamicos — e.g. veja
(Heuberger et al., 2005; Campello et al., 2007) e re-
feréncias inclusas. Esta abordagem consiste em re-
presentar o sistema em termos de uma base ortonor-
mal no espaco de interesse. A principal motivacao
para o uso de OBF naquelas dreas é que os problemas
aproximados correspondentes usualmente possuem
solugbes simplificadas, uma vez que a ortonormali-
dade dessas fungoes leva a modelos mais simples. Em
particular, o uso de OBF na estrutura do modelo per-
mite a incorporacao de conhecimento a priori sobre
a dindmica do sistema (den Hof et al., 1995; Ninness
and Gustafsson, 1997; Nelles, 2001), o que permite
reduzir significativamente o nimero de parametros
do modelo.

As bases ortonormais mais comumente utilizadas
na modelagem de sistemas sao as bases de Laguerre
e de Kautz (Broome, 1965; Bokor and Schipp, 1998;
Heuberger et al., 2005), que sao adequadas para mo-
delar sistemas com dinamica dominante de primeira
e segunda ordem, respectivamente. Para represen-
tar dinamicas mais complexas, as bases de fungoes

ortonormais generalizadas ( Generalized Orthonormal
Basis Functions — GOBF) (den Hof et al., 1995; Nin-
ness and Gustafsson, 1997) sdo mais apropriadas, em-
bora elas envolvam uma parametrizacao mais com-
plexa.

Modelos baseados em OBF podem em geral ser
construidos com um ntmero reduzido de termos para
descrever o sistema. Quando parametrizada ade-
quadamente, a base de fungées ortonormais leva a um
aumento na velocidade de convergéncia em proble-
mas de identificagao (den Hof et al., 1995; Heuberger
et al., 2005), uma vez que o ntmero de parametros
dos modelos OBF depende fortemente da escolha
dos pélos da base. Muitos trabalhos tém sido es-
critos sobre como esta selecao pode ser feita, espe-
cialmente por meio de abordagens analiticas. Para a
base de Laguerre, otimizagoes analiticas que levaram
a solucoes fechadas ja foram extensivamente abor-
dadas (Fu and Dumont, 1993; Silva, 1994; Tanguy
et al., 1995; Campello et al., 2004; Campello et al.,
2006). Para a base de Kautz, investigou-se condi¢oes
de otimalidade para a sele¢ao dos pdlos (Silva, 1995)
e ainda abordou-se formulagoes de otimizagao para
se obter parametros 6timos analiticamente (Tanguy
et al., 2002; da Rosa et al., 2007; da Rosa et al., 2008).
Apesar dos importantes resultados tedricos e avangos
obtidos com respeito a abordagens analiticas, as



solugoes apresentadas na literatura possuem pelo
menos uma das seguintes desvantagens: (i) um mo-
delo do sistema (e.g. FIR ou Volterra) precisa ser
conhecido a priori; (ii) a solugdo é apenas sub-
Otima, pois otimiza somente um sub-conjunto dos
parametros da base.

Em (Bodin et al., 1997; Sarroukh et al., 2001;
Patwardhan and Shah, 2005), sdo propostos métodos
de selecao de polos envolvendo procedimentos de
otimizagao numérica. Neste contexto, sugeriu-se em
(Patwardhan and Shah, 2005) uma formulagio geral
de otimizagao que envolve a decomposicao do pro-
blema de identificacao do modelo em um procedi-
mento iterativo composto por dois passos: uma atu-
alizacdo nos parametros (pdlos) da base ortonor-
mal seguida por uma atualizagao nos parametros
restantes do modelo (com os pdlos mantidos fixos).
Esta decomposicao reduz a complexidade do proble-
ma de identificacao, porém nao se apresentou nenhu-
ma estratégia para obter a direcao de busca a ser
seguida pelo algoritmo de otimizacao. O presente
trabalho propoe uma metodologia para determinar
as diregoes de busca baseado no cédlculo analitico re-
cursivo das derivadas da saida dos filtros de Kautz em
relacdo aos seus pélos. As derivadas para os filtros
de Laguerre seguem diretamente como um caso par-
ticular. Estas derivadas podem ser utilizadas como
parte de um método de otimizagao para obter uma
direcao de busca para os pélos da base. Adota-se aqui
o método de Levenberg-Marquardt (ver Secao 3.2),
uma vez que ele contempla vantagens dos métodos
de gradiente de maior descida e gradiente conjugado
em um unico algoritmo, sendo uma escolha usual em
problemas de otimizacao nao-linear de porte médio.

Este trabalho estd organizado como segue. Na
proxima se¢ao, faz-se uma breve revisao dos modelos
OBF lineares. Na Secao 3, formula-se um problema
de otimizagao dos pdlos das bases ortonormais, a-
presentando os principais fundamentos matematicos
para resolvé-lo iterativamente. Na Secao 4, obtém-
se as equagOes necessarias para implementar a
metodologia proposta quando o modelo OBF é
baseado em fungoes de Kautz. Na Secao 5, um exem-
plo simulado ilustra os resultados tedricos e, final-
mente, a Segao 6 apresenta as conclusoes.

2 Aproximacao de modelos lineares usando
fungoes ortonormais

No dominio do tempo discreto, o classico modelo de
resposta ao impulso relaciona a saida y(k) de um
processo fisico com sua entrada u(k) como (Aguirre,
2004; Heuberger et al., 2005):

y(k) = > h(r)ulk —7) (1)

onde a fungao h(7) é a resposta ao impulso unitdrio
do sistema. Por razoes computacionais, os elementos
de ordem superior de h(7) sdo usualmente conside-

rados nulos, permitindo-se assim truncar a soma in-
finita no modelo em (1), o que é possivel se o sistema
for estdvel. Entretanto, como este modelo nao incor-
pora recursao (realimentacao), ele geralmente requer
um numero consideravel de termos, especialmente se
o sistema possuir dinamica lenta. Esta desvantagem
pode ser superada ao se representar h utilizando um
conjunto de fungdes ortonormais {1, }, como segue
(Nelles, 2001; Heuberger et al., 2005):

m=1

Se o sistema for estdvel, a expansao em (2) con-
verge, e portanto ela pode ser aproximada em um
ntmero finito (M) de termos. Tem-se assim:

M
h(k) =) amtm(k) (3)

Assumindo que u(k) = 0 para k < 0, entdo o modelo
original em (1) pode ser reescrito usando (3) como:

M k
g(k) =Y am Y m(r)ulk —7) (4)

O ntimero M de fungoes necessarias para se obter
uma boa representagao depende da complexidade do
problema, e representa um compromisso entre a pre-
cisao da aproximacao e o ntimero de parametros do
modelo. As fungoes ortonormais mais comumente
utilizadas na representacao de sinais e sistemas sao
apresentadas a seguir.

As bases de fungdes ortonormais generalizadas
(GOBF) sao definidas no dominio complexo z como
(den Hof et al., 1995; Ninness and Gustafsson, 1997):

/1= 182 Tt (1 —@z)
Z_ﬂm H Z_/Bj (5)

m=1,2,...

\IJm(Z) =

Jj=1

onde Bm,fm € C sdo os pélos das GOBF. As
realizagoes correspondentes no dominio do tempo,
Ym(k), sdo dadas pela transformada Z inversa de (5)
e satisfazem a propriedade de ortonormalidade. O
conjunto {t,,} é completo em ¢£2[0, 00) se e somente
se Y (1 —[Bm]) < co (Heuberger et al., 2005).
Nesse caso, qualquer sinal com energia finita pode
ser aproximado com uma precisao pré-determinada
fazendo-se o truncamento da expansdo (infinita) do
sinal nesta base de fungoes.

Quando todos os pdlos de (5) sdo reais e iguais
entre si para qualquer valor de m, i.e. Bm = Bm = ¢,
tem-se a base de Laguerre (Fu and Dumont, 1993):

N <1 —cz)ml

(6)

zZ—C zZ—C

onde ¢ denota o pélo de Laguerre.



O caso particular da base GOBF quando os pélos
em (5) s@o tais que B,41 = B resulta nas fungoes
de Kautz (Wahlberg, 1994; Tanguy et al., 2002):

VA -1 -1 =

Vom(z) = 224+ b(c—1)z—c {

—c2? + blc—1)z+1 m=1
224+blc—1)z—¢
(7
V1—c2 z(z—0b) |:7cz2 +b(c—1)z + 1:| met

\ _ =
2m-1(2) 224+blc—1)z—¢ 224+blc—1)z—c¢

com Py, (z) denotando os filtros pares de Kautz e
Uom—1(2) representando os filtros impares. Neste
caso, b e ¢ sdao parametros reais que estao rela-
cionados com o par de pdlos de Kautz (0, B) como

b=(B+73)/(1+8B) e c=—pp.

3 Definicao do problema

Esta secao formula o problema de descrever de
forma exata e analitica a relagao dinamica entre
os parametros de modelos OBF com a sua saida.
Primeiramente, faz-se uma breve revisao da técnica
back-propagation-through-time (Nelles, 2001). De-
pois, discute-se a otimizacao dos parametros de mo-
delos OBF baseada na adaptacao desta técnica.

3.1  Técnica back-propagation-through-time

Considere um sistema dinamico linear representado
por um mapeamento estatico H aplicado sobre os va-
lores passados dos sinais de entrada e saida, ou seja,
gk) = Hu(k—1),...,u(k —ny),5(k=1),...,9(k —
ny)], onde g(k) denota a saida do modelo. Neste
tipo de modelo, conhecido como Output-Error (OE)
(Nelles, 2001), o mapeamento H possui uma relagao
dinamica com a saida do modelo, uma vez que ele
estd implicitamente e recursivamente incluso nos ter-
mos §(k — i). Logo, nao é possivel estimar os
parametros deste mapeamento diretamente a par-
tir de dados usando uma abordagem padrao de es-
timacao, como um algoritmo de minimos quadrados.
Em vez disso, a abordagem utilizada consiste em re-
presentar a dindmica do sistema por meio de vérios
modelos estaticos, o que pode ser feito através de re-
cursoes no tempo. Para ilustrar essa idéia, considere,
por exemplo, o modelo acima com n, =n, =1, i.e.

§(k) = Hu(k — 1), §(k — 1)] (®)

Suponha que o mapeamento estitico H seja
parametrizado por um vetor de parametros 6. Este
vetor pode ser otimizado se o gradiente de uma
funcao de custo em relacao aos seus elementos
(pardmetros do modelo) estiver disponivel. Por sua
vez, o gradiente depende das derivadas da saida do
modelo com relagao aos elementos de 8. Dado que o
modelo é linear, pode-se inferir a partir de (8) que:

00; 00; gk — 1) 00;
onde Ha e H; sao as porgoes complementares de H

que dependem e nao dependem de g(k — 1), res-
pectivamente, e 6; sao as componentes do vetor de

parametros 6. O primeiro termo de (9) representa
a parte estdtica daquela equacao. O segundo termo
surge a partir da componente recursiva e representa
a parte dinamica da equagao. Note que, se gk — 1)
fosse um sinal externo, tal como a saida medida do
processo, y(k—1), ndo haveria nenhuma dependéncia
deste sinal com os parametros do modelo, e assim
o segundo termo de (9) seria nulo. Em modelos
OE, entretanto, g(k — 1) é a saida do préprio mode-
lo em um instante de tempo anterior, e que de-
pende de 6. Portanto, o segundo termo de (9) re-
quer as derivadas da saida do modelo no instante de
tempo anterior com relacao aos parametros do mo-
delo. Estas derivadas podem ser calculadas a partir
de §(k — 1) = Hu(k — 2),§(k — 2)] como:

Oy(k —1) _ oMa[] OMal] 09k —2)
0; 06 oy(k—2) 06

Novamente, o segundo termo em (10) requer as
derivadas da saida no instante de tempo ante-
rior. Este procedimento continua até se chegar as
condigoes iniciais em k = 0; neste instante, §(0) =
y(0) e, conseqiientemente, 97(0)/06; = 0.

Em resumo, a técnica back-propagation-through-
time, ilustrada na Figura 1, decompoe a dinamica
do sistema em uma série de representacoes estéticas.
Esta abordagem permite descrever as derivadas da
saida do modelo em termos somente das condigoes
iniciais e do sinal de entrada, fazendo-se uma re-
cursao de k passos no tempo.

(10)

Figura 1: Técnica back-propagation-through-time.

8.2 Otimizacdo dos polos

Denotando 1), (k) como a saida do filtro com resposta
ao impulso ., (k) & entrada u(k), ou seja

k
(k) = Zwm(T)u(k -7) (11)
7=0
Un(z) = ¥n(2)U(2) (12)
o modelo (4) pode ser reescrito como:
M ~
g(k) = D (k) (13)
m=1

A estratégia adotada aqui consiste em otimizar o ve-

T

tor de parametros de Kautz p = b ¢]' eovetor de



. A .
coeficientes a = [a; o ay]’ que parametriza
a base ortonormal {1, }. Para isso, defina o seguinte
problema de otimizagao:

. AT 2
min J = > [y(k) - §(k)] (14)
k=1
onde 8 = [p7 )T e Ny é o ntimero de dados
entrada/saida disponiveis. O gradiente da fungao de
custo J em (14) com relagao ao vetor de pdlos p é
obtido usando (13) como:

Ng
Vod =Y [9(k) — y(k)] Vpi(k)
k=1

M ~
= [9(k) — y(k)] cm Vptm (k) (15)
1

k=1m=

O gradiente de J com relagao a o pode ser calculado
como segue:

Vad =

onde (k) = [ (k) Talk) - Dulk)]T.

A contribuicdo central deste trabalho é a
obtencao de equagoes detalhadas para o calculo de
Votm(k) = [0Ym(k)/Ob  O0¢Ym(k)/0c] e a sua
aplicagdo & otimizagdo dos pdlos do modelo (13)
usando o bem conhecido algoritmo de Levenberg-
Marquardt (Nelles, 2001). A base deste algoritmo
é uma aproximacao quadratica de J na vizinhanga
de seus argumentos (pardmetros do modelo). O
algoritmo aproxima a matriz Hessiana de J com
relacao aos parametros usando somente informagao
das derivadas de primeira ordem correspondentes
(gradientes). Especificamente, ele estima a matriz
Hessiana usando a soma de produtos dos gradientes
em (16) e (15). Portanto, o algoritmo de Levenberg-
Marquardt é um método de pseudo-segunda ordem,
pois ele utiliza apenas avaliagoes da funcao e de seu
gradiente. Quando inicializado em um ponto 0°, o al-
goritmo produz uma série de pontos que convergem
para uma solucdo étima Ostime de J(0). Ele pode
ser visto como uma cominacao do método do gradi-
ente de maior descida e do método de Gauss-Newton
(Nelles, 2001): quando o resultado estd longe da
solugao 6tima, o algoritmo se comporta como um
método do gradiente (lento, mas com convergéncia
garantida); préximo da solugdo 6tima, o algoritmo
se torna um método de Gauss-Newton, convergindo
assim mais rapido.

A Secao 4 apresenta um estudo quando a base
de Kautz {t,,} é utilizada para implementar o mo-
delo OBF em (11) e (13). A formulagao baseada em
fungoes de Laguerre segue como um caso particular.

4 Formulacao baseada em fungoes de Kautz

Esta secao desenvolve um esquema como aquele na
Figura 1 para obter a saida de um modelo baseado
em fungoes de Kautz em termos das condigoes ini-
ciais e do sinal de entrada. Estuda-se somente os
filtros pares de Kautz; as equagoes relativas aos fil-
tros impares sao obtidas de maneira similar e foram
omitidas por questao de espago.

De acordo com as equagoes (12) e (7), pode-se
escrever a saida do primeiro filtro par de Kautz como:

. /(A =2)(1-0?) 2
Va(z) = 224+b(c—1)z—c

U(z)
Equivalentemente, no dominio do tempo:

Pa(k+2) +b(c — D)iho(k+ 1) — cio(k) =
= VI -1 —82) ulk+1) (17)
Definindo (k) 2 (k) e ap(k) 2 za(k + 1) =

ok + 1), reescreve-se a equacio a diferencas (17)
como a seguinte realizagao no espaco de estados:

[ (c) —b(cl— 1) ] [ ibgg ]*

| !

[ o]

T |

(18)

B = [1o]| ]

que corresponde a cldssica representagao:
{ x2(k+1) = Axa(k)+ Bu(k+1) (19)
2/12 (k’) = CX2 (k’)

A solugio de (19) para 9, (k) é bem conhecida e dada
por:

k—1
Pa(k) = CA*X3(0) + Y CA'Bu(k—i)  (20)
1=0

onde x3(0) = [h2(0) 12(1)]T e A, B,C estao em (18).
O célculo das derivadas de (20) com relagao aos
parametros b e ¢ de Kautz resulta em:

Oa (k) O(A")

T = O xe(0) £ (21)
+ cé[%rs +Aig—ﬂ ulk =)

a&;ék) _ Ca((;i’“)x2(0) . (22)
+ cg[ag)s +Aig—ﬂ u(k — i)

Expressoes relativas aos filtros de Kautz com m > 2
podem ser obtidas de maneira semelhante, como
mostrado a seguir. Voltando & defini¢ao (7), tem-se:

. —cz?+blc—1)z2+1
T (2) = By, P
() = e Wa(2) (29




Usando um raciocinio analogo aquele usado para
o (k), é possivel reescrever (23) como:

xam(k+1) = Axgm (k) + 311L2(m—1)(k +2)
+  Bathaim—1)(k +1)
+  Bstham—1)(k) (24)
Yom(k) = Cxom(k)

onde X2,,(0) = [P2(0) o2, (1)]T. As matrizes
A,C em (24) sao as mesmas de (18). Além disso:

e P

A solucio de (24) para v, (k) é dada por:

Yo (k) = CAF X9 (0) +

k-1

Z CA [311/32(m—1)(k +1—14) + (25)
i=0

132"/;2(77171)(]€ - Z) + B3"L2(m71) (k —1- Z)

A derivada de (25) com relagao aos pardmetros b e ¢
resulta em (26) e (27) (veja na préxima pégina).

5 Exemplo ilustrativo

Considere um sistema com resposta ao impulso
unitario dada por:

32341.222-2852+1.5
523 —8224+4.52—0.6

Hy(z) = (28)
Suponha que este sistema seja excitado por um
sinal de entrada aleatério u(k) com média zero e
variancia unitaria. Os dados de saida sao gerados
através da relagao y(k) = Zi:o hs(T)u(k — 7), onde
hs(k) = Z7YHs(z)]. O objetivo deste exemplo ¢é
obter os pdlos étimos de Kautz a partir apenas de
dados entrada/saida do sistema, usando o método
de otimizacao proposto.

Neste exemplo, os pdlos de Kautz iniciais sao
(8°,8°) = 0,1 £i0,1, o que implica em p° =
0 ¥ =10,196  —0,02]7. Os resultados obti-
dos na simulacao estao resumidos na Tabela 1, para
diferentes niveis de precisao, usando M = 6 fungoes
de Kautz. A Figura 2 ilustra a evolugao de um dos
polos conjugados de Kautz.

Tabela 1: Pélos 6timos de Kautz para H(z).
| (ﬂotimov Botimo) | Jotimo | Itera(;f)es |
0,6698 +10,3252 [ 1,034 x 1073 18
0,6706 +i0,3242 | 9,997 x 104 19
0,6709 + 10,3241 | 9,747 x 10-7 20
0,6710 £10,3240 | 5,881 x 10~ ° 21

O método convergiu para o par de pdlos complexos
conjugados (Botimo, Fotimo) = 0,671 %+ 10,324, com
erro quadratico associado Jotime = 5,881 x 1079,

0.4

o

o [
o
0.3F

0.251 polo final

0.2r o
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0.1 o
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Figura 2: Evolugao de um dos pélos de Kautz.

0 que representa uma descricao quase perfeita da
salda do sistema. Experimentos adicionais, omiti-
dos por questao de espago, também foram realiza-
dos usando uma variedade de sistemas distintos e
com diferentes poélos iniciais, levando a resultados
similares. Estes experimentos produziram modelos
muito precisos quando avaliados frente a dados dife-
rentes daqueles adotados na otimizacao (dados de
validagao).

6 Conclusoes

Este trabalho apresentou uma nova estratégia de
otimizagao numérica dos pdélos de Laguerre e de
Kautz em modelos OBF. Obteve-se expressoes
analiticas para as derivadas da saida dos filtros de
Kautz com relagao aos pélos de Kautz. Expressoes
para os filtros de Laguerre seguem diretamente como
um caso particular.  Estas expressoes fornecem
direcoes de busca exatas a serem utilizadas por um
método iterativo para a otimizagao dos polos da base
ortonormal. Resultados de simulagao mostraram
que a metodologia proposta permitiu obter uma
boa aproximagao de modelos OBF, tornando assim
um assunto promissor para estudos futuros. Atual-
mente sob investigacao estao extensoes dos resul-
tados apresentados neste trabalho com respeito as
bases ortonormais generalizadas e aos modelos nao-
lineares de Volterra (Nelles, 2001; Aguirre, 2004).
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k—1

a"[’?m(k) 8(Ak) i o - '
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