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Aluno:

Matricula:

Instrucoes

* A prova consiste de trés questdes discursivas
* A provatera a duragao de 2h30
* A prova pode ser feita a lapis ou caneta

* Naio é permitida consulta a notas de aula, todas as férmulas necessarias serdo dadas no
final da prova.

* Toda resposta devera esta contida nas folhas da prova. Folhas de rascunho serdo
fornecidas caso necessario, e, caso entregues ao profesor, devem conter o nome e a
matricula. Nao sera aceita reclamacao por sumico de folhas adicionais.

* Calculadoras podem ser utilizadas, mas todas as contas e respostas devem ser
justificadas
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Questdo 1 (3,5 pontos)

Um canal de transmissdo quaternario ¢ descrito pelas transigdes da figura abaixo

com transi¢des dadas pelas seguintes probabilidades

P(y=2|x=1)=P(y=3|x=4)=2aq

P(y=3|x=1):P(y=2|x=4)=

P(y=1|x=2)=P(y=3|x=2)=P(y=2|x=3)=P(y=4|x=3)=a

ii)

1i1)

/
\

1) Considerando que sdo enviados simbolos equiprovaveis, qual a probabilidade de erro de
simbolo?

ii) Qual a probabilidade de ser recebido o simbolo y = 3?

iii) Dado que foi recebido o simbolo y = 3, qual a probabilidade de ter sido enviado
também o simbolo x = 3?

iv) Qual o coeficiente de correlagdo entre x e y?

v) Supondo agora que os simbolos de entrada ndo sdo equiprovaveis, e que P(x=1) =
P(x=4)=P, e que P(x=2) = P(x=3), qual o valor de [ que minimiza a probabilidade de
erro de simbolo para a =0,1?

4
ZZP )Pr(y#x[x=x)= i[3a+2a+2a+3a]:%a
x=1
S 1
(3)=2.P (x P, (3]x)= [OH-OH-(I 20)+20]==(1+20)
x=1 4 4
(1-2a)L
(33)= ylx(3|3) ()_ 4 1-2a
x\ - -
v P (3) 1(1+2 ) 1+2a
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v)
1

>-<=Z(1+2+3+4)=

E{x2}=%(1+4+9+16)=%

NCREVY

GiZE {xz}—izz

NV

Pela simetria do sistema sabemos que ( ) y(3)=%(l+2cx) e que
_ _1 5L _1
Py(l)—Py(4)—2 1 24(1+20c) 4(1 2a) .

Portanto
yzi(l(1—2a)+2(1+2a)+3(1+2a)+4(1—2a))=

| i

(1(1-20)+4(1+2¢)+9(1+20)+16(1 —20()):%(30—80():175—20(

—20

a covariancia ¢é
0,=E|(x=x)(y—y)|=E|xy|-xy

Xy zzxypxyxy ZZ y\xy|x__zzxypy\xy|
x oy

zl[1(1)(1—3a)+1(2)2a+1(3)a+2(1)a+2(2)(1—2a)+2(3)a

[
4
3(2)a+3(3)(1-20)+3 (4t 4(2)a+4(3)20+4(4)(1-3a) =12 -3
15 555
OT 3 T

ZP )Pr(y#x|x=x)= [330c+(1_

—20LB+20c 0,2+(p+1)
Como 0=<pB=<1 =p=0
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Questdo 2 (3,5 pontos)

Um sinal aleatdrio € descrito pela expressao
x(t)=2cos(200¢+0,)+cos (400 +0,)

em que 0, e 0, sdo varidveis aleatorias uniformes independentes no intervalo entre 0 e 2TC

i) Calcule a média e autocorrelacdo de x(7). Este processo ¢ estaciondrio no sentido amplo?
Justifique.

i1) Ele ¢ ergodigo em relagdo a autocorrelagdo?

iii) Suponha agora que o sinal x(t) seja amostrado a uma taxa de 1000 amostras / segundo, ou
seja sao obtidas as amostras X [kl=x (kT a) . Ache o estimador LMS da amostra x[k] ,
baseado nas amostras x[k—1] e x[k—2] .Qual o erro médio quadratico?

iv) Repita agora o item (i) considerando que 6, =6, .

i)
E|x(t)}:f§nfzn21—7[%[cos(2007tt+61)+cos(400nt+62)]d6]d62=0
2n p2n 1 ]
Rx(t,t+r)=f0 fo z—nﬁ[4cos(200nt+81)cos(200n(t+r)+61)

+2¢0s (200 7 +0,) cos 400 (1 +1)+6,

+2cos (4007 +6,)cos (200 (z+1)+6,)

+cos(4007¢+0,)cos (400 (+7)+6,)|d0, 46,
= Jin%T[z[2cos(200n(2t+'t)+261)4—2005(2007['()

+c08(2007(31+27)+6, +6,|+cos (2007 (r+21)+0,-0,
+c08(2007(3+71)+0,+0,|+cos( 2007 (t —T)+6,-6,

+%005(40071(2t+r)+262)+%cos(400nr) do,do,

R (1, 141)=2c0s| 200t/ +cos 4007 /=R 1]

¢ estacionario no sentido amplo
i)
—_— . ] T2
x(¢,t+1)=lim TI—T/Z [2cos(200n(2t+t)+26])+2cos(200ﬂ1T)

T -0

+c0s(2007(37+21)+6,+0,)+cos(200 x(1+27) +6,— 0,
+c08(2007(37+71)+0,+0,|+cos (2007 (1 —T)+0,—0)
+%cos(4007{(2t+T)+262)+%cos(400nt)]dt

=2c0s(200 nt)+%cos(400nt):Rx('t)

¢ ergodico
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iii)
x[k] tem média zero, e queremos achar os coeficientes para
X[kl=ax[k—1]+a,x[k—2] .
Sabemos que o intervalo de amostragem ¢é 7, = 1/1000
R, =E|x[k—1]x[k—1]|]=R,=R (0)=2,5

R,=E|x[k—1]x[k—2]|=R, =R, =R (T,)=2 cos(0,2n)+%cos(0,4n)= 1,725

R,=E|x[k]x[k=2]]=R (2T,)=2co0s(0,4 T[)Jr%cos(O,S n)=0,2135

e achamos a como

a]_[ 25 1,725] [ 1,725 [ 1,2046
a,| 11,725 25 ] [02135] |-0,7458

e o erro quadratico médio ¢é

Ele’|=Ry—a, Ry —a,R,=2,5—1,2046(1,725)+0,7458(0,2135)=0,5813

iv)
neste caso, a equagdo do item i se simplifica para
2n p2n ]
Rx(t,t+t)=f0 fo F[2cos(2007t(2t+t)+261)+2005(200nt)
T
+cos(200rt(3t+2t)+261)+c0s(200n(t+21))
+cos(2007t(3t+r)+261)+cos(200n(t—r))

+%005(4007'((2t+‘t)+261)+%cos(4007c‘t) d0,do,

R (¢, t+r)=2cos(200nr)-l—cos(200n(t+2t))+cos(2007[(1—1))+%cos(400 nt)

que depende de ¢, portanto ndo ¢ estacionario
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Questdo 3 (3 pontos)

Um sistema de transmisséo binaria polar utiliza pulsos de Nyquist, cuja transformada de Fourier

P(f)

¢ dada pela figura abaixo.

A\
A
/i

Supondo que f,=100kHz e que foz7 ,
1) Qual a banda ocupada pelo sistema, a taxa de transmissdo (em bps) e o fator de roll-off?
ii) Qual a densidade espectral de poténcia do sinal transmitido? Qual sua poténcia?

R +
Lo f1=75kHz, R,=R,=150Kkbps

2 2
B R.V
_T 2 25k _1
PTTR. 75k 3
2
ii)
% 71=/s
S(f1=tas( 7Y\
Ts _71)1 ’ fo<|f|5f1
0 11> f
7 s tad (Vo (4, )
P ] s nar=p2r)e2] 7| f])df—(3AR)

1
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Férmulas Uteis

Identidades Trigonométricas:
sin(2x)=2sinx cosx
2 2
cos(2x)=cos x—sin" x
-2 2
sin“x+cos x=1

c0s2x=%(1+cos2x)

.2
sin“x=—(1—cos2x)

1
2(
sin(x+y)=sinxcos y*cosxsin y
cos(x =+ y)=cosx cos yFsin xsin y
tan x+tan y
T m——
I ¥tanxtan y

acos x+bsinx= \/a2+bzcos(x+tan_1(—b/a))

tan(x+y

Integrais:
. 1, .
fxsmaxdx=—2(smax—axcosax)
a
1 .
f xcos ax dx=—(cosax+ axsin ax)
a

2 . 1 . 2.2
fx sinax dx =—; (2axsinax+2cosax —a” x” cosax)

)

2 1 . 2.2 .
fx cos ax dx=—(2axcos ax—2sin ax+a” x"sinax)

a
fxe“xdxzez(ax—l)
a
f e =% 3 (a>x°—2ax+2)
a
f 21 za’letan_lﬁ
X ta a a
X 1 2, 2
dx=—=In(x"+a
J'x2+az 2 ( )

X 1 X
dx= tan —
f at+x* 2a° a’

Funcgdes Importantes:

1, |e<1/2
rect(f)={1/2 , |t|=1/2
0 ,|t|>1/2

A(t)=rect (t)(1—2]¢|)
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Tabela de Transformadas de Fourier:

g(l‘):]?. G(f)ejznftdf é G(f):‘of g(t)e—j2nftdt

5(t)
1 5(f)
n!
(a+ j27c f)*!
__2a
az—i-41'r2f2
6(f_fo)

Lis(r=ro+8(r+1,)]

2
1
78 =1)=8(f+10)]
1
j2m f

g~ g= g~

tn e—utu (l’)

—alf
ea||

g~

j 2 t
e./ T fo

$= g~

cos(2Tt f,¢)

0~

sin (27t f,1)

u(t)

g
|
=
+

0~

sgn t

rect(—t) £
T

sinc(21 Bt)

0
=
23
=
o
3
~
ol

=
i
Q
=
o
&

>
—_
Al
~————
0
Z.
=3
o
S}
—_
1N
—
~—————

M-
o
[
=
-
g~

Q
= 0= Q=
il
|
<

g~ ¢~ g= g~ g~
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Probabilidade
_P(AnB) P(A|B)P(B)
PIBAE=p0a) = P(a)
eventos sdo independentesse P (B|4)=P(B) .

N
se A;, 1<i<N sioeventosdisjuntose U A4=S = P(B):Z P(B|4,)P(4,)

i=1

Varidveis Aleatorias

Py(y)=ZPx,y(xi,y) COF  Fy(x)=Pr(x<x] POF p (x)=—2

—AX

v.a exponencial p (x)=Ne “u(x) v.a.Gaussiana px<x)—\/2— e
T
1

Elf(x))=[", rx)px)dx  p(x)=]" p.,(x,y)dy

1

n

X,

Teorema Central do Limite y,= T Z :
ni=

LN Normal (0,1)
o

A . — — . . ~ Oxy
Covariancia nyZE {(x—x)(y—y)} Coeficiente de correlagdo P, = .0,

Estimagao LMS
supondo £ |[x;]=0

a R

" 1 R11 R12 Rln 01
$=2 ax, com |25 Ry Ry o Ryl [Rel o R=E[xx

i=1 . :

a R, - - R R,

E{EZ]:ROO_(% Ry t+a,Ry,+-+a,R,,)

Processos Estocasticos
R (t)=E[x(¢)x(t+7)| Densidade Espectral de Pot. Sx(f)ZFT{RX(T)}

y(t)=x(t)xh(t)=S,(f)=|H (I S,(f) e y=H(0)%
quy(T):E{X(t)y(t-l-T)}
X e y sdo descorrelatados se Rx,y(T)=>_(}7 e sdo ortogonais se RX,

(t)=0

y

Filtro de Wiener
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Densidade Espectral de Poténcia de Cédigos de Linha

P 5= o o _PUOF -
S,(f)= T, zn:ane j2 fT:T(RO+2Zn_1Rncos2nnfTb

Inversdo de Matriz 2x2

a b|'_ 1 [a -b
c d ad—bc|—c a

Fungdo Q
X Q(x) X Q(x)
0,1 4,60E-001 3.1 9,68E-004
0,2 4,21E-001 3,2 6,87E-004
0,3 3,82E-001 3,3 4,83E-004
0,4 3,45E-001 3.4 3,37E-004
0,5 3,09E-001 3,5 2,33E-004
0,6 2,74E-001 3,6 1,59E-004
0,7 2,42E-001 3,7 1,08E-004
0,8 2,12E-001 3,8 7,23E-005
0,9 1,84E-001 3,9 4,81E-005
1,0 1,59E-001 4,0 3,17E-005
1,1 1,36E-001 4,1 2,07E-005
1,2 1,15E-001 4,2 1,33E-005
1,3 9,68E-002 4,3 8,54E-006
1,4 8,08E-002 4.4 5,41E-006
1,5 6,68E-002 4,5 3,40E-006
1,6 5,48E-002 4,6 2,11E-006
1,7 4,46E-002 4,7 1,30E-006
1,8 3,59E-002 4,8 7,93E-007
1,9 2,87E-002 4,9 4,79E-007
2,0 2,28E-002 5,0 2,87E-007
2,1 1,79E-002 5.1 1,70E-007
2,2 1,39E-002 52 9,96E-008
2,3 1,07E-002 53 5,79E-008
2,4 8,20E-003 54 3,33E-008
2,5 6,21E-003 55 1,90E-008
2,6 4,66E-003 5,6 1,07E-008
2,7 3,47E-003 57 5,99E-009
2,8 2,56E-003 5,8 3,32E-009
2,9 1,87E-003 59 1,82E-009
3,0 1,35E-003 6,0 9,87E-010
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