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1. NocOes de Probabilidade

a. Experimento aleatdrio

O estudo de probabilidade tem como base a realizacdo de um experimento aleatério, ou seja, um
experimento ou observacdo sobre o qual ndo se conhece o resultado a priori. O experimento tera
uma série de resultados (outcomes) possiveis ;, e o conjunto de resultados é chamado de espago
amostral (sample space) S.

Jogar uma moeda: temos dois resultados possiveis, cara ou coroa, que podem
ser representados por &e §,, respectivamente. O mesmo vale para gerar um

bit aleatorio, 0 ou 1.
Exemplo 1

Jogar um dado: temos seis resultados possiveis, que podem ser representados
ExemploBelo conjunto § ={¢§;,$,,83,84,&5,86}. O conjunto S, contendo todos os
resultados possiveis é chamado de espaco amostral.

Exemplo¥irar uma carta do baralho: temos 53 resultados possiveis, § =
{&,,6,,&35,&,4,-++,é53}, representando as 13 cartas de cada um dos 4 naipes, com
& a &3 representando as cartas de ouros, &4 a &4 as cartas de copas, &7 a
&9 as cartas de espadas, &, a &z, as cartas de espadas, além do coringa, ¢&s5.
Note que os primeiros estudos de probabilidade tinham como objetivo o
estudo de jogos de azar nos séculos XVI e XVII.

O espaco amostral pode ser também de tamanho infinito.
Exemplo 4

O numero de gols do Flamengo em um ano pode ser considerado como o

resultado de um experimento aleatério, com § = N.
Exemplo 5
Um evento é qualquer subconjunto do espago amostral S.

Considerando o experimento de jogar um dado, podemos definir diferentes
eventos:

e Tirar um nUmero par, representado pelo subconjunto

A ={82, 84,86} S

e Tirar um numero impar, representado pelo subconjunto

qu = {El' 531 fS} cs

e Tirar um numero < 3, representado pelo subconjunto

Az ={§1,62,833 S

Estes eventos sdo mostrados na Figura 1



Figura 1. Exemplo de diagrama de Venn, no experimento de jogar os dados

Podemos construir novos eventos fazendo operagbes entre conjuntos.

By = A U Az ={1,82,83,84,86}

Note que a operacdo Unido U representa o operador Booleano “ou”, ou seja o

Exemplo 6

evento B;significa o conjunto de resultados pares ou menores ou iguais a 3.

B, = Ao N Az = {£1,¢3}

Da mesma forma, a operagdo Interse¢do N representa o operador Booleano

“_n

e”, ou seja o evento B,significa o conjunto de resultados impares e menores
ou iguais a 3.

B; = JTB = {fzwfs»fs},

e a operagdo complemento representa a negag¢do, ou seja o evento
Bs representa o conjunto dos resultados maiores que 3.

Como todos os subconjuntos sdo eventos, podemos também dizer que o conjunto vazio @ e
Rroprig espaco amostral § sdo eventos aleatdrios.

Se dois eventos A e B sdo tais que A N B = @, dizemos que estes eventos sdo disjuntos.

No experimento de jogar os dados, os eventos A, e A,sdo disjuntos.

b. Probabilidade

Dada a realizagdo de N repeticdes independentes de um experimento aleatdrio, podemos
verificar n(A) vezes a ocorréncia de um evento A. A partir disso podemos calcular a frequéncia
relativa deste evento como

n(A) (1)

fAN) =——



A probabilidade do evento P(A) deve estar idealmente associada a sua frequéncia relativa, de
modo que

P(A) = lim f(A,N), @

ou seja, a probabilidade tende a frequéncia relativa. Claro que, normalmente, ndo é possivel
realizar um nimero muito grande de experimentos e conhecer este valor exatamente, mas, a
partir de conhecimento sobre a natureza do experimento podemos definir valores realistas para
a probabilidade.

Considerando um dado nao viciado, temos que
1
emplo® P(&) = P(&) = P(&) = P(E) = P(s) = P(s) =

Considerando a retirada de uma carta de um baralho ideal, e lembrando que
&s3 corresponde ao coringa

1
P =P(&) = =P(s) =<

2
P =—
§s9) =2
Ou seja, resultados distintos podem ter probabilidades diferentes.

A partir da definicdo de probabilidade pela frequéncia relativa, temos as seguintes propriedades

0<P(A) <1
P(@) =0
P(S) =1 (3)

P(A)=1-P(A)

Se um evento A é composto por um conjunto de resultados A = {&;,¢,, -, &,}, podemos ver
entdo que f(A,N) = Y-, f(&;, N), e, consequentemente,

P(A) = ) P(&) @
i=1

A partir desta definicdo, e como podemos visualizar na Figura 2, a probabilidade da unido de dois
eventos é dada por

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB), (5)



Figura 2. Unido de 2 eventos

e, se A N'B = @, ou seja, sdo eventos disjuntos, P(A U B) = P(A) + P(B).

EXem‘ogonsiderando a retirada de uma carta de um baralho ideal, podemos definir o
evento tirar uma carta de ouros como Ayyros = {&1, 62,7, 13}, €

13
P(Aouros) = P(§1) + P(§2) + -+ P($13) = 7

Podemos ainda definir o evento de retirar as cartas numéricas Apym, com

36
P(‘ﬂnum) = a

Criando agora o evento de cartas de ouros ou numéricas, B = Ayyros Y Anum,
temos que

13 36 9 20
P(B) = P(‘ﬂouros) + P(‘ﬂnum) - P(‘Aouros n anum) = a + a - a = ﬁ

c. Probabilidade Condicional e Regra de Bayes

Se soubermos que um evento A ocorreu, podemos querer saber qual a probabilidade de o
evento B também ter ocorrido. Esta probabilidade é chamada de probabilidade de B dado A, e,
lembrando da definicdo de frequéncia relativa, é definida por

- n(AnB)
P(B|A) = I\III—IEOTJI) (6)

Sabemos ainda que

n(ANB) lim n(A)n(A N B)
- Nl—>oo N n(A) ’ )

P(ANB) = lim

ou seja,

P(A N B) (8)

P(ANB) =P(A)P(B|A) & P(B|A) = P(A)



Se soubermos a probabilidade condicional em uma direc¢do, por exemplo, P(B|A), e quisermos
achar a condicional na direcéo inversa, podemos fazer

P(ANB) P(A)P(BI|A)

Esta expressdo é conhecida como Regra de Bayes.

Considerando a retirada de uma carta de um baralho ideal, dado que retiramos
uma carta de ouros, a probabilidade desta carta ser numérica é

Exemplo 10 P(A A ) = P(Apum N Aouros) . 9/54 _ 9
num|“touros) = P(Apyros) - 13/54 13

e, dado que retiramos uma carta numérica, a probabilidade de ela ser de ouros
é

13 9
P(‘ﬂouros)P(‘ﬂnumlﬂouros) _ /54 /13 _ 1
P () %6/, 4

P(‘ﬂouroslﬂnum) =

d. Eventos Independentes
Dois eventos A e B sao ditos independentes se

P(B|A) = P(B), (10)

QU $8ja,,a probabilidade de B ocorrer ndo depende da ocorréncia de A.

Considerando a jogada de um dado, seja o evento A, tirarmos um numero
impar e A, tirarmos um numero menor ou igual a 4. Sendo assim
P(A,NA,) 2/6 1

== P(A,),

P(A A = =50 = e =

e, portanto, sdo eventos independentes.

Agora, consideremos os eventos A, e As, correspondente a tirarmos um
nuimero menor ou igual a 3. Neste caso
P(A,NA3) 2/6 2

5 F P(qu),

P(A3|A,) = P(As3) —%—3

e, portanto, ndao sao eventos independentes.



Considerando a retirada de uma carta de um baralho, a probabilidade de
tirarmos uma carta de ouros dado que sabemos que tiramos uma carta de
copas, é, obviamente

Exemplo 12 P(CAOHTOS|CACOPCI.S) = 0 :'t P(CAOMTOS)I
ou seja, eventos disjuntos ndo sao independentes.

Considerando a jogada de 2 dados, a probabilidade de tirarmos um certo
valor§; no segundo dado independe do resultado obtido no primeiro dado.
Neste caso temos realizacbes ou tentativas (trials) independentes de um
experimento aleatorio.

Sabemos ainda que P(A NB) = P(A|B)P(B), e, consequentemente, se A e B forem
independentes, portanto

P(ANB) =P(A)P(B) (11)

P(ANB)
P(A)

e, também, ja que P(B|A) = , da equagdo acima, P(B|A) = P(B),

e. Tentativas de Bernouilli
Considere um experimento aleatério em que podem ocorrer apenas dois resultados possiveis,
vamos chamar de A (sucesso) e A (insucesso), ou seja, S = {4, A }, de modo que

P(A)=p
P(A)=1-p

Este@ experimento é chamado de tentativa (trial) de Bernouilli.’

. 1, .
Uma moeda viciada, tal que P(cara):Z, é jogada 5 vezes, e queremos a

probabilidade de termos a sequéncia {cara, cara, coroa, cara, coroa}.

Este problema pode ser caracterizado por tentativas de Bernouilli, em que
podemos atribuir o evento cara como sendo sucesso, e a probabilidade de ele

ocorrer é P(A)zpz%. Queremos entdo achar P(A4,4,4,4,4). Como sdo

tentativas independentes, temos que

L _ _ 103 /3\2 9
P(A, A A A A) = P(A)P(A)P(AP(A)P(A) = p*(1 — p)? = (Z) (Z) -—

De modo geral, dada a realizagdo de n tentativas independentes, a probabilidade de termos uma
certa sequéncia com k sucessos em uma ordem especifica é p*(1 —p)"*~*. De andlise

n!
——— combinacdes de n elementos k a k, ou
k!(n—k)! ¢ ’

seja (Z) sequéncias diferentes de n elementos com k sucessos. Portanto, a probabilidade de

combinatéria sabemos ainda que temos (Z) =

termos uma sequéncia com k sucessos em n tentativas, em qualquer ordem, é dada por



n
P(k sucessos emn) = (k) p*(1—p)k (12)

No exemplo acima, qual a probabilidade de termos 3 caras em 5 jogadas da
moeda viciada?

Exemplo 14 3/ \4 4 - 1024

5\ /1\3 /3\F 90
P(3 sucessos em 5) = ( )(—) (—)
Canal Bindrio Simétrico (BSC — Binary Symmetric Channel)
Este modelo de canal, que sera utilizado diversas vezes ao longo do curso,
representa o envio de um bit x, com espago amostral S, = {0,1} em um canal

Exemplo 15 , .
Pocom erro, de modo que na saida teremos um bity, com

Py=1x=0) =Py =0x=1) =p,

representando a probabilidade de erro, como vemos na Figura 3.

X y
1-p
0 0
[
1
1-p !
Figura 3. Canal Binario Simétrico

Neste canal, supondo que enviamos um byte (8 bits) com todos os bits iguais
a “0”, qual a probabilidade de termos recebido 2 bits iguais a “1”, sabendo
que p =0,17?

Supondo que o evento sucesso seja recebermos um bit igual a “1”, temos que

Exemplo 16 8
P(2 bits iguais a 1 recebidos) = (2) p2(1 —p)® = 28(0,1)%(0,9)¢ = 0,1488

Repetidores Digitais Regenerativos

Para se enviar mensagens a longas distancias, as vezes sdo utilizados
repetidores regenerativos. A mensagem, um bit x, € modulada e enviada por
um enlace a um repetidor, onde o sinal é decodificado e mapeado em um bit
y1, com probabilidade erro p. Este bit por sua vez é enviado por um outro
enlace, no qual e é recebido um bit y,, e assim por diante, até chegar no
destino, apds nenlaces, em y,. Qual a probabilidade de que o bit recebido
esteja errado?

Um erro ocorrera se tivermos nenhum erro em nenhum dos enlaces ou um
nimero par de erros, que assim se cancelardo. Como sdo todos eventos
disjuntos, temos que



P(§)=1—-P(E) = P(0erros) + Z P(k erros)
k=24,+2|5]
=a-prt ) (rra-pm
ke=2,4+2|5]|

Considerando que p < 1, podemos ignorar todos as poténcias de p maiores
gue 2 no somatdrio, e assim,

PE ~ A -p)"+(5)p?

=1-mp+ (Z) p* - (Z) p 4 (Drpn 4 M

2

Considerando ainda que np < 1, podemos desconsiderar o ultimo termo, e,
assim

PE)~1—-np=>P(E)=np

f. Teorema da Probabilidade Total

Suponha n eventos disjuntos Ay, A, +,A,, ou seja, cﬂincﬂj =@, se i+ jtais que
noA=S.
i=1 l

Neste caso, como podemos ver, pela Figura 4,

A

Figura 4. Teorema da Probabilidade Total
n n
Exemplo 17 P(B) = Y P(BNA), = ) P(BIADP(A, ()

Considerando um canal bindrio simétrico, tal que P(x=1)=a,qual a
probabilidade de recebermos um bit igual a “1”?

Podemos visualizar este problema na Figura 5, em que temos um experimento
com 4 resultados possiveis, particionado em 2 subconjuntos, Ay com x=0, e
A, com x=1, e queremos a probabilidade de um evento B, comy = 1.



Figura 5. Particdo do BSC

Na forma de equacdes,

Py=1)=Py=1x=0Px=0+Piy=1x=1)Px=1)
=p(l-a)+(1—-pa=p+a—2ap

e, consequentemente, P(y=0)=1—p —a + 2ap.

Se tivermos bits equiprovaveis, ou seja azé, entao P(y=1)=%, e nado

depende de p.

Se chamarmos o evento £ de erro de bit,
P(E)=PElx=0)PE=0+PEIx=1DPEx=1)
=(1-aPy=1x=0)+aP(y=0x=1) =p,

ou seja, a probabilidade de erro independe do bit enviado.

Em um sistema de comunicagBes, observamos o sinal y no receptor, e
podemos querer saber como é a estatistica do sinal no transmissor. Por
exemplo, se recebermos um bit igual a “0”, qual a probabilidade de termos
enviado um bit igual a “1”? Usamos para isso a regra de Bayes (9), e, assim

P(x = 1| _0)_P(y=O|X=1)P(X=1)_ pa
Exemplo 18 e Ay=wE P(y=0) T 1—-p-—a+2ap

Cdédigo de Repeticdo

Suponha agora que tenhamos um bit de mensagem m. Em vez de o enviarmos
diretamente pelo canal BSC, iremos repeti-lo n vezes, e enviar esta sequéncia
repetida pelo canal. Por exemplo, se m =1, e tivermos n = 3, iremos enviar a
sequéncia x=111, e cada bit desta sequéncia tera uma probabilidade de erro
igual a p, de modo que receberemos uma sequéncia y. Por exemplo, se
tivermos um erro no segundo bit, receberiamos y = 101.

No receptor iremos detectar o sinal decidindo pela regra da maioria, ou seja,
contaremos quantos “0”s e “1”s foram recebidos, e decidiremos pelo que
ocorrer mais vezes. Para simplificar podemos considerar n par, de modo que
o numero de “0”s e “1”s nunca seja igual.



Deste modo, a probabilidade de erro de detecgdo &, € a probabilidade de
gue ocorram mais do que %erros de bit, ou seja, sabendo que a probabilidade

de erro de um bit é P(§) = p, e que a probabilidade de termos exatamente k
erros em n é dada por (13), temos que

n
n
P(Srep) = Z (k) pk(l —p)k,
=
em que [x] é a funcdo ceiling, ou seja, o menor inteiro maior ou igual a x.

Por exemplo, considerando n = 3, temos que

3 3
P(Erepln =3) = (2) p*(1-p) + <3) p? =3p® - 2p’
Se p < 1, podemos aproximar por P(&,|n = 3) = 3p?.
Considerando p = 1072, temos que P(&.p|n = 3) = 2,98x107* ~ 3x107*.
Considerando agora n =5, temos que
5 3 2 5 4 5 5 3 4 5
P(Erepln =5) = (3)29 (1-p)*+ (4)7) (1-p)+ (5)p = 10p® — 15p* + 6p
~ 10p3

e, com p = 1072, teriamos P(E¢p|n = 3) = 2,98x107* = 9,8506x107¢ ~ 107°.

Como podemos ver, podemos atingir probabilidades de erro cada vez menores
apenas aumentando o tamanho do bloco de repeticdo, em um mesmo canal
com erro.

2. Variaveis aleatorias

Uma varidvel aleatdria (v.a.) € um mapeamento, ndo necessariamente biunivoco § — R, de cada
resultado &; de um experimento aleatério para um numero real x;, pertencente a um conjunto
E c R, como vimos na Figura 6.

Figura 6. Conceito de variavel aleatdria



Usaremos a notagdo x para representar a variavel aleatéria, e P (x) = P(x = x) a probabilidade
de a variavel aleatdria x assumir o valor x.

Para valores discretos, o valor P,(x) é chamado de fungdo massa de probabilidade, e temos que,
devido ao mapeamento da Figura 6, em que os resultados sao disjuntos,

ROD= ) P& »

k|&r—x;

Z PGx)=1. -

X;€EE

Neste exemplo veremos que para um mesmo experimento aleatdrio podemos
Exemploter diferentes mapeamentos em varidveis aleatodrias.

Suponha um experimento em que sdo jogados dois dados. Temos neste caso
36 resultados possiveis,

S = {(Eli fl)' (fl' 52)! (51! 53)! Y (52' 61)' (52! 52)! Y (56' 56)};
com

P((firfj)) = %

Estes eventos podem ser mapeados por exemplo em uma varidvel aleatéria y,
correspondente a soma dos dois dados, tal que, de (14),

B = P((61,8)) = ¢
BG) = P((G1, ) + P((62 ) = g
B®) = P((E1,8) + P((62,62)) + PG, £)) = o
R() = P((660) + P(( ) + P((6a,£2)) + P(Gar) = 55
P,(6) = P((§1,¢5)) + P((§2,64)) + P((§3,§3)) + P((§,§2)) + P((5,61)) = %
B = (G0 80)) + -+ P((Ga 8) = 5=

5 4 3 2 1
P(8) = —;P,(9) = —; P,(10) = —; P,(11) = —; P,(12) = —
y(8) =52 K (9) = 523 K (10) = 5 R (11) = 2 B (12) = o

Alternativamente, o mesmo experimento pode ser mapeado em duas variaveis
aleatdrias, x; e X,, correspondentes aos valores do primeiro e do segundo
dado, respectivamente, ou seja



P,(x)=—, x=123450u6

N = O -

P,(x) =—, x=123450u6

Podemos criar ainda uma outra variavel aleatdria z=6(x; — 1)+ (x, — 1).
Neste caso teremos o seguinte mapeamento

(£1,§)—>z=0
(£1,&)—z=1
(£2,61)—z=6

($6:€6) >z =35

e, para cada par de valores, temos um valor de z diferente, e,

1
PZ(Z)=%, 0<z<35

a. Variaveis aleatorias conjuntas

Dadas duas ou mais varidveis aleatérias, podemos definir uma fungdo massa de probabilidade
conjunta. Por exemplo, dadas as varidveis aleatérias x ey,

By(x,y) =P(x=xnNy=y)

Exemplo 20

1

No exemplo anterior, por exemplo, B , (1,4) = P((El,f4)) =30 © P y(1,5) =

P((El,f4)) = %. Ja B, ,(1,11) = 0, pois a soma jamais serd igual a “11” se a face
do primeiro dado for igual a “1”.

Sabemos ainda que

P(x;,y)=1.

(16)
X{€Ex, Yi€Ey

b. Fungdo massa de probabilidade condicional e regra de Bayes

Similarmente ao conceito de probabilidade condicional que vimos na Se¢do 1.c, podemos definir
uma fungdo massa de probabilidade condicional

Px,y(x' y) (17)

Pyy(xly) =P(x=xly =y) = 20 "
y

e a regra de Bayes

ley(xly)Py(y)

Py|x(y|x) = P (x) ’

(18)



Considerando que jogamos dois dados, dado que a soma dos dados é igual a
4, ache a probabilidade de o primeiro dado ser igual a 2.

Seguindo a notagdo do exemplo anterior, queremos

Py|x1 (4|2)Px1 (2)
N

Py, y(2]14) =

sabendo que

B, y(2,4) _1/36 1

P 412) = = =_,
v (412) B (2) 1/6 6
Portanto,
_ 1/6 1/6 1
Px1|y(2|4) -3 _§
/36

O mesmo resultado poderia ser obtido verificando-se que das trés
combinagdes que tem uma soma igual a 4, uma delas tem o primeiro dado
igual a 2.

c. Varidveis aleatdrias independentes
Similarmente a definigdo de eventos independentes, duas varidveis aleatdrias X e y sdo ditas
independentes se

Py (lx) = B, (), (19)
e, consequentemente,

Pyy(xly) = B(x) (20)
Exemplo 21 By (x,y) = B(x)PR,(y) (21)

No exemplo anterior, em que sdo jogados dois dados, as varidveis aleatdrias
X, € X, sdo independentes.

d. Probabilidade marginal
Se conhecemos a probabilidade conjunta de duas varidveis aleatdrias X e y, podemos obter a
fungdo massa de probabilidade de uma delas,

z Px,y(xiry) = Z Px|y(xi|y)Py(y) = Py(y) z Px|y(xi|y) (22)

Xi€EE X;EE Xi€EE
Como o somatdrio na esquerda estd considerando a soma das probabilidades de todos os valores
possiveis da varidvel aleatéria X, ele é igual a um, e, portanto

Py(}/) = z Px,y(xiry) (23)

X;€EE



Esta é conhecida como a probabilidade marginal de y.
Canal Binario Assimétrico

Este modelo de canal é similar ao BSC, porém, com probabilidades de erro
diferentes, dependendo se foi enviado o bit 0 ou 1. Ou seja,

P(y =1|x=0) =p,
Exemplo 22 P(y = 0|X = 1) =P

como vemos na Figura 6

X y
1-
0 !
1 0
1
1—p1
Figura 7. Canal Binario Assimétrico

Vamos criar agora uma variavel aleatdria €, tal que € = 1, se ocorrer um erro
de bit e € =0, se o bit for transmitido corretamente. Ou seja,

Peix(1]0) = po
Pe|x(1|1) =P
Vamos considerar ainda que B, (0) = a.
Queremos saber qual a probabilidade de erro, ou seja P.(1). Temos que
Pe(1) = P (0,1) + B (1,1) = B(0)Pex(110) + R(1)Peix(1[1) = apo + (1 — a)p,

e. Algumas varidveis aleatodrias discretas comuns
Variavel aleatdria de Bernouilli
Uma variavel aleatéria de Bernouilli é aquela que
a ;x=1 ”
B(x)=41—a ;x=0 (24)
0 ;x #0oul

Por exemplo, o evento de erro em um canal bindrio ou o resultado de se jogar uma moeda sdo
variaveis aleatdrias de Bernouilli.

Variavel aleatéria Binomial

O numero de sucessos k em n realizagdes de um experimento de Bernouilli com probabilidade
de sucesso p é uma variavel aleatéria Binomial (n, p), de modo que

n
R0 = ()" A =Pk, k=012, 2s)

Na Figura 8 podemos ver exemplos da fun¢do massa de probabilidade de varidveis aleatorias
binomiais.



%.a. binomial (n=50, p=01)

“.a. binomial (n=50, p =05)

0z 012 T
)
n1a} ] b
01¢F .
06} - E jold | o}
014 F .
& oosl dlllk 1
012 ¢ .
]
(IRNS 8 0.06 + o e 1
0,08 | 1
0.04 ¢ .
0.06 ||| {[ff -
004F .
] 0.02F .
0.02H
0 0 A
0 0 10 20 30 40 50
Figura 8. Varidvel aleatéria binomial

Varidvel aleatéria de Poisson
Uma varidvel aleatéria bastante comum é a varidvel aleatéria de Poisson, que modela o numero
de eventos que ocorrem dentro de um dado intervalo, supondo que estes eventos ocorrem
independentemente uns dos outros. Estes eventos podem ser, por exemplo, chamadas
telefonicas. A v.a. de Poisson com parametro A (A € R, A > 0) é definida por

A* 26
F;(x)=;e‘l, x €N (26)
Na Figura 9 vemos exemplos de varidveis aleatérias de Poisson com diferentes parametros A.
“.a. de Poisson (A= 1) “.a. de Poisson (A=19)
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Figura 9. Variavel aleatéria de Poisson
f. Funcdo de Distribuicdo Cumulativa (CDF — Cumulative Distribution Function)
A funcdo de distribuicdo cumulativa (CDF) é por definicdo
E(x) =Pr(x < x) (27)



e, a partir desta definicdo, temos as seguintes propriedades

E(x)=0
F(0) =1 (28)
E (=) =0

F(x1) < E(x3), se x; < x,

ou seja, a CDF é uma funcdo ndo-negativa, ndo-decrescente.

Considerando a variavel aleatdria y, a soma de dois dados, temos por exemplo

F,(0,5) = Pr(y < 0,5) = 0

Exemplo 23
3
F,(3,5) =Pr(y <3,5) =FR,(2) +R(3) = 36
10
F,(5) =Pr(y <5) =R,(2)+PF(3)+ R (4) + R(5) = T
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Figura 10. Funcdo de distribuicdo cumulativa de variavel aleatéria discreta

E lo24, . L , ~ . .

g -"\Variaveis aleatdrias continuas e funcdo densidade de probabilidade

Vimos até agora varidveis aleatdrias que podem assumir apenas valores discretos. Existem
entretanto inUmeros experimentos aleatdrios que pode assumir valores em um intervalo
continuo.

S3ao exemplos de varidveis aleatdrias continuas:

e Atemperatura medida em um dado instante;



e A tensdo medida em uma resisténcia;
e A altura e o peso de uma pessoa

Como uma variavel aleatéria continua X pode assumir infinitos valores, a probabilidade de ela
assumir um valor especifico é tipicamente igual a zero. Neste caso nado faz sentido definirmos
uma probabilidade P (x), mas podemos definir uma fungdo de distribuigdo cumulativa (CDF)

E ().

A partir da CDF podemos também definir a fun¢ao densidade de probabilidade (PDF — probability
density function)

) = dFE(x) (29)
pX - dx
e, Consequentemente,
* (30)
F(x) = f p(@)da

Por meio da PDF podemos achar a probabilidade de a varidvel aleatéria estar em um certo
intervalo (x;,x,], ou seja,

Pr(x; <x<x;) =Pr(x<x,) —Pr(x<x;)
= F;<J(Cx2) — E(xq)

= f pr(x)dx— f_ xlpx(x)dx (31)

— 00 [o0]

X2
Pr(x; <x<xy) = j p(x)dx
X1

Como a probabilidade de a varidvel aleatdria assumir um valor especifico é tipicamente igual a
zero, normalmente ndo é importante se temos “menor” ou “menor ou igual” dentro de (28).

A PDF tem algumas propriedades importantes. Ja que a CDF é uma fungdo ndo decrescente e a

PDF é sua derivada, temos que

32
py(x) = 0. (32)

Sabemos ainda que
Exemplo 25

E(x) = f p(x)dx =1 (33)

px ()

-1 T 1
Um experimento aleatdrio é modelado por uma varidvel aleatdria X, mostrada
na figura abaixo. Qual a probabilidade de que X seja menor que 1/2?

Vemos que py(x) = alx|, |x| < 1. Sabemos ainda que



1

f p(x)dx = Z.f axdx =a=1
— 00 0

e, assim,

1

1 1/2 2 5
Pr<x<—>:f px(x)dx:j |x|dx:§

2 o 1
Veremos agora algumas varidveis aleatérias comumente utilizadas.

Variavel Aleatéria Uniforme
Uma v.a. uniforme é tal que a PDF é uma constante c em um dado intervalo, ou seja

_(c ,a<x<bh (34)
Px(x) = 0 ,caso contrario
Para encontrarmos o valor da constante ¢
b
° 1 (35)
p(X)dx=1] cdx=cb—a)=1=2>c=——
—o0 a b—a
e a CDF é dada por
0 2 X< a
E(x) -1 <x<bh
X) =437 - a<XxX= 36
X b —a ( )
1 b <x
Graficamente, vemos na Figura 11, a PDF e a CDF de uma v.a. uniforme.
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Figura 11. Variavel aleatdria uniforme
Variavel Aleatéria Exponencial
Uma v.a. exponencial com pardmetro A é definida pela PDF
px(x) = Ae ™M u(x) (37)

e, consequentemente, pela CDF



X
A
X —Aa _ —Ax
Ae™%da=—=(1—e ,sex =0
R = [ p@da= J 7(1=e™) o9
- 0 ,sex <0

Para encontrarmos o valor da constante A, sabemos que

A
P;((oo):z=1:>A=ﬂ (39)

e, portanto,

px(x) = Ae Mu(x)
E(x) = (1 — e"lx)u(x) (40)

Na Figura 12 vemos a PDF e a CDF de uma v.a. exponencial para diferentes calores de A.
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Figura 12. Variavel aleatdria exponencial
A v.a. exponencial tem ainda a seguinte propriedade
Prx>t+AtNx>1) Pr(x>71+At)
Prx>t+At|x>1) = =
Pr(x > 1) Pr(x > 1) (41)
E(t + At) e AT+AD
== =———>= et = Pr(x > At)
Exemplo 26 F;((T) e

A v.a. exponencial é comumente usada para modelar o tempo de ocorréncia de algum evento, e
(41) indica que esta é uma variavel sem memoria, ou seja, neste caso o tempo até o evento
acontecer é sempre uma v.a. exponencial, independente de quando come¢amos a observar.

Sabendo que a duragdo de uma lampada, em anos, € uma variavel aleatdria
exponencial com A, qual a probabilidade de ela durar ao menos 1 ano.

Neste caso temos que t = exp(4 = 1), e, portanto,

Prt>1)=1—-F(1) =e* =0,3678



Sabendo que a lampada ja esta funcionando ha um ano, qual a probabilidade
de ela durar mais que trés anos no total.

Neste caso, queremos

Pr(t>3|t>1) = Pr(t>2) = e %4 = 0,13533

Varidvel Aleatdria Gaussiana ou Normal
Uma variavel aleatéria Gaussiana (ou normal) padrdo é definida pela sua PDF

_x (42)

N3ao existe formula fechada para a sua CDF, que é mostrada, junto com a PDF, na Figura 13.
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Figura 13. Variavel aleatdria normal padrao

Comumente estamos interessados em saber a probabilidade de a varidvel aleatdria assumir um
valor maior que um dado X. Para isso ndo ha formula fechada, mas utilizamos a fungdo Q:

aZ

Q(x)=Pr(x>x)=1-FE(x e 2da

1 o]
=—|
V21 Jy
Uma tabela da fun¢do Q pode ser encontrada por exemplo no Apéndice B. Existem ainda algumas
aproximacgdes para esta fungao, como:

0 ~——=(1-) X ex>2
x) =~ — e 2,sex
X\ 2T X

1 _
Qe ~ e

Também sdo comumente encontradas em tabelas e calculadoras as funcGes de erro e de erro
complementar

(44)
a2
2 )

sex > 1

f(x) 2 f ’ —atg

erf(x) =—| e a (45)
Vi Jo

erfc(x) = 1 — erf(x)

(43)



gue podem ser convertidas na fun¢do Q com

Q(x) = %erfc (%) (46)

Funcdo Densidade de Probabilidade de uma Variavel Aleatéria Discreta ou Mista
Para varidveis aleatdrias discretas, sabemos que

RG) = ) RGu( —x) @

em que u(x) é a fungdo degrau, como vimos por exemplo na Figura 10. Desta forma, pela
definicao da PDF, temos que

px(x) = Z P(x;)0(x — x;) (48)

Considerando a variavel aleatdria y, a soma de dois dados, temos a seguinte
ExemploPDF
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Figura 14. Func¢do de densidade de probabilidade de varidvel aleatdria discreta
Exemplo 28

Podemos ainda ter varidveis aleatdrias mistas, ou seja, parte discretas, parte continuas.
Variavel Aleatdria mista

Suponha que um termémetro consiga medir temperaturas entre -10° e 40°,
mas estamos numa localidade onde a temperatura real X é uma varidvel
aleatdria uniforme entre 10° e 45°. A temperatura medida y tera uma
probabilidade ndo nula de assumir o valor de 40°, ou seja, PB(40)=

Pr(x > 40) = %, e a PDF serd

()—1 t(y 5)+15 40
Pyy) =35t T3y 700y~ 40)

Histograma

Quando ndo conhecemos a priori a PDF de um experimento aleatério, podemos investigar sua
distribuicdo de probabilidade por meio do histograma. Dividimos todo o intervalo possivel de
amostras em intervalos de tamanho Ax, chamados de bins. Por exemplo, supondo que as
amostras comegam em x,, o intervalo k sera I, = [xy, Xx41), cOM X} = xo + kAx. Se fizermos



N realizagbes independentes do experimento aleatdrio o histograma correspondera a contagem

do ndmero N,, de resultados que ocorreram no intervalo I. Pela defini¢do de probabilidade em
(2) temos que

. Nk Xk+1
Pr(x € I;) = lim v f Px(x)dx ~ Ax py(xy) (49)

Xk

Ou seja, o histograma tende a representar a PDF de uma varidvel aleatodria.

Na Figura 15 podemos ver os histogramas de duas variaveis aleatdrias, uma
uniforme entre 0 e 1 e outra exponencial, com A=1, para N =10.000 e N =

Exemplo 240.000 amostras. Podemos ver que com o aumento do numero de amostras o
histograma tenda a forma de sua PDF.
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Figura 15. Histograma

h. Valor Esperado, Média e Mediana

O valor esperado (ou esperanga ou expectancia) de uma variavel aleatdria é a sua média. Ou seja,
para uma varidvel aleatéria discreta X, se forem realizados N experimentos aleatdrios
independentes, e o valor x; ocorrer N; vezes temos que sua média, ou seu valor esperado é

_ . lel + N2x2 + -+ Nnxn
E{x} =X = lim
Exemplo 30 N-oo N (50)

= B + BT, + o+ Blo)t, = ) xiB(x)

A

Jogamos um dado, tal que B/(x;) = %,xi =1;2;3;4;5;6. A sua média estatistica

sera

I OO DR LUV DR DU
X—g()"‘g()+€(3)+g()+g()+g(6)—3.



Similarmente, para uma variavel aleatéria continua, a média é dada por
X = f xpx(x)dx (51)
N3do devemos confundir a média com a mediana, que é definida como
1 1
Med(x) = x, t.q. Pr(x < Med(x)) = € Pr(x = Med(x)) > 5 (52)

Para varidveis aleatérias continuas, isto equivale a

1
F;((Med(x)) =3 (53)

Veremos agora o valor esperado de algumas varidveis aleatdrias comuns

Variavel aleatéria de Bernouilli
Dada uma v.a. de Bernouillicom Pr(x =1) = pePr(x = 0) = 1 — p, temos que

Xx=1-pO)+p1)=p (54)

Variavel aleatdria binomial
Sabemos que uma varidvel aleatéria binomial x — Binomial(n,p) é a soma de n variaveis
aleatdrias de Bernouilli y; com parametro p, ou seja, X =y; +y, + -+ y,.

Veremos posteriormente que o valor esperado é uma operagao linear, e, portanto,

% = E{x} = E{yy} + E{y,} + -+ E{yn} = np =

Variavel aleatéria de Poisson
A partir da funcdo massa de probabilidade de uma v.a. de Poisson, definida em (26), temos que

o)

kake=2
- _ _ (56)
X‘Z oA
k=0

Variavel aleatoria uniforme
Para uma varidvel aleatdria continua uniforme entre a e b, temos que

_ f‘” 0d J‘bxd x> | b+a )
X = xp()dx = | ——dx = = 57
e s b—a 2(b-a)|, 2
E facil verificar também que a mediana é
Med(x) = X
Variavel aleatdéria exponencial
Para uma variavel aleatdria exponencial com parametro A, definida em (40), temos que
[°e) —Ax «©
e 1
X= f xAe Mdx = (—x=1)| == (58)
0 A 0 A

A mediana é dada por



1 1 In 2
FX(Med(X)) =1— e AMedk® — 2 = e~AMed(x) — 2 = Med(x) = o (59)

Varidvel aleatdria Gaussiana (normal)
Em (42) vimos a PDF de uma variavel aleatéria padrdo. Podemos ter uma v.a. Gaussiana com
parametro 4,

( ) 1 _(X—Zﬂ)z
x)=——e 60
Px Nz (60)
que tem média
_ 1 f‘” _(x—zu)zd 1 J’w( N _y;d
X=— xe X =— e
VZT[ —0o0 VZT[ —0 y # y (61)

= — e —€ .
27T —ooy y ‘u—oo 27T y

Como o termo dentro da primeira integral é uma funcdo impar, a primeira integral é igual a zero,

e no segundo termo, temos a integral de uma PDF, que sabemos que é igual a 1.Portanto, para
uma v.a. Gaussiana

_ 62
X=u (62)

Podemos verificar também, que, como a PDF é simétrica em torno de m, E (i) = P portanto,

Med(x) = X

u (63)

i. Valor Esperado de uma Funcdao e Momentos
Dada uma fungdo de uma variavel aleatéria y = g(x), temos que y também é uma variavel
aleatdria. Se quisermos saber a média de Yy, ndo é necessdrio conhecer sua PDF, ja que

o

E{y}=y = f g()py(x)dx (64)

—00

Pela definigdo acima, podemos facilmente demonstrar ainda que o valor esperado é uma
ogerlagéo linear, ou seja, dadas as constantes a, b ec,
Exemplo™31

E{af(x) + bg(x) + ¢} = aE{f ()} + bE{g(x)} + ¢ (65)

Uma fonte de tensdo senoidal gera um sinal x(t) = Acos(2rf,t). Suponha que
a tensdo desta fonte seja medida em um instante aleatdrio, sendo o valor
medido uma varidvel aleatdria X. Qual o valor médio e o rms (root mean
square) desta medida?

Sendo o instante aleatdrio, podemos considerar que amostraremos um sinal
x =Acos®, em que a fase aleatdria ® é uma v.a. uniforme entre 0 e 27. Sendo
assim, a média é

2T A cos 6 _ Asiné an

X = f_ooA cos(0) pe(0)do = fo do = =0

2T 21 0



O valor rms é igual a rms(x) = {E{x?}, com
2T A2 cos? 0 A% (2" (1 cos(20) A?
E{xz}:f ——dO = — —F|d6b
0 2n 21 ),

A
e, portanto, rms(x) = ot

+
2 2

2

Momentos
Dada uma variavel aleatéria X, seu momento de ordem n (ou n-ésimo momento) é dado por

oo

B = | amp (o )
e 0o momento central de ordem n é dado por )
S\ — * \n (67)
Bl-0" = [ -0

ou, para uma variavel aleatéria discreta

G = ) xR (e

X;ES

(68)
(=" = ) (6~ DRk
XES
Dentre os diferentes momentos centrais, um dos mais utilizados é a variancia
var(x) = 02 = E{(x — X)?} (69)
Expandindo a equag¢do acima, podemos obter também a variancia como
var(x) = E{x? — 2xX 4+ 82} = x% — 2XX + X2 (70)
= E{x?} —x?
O valor oy é conhecido como desvio padrdo e indica o quanto a variavel aleatdria se afasta de sua
média.
O momento de terceira ordem normalizado é chamado de obliquidade (skewness) e indica a
assimetria da PDF:
E{(x-%)%} (71)
Y = ———
O momento de quarta ordem normalizado é chamado de curtose:
E{(x—%)*}
K(x) = — i (72)
Funcdo geradora de momentos
A fungdo geradora de momentos é definida como
M,(t) = E{e*},comt € R (73)

Pela série de Taylor, temos que



t2x? tnx™"

tx — _
e*=1+tx+ T + -+ oy + (74)
t2x2 X"
Mx(t):1+tX+T+“'+ " + .-
Derivando-se a fungdo geradora de momentos e considerandot = 0, temos que
t=0 t=0
aM,(®)|" . AT M@ 7 (75)
dt R B

Veremos agora o calculo dos momentos para algumas varidveis aleatdérias comuns

Varidvel aleatdria de Bernouilli
Para uma v.a. de Bernouillicom B, (1) = p,

E{x?} = (1-p)(0?) +p(12) =p el
e
var(x) = x2 — X% = p — p? (77)
A fungdo geradora de momentos é
M, (t) = (1 —p)e® + pe* =1—p +pe' (78)
Derivando-se, temos que
dM, ()" _
E = = t|t=0 =
{x} It pe’| p
dz M (t)|"™°
2y _ X — o ott=0 _
Ex}=—n pe’ p 79)
dn Mx(t) t=0 “o
E{Xn}=7 =pef|"==p
Variavel aleatdria uniforme
Para uma v.a. uniforme entre a e b, temos que
E{Z}—fb x? G = x3 b_b3—a3_az+ab+b2
) =ad" T30 -0, 30— 3 50
00 =% _, a*+ab+b? <b+a)2 _(b-a)?
var(x) = x? —X* = 3 > ==
Variavel aleatdria exponencial
Para uma v.a. exponencial com parametro A, temos que a fun¢do geradora de momentos é
%) %) t -1
M, (t) = f et*le Mdx = f Aet=Dx gy = (1 — /—1> (81)
0 0

Fazendo a derivada e considerando t = 0, temos que



aM, 0= 1 ]

B="g- =-7;c0(1-3) | =3 -

M0 1/ 1 30 2

E{x?} = — > =_(__) _9 (1__) .

6 =— PRI ASEA 22

e, portanto,
- ., 2 N L |

var(x) = x? —X° = Tz (Z) = =z (83)

Varidvel Aleatoria Gaussiana (Normal)
Av.a. Gaussiana padrao, definida em (42) possui varidncia igual a 1. Uma v.a. Gaussiana genérica
é definida pela seguinte PDF:

1 _(x_l‘l)z (84)
(x) = e 202
Px oV2m
e sua funcdo geradora de momentos é
o?t? (85)

_tput—
M, (t) =e 2
Podemos ent3o achar seus momentos como

dM (t) t=0 ﬂ t=0
E{x} = dxt = (u+to?)e* 2 =u
_ _ (86)
dz M.(t t=0 2,21t=0
E{x*} = —dt);( ) =02+ (u+te®? e 2| =024+ u2
e, portanto,
(87)

var(x) = x2 — X2 =02 + u? — u? = o*
Consequentemente, uma v.a. Gaussiana é definida pela sua média e variancia, e usamos a
notagdo x = N (u, 02).

Muitas vezes queremos saber a probabilidade de a varidvel aleatdria assumir um valor maior que
um certo X:

o= [ L
r(x>x) = e 20 a
x OV2m
e, substituindo-se % = y, podemos reescrever
® 1 y? X—U
Prix>x) = | ——e"Tdy= , 89)
r(x > x) jx_# 2ﬂe y Q( > )
g

com a fungdo Q definida em (43)

j. Variaveis Aleatdrias Conjuntas
Dadas duas variaveis aleatérias X e y, podemos definir a CDF conjunta

Ey(x,y) =Prx<xny<y) (90)

e a PDF conjunta



aZ
Dy (X, y) = 9xdy E ., (x,y). (91)

Assim, a probabilidade em um certo intervalo é dada por

X2 Y2
Pr(xl <x< Xy N Y1 < Yy < yZ) = f f px,y(x, y)dydx, (©2)
X1 "Y1
e, sabemos ainda que
[ 93
f f px,y(x; Y)d}/dx =1. (93)

Se quisermos achar a PDF marginal, ou seja, a PDF de apenas uma das varidveis aleatdrias, temos
que

[o0]

px(x) = f Pyy (X, Y)dy. (94)
Da mesma forma, a CDF marginal é dada por
Fo(x) = Fyy(x, o). ©3

Assim como temos uma probabilidade condicional para varidveis aleatérias discretas, podemos
ter uma PDF condicional

Dy (%, Y) (96)

Dy|x (Y|x) = (%) )

e, consequentemente, a Regra de Bayes
px,y(x' 3’) _ py|x (3’|X)Px(x)

Pay (rly) = p,(» — pO» ©7)

Similarmente a lei da probabilidade total para v.a.s discretas, podemos achar a PDF marginal com

py(y) = f Pyy (X, y)dx = f P (0)pyjx (v|x)dx. o9
Variaveis aleatérias continuas sdo independentes se

Exemplo 32
Pty (X1Y) = py () © py 1) = py ) © by (6, ¥) = P (D, ). (59)

Varidvel aleatdria Gaussiana complexa circularmente simétrica e
distribuicdao de Rayleigh

Considere uma v.a. complexa z=x+jy, em que x,y > N(0,0%), e X, y sdo
independentes. Sendo assim

x%+y?

1 _x+y”
Pry(6 ) = PPy () = 5—3e 207



A PDF conjunta pode ser vista na Figura 16, de dois angulos diferentes. Na
figura da direita a PDF é vista com niveis de cores diferentes, e podemos
visualizar o conceito de circularmente simétrica.

PDF PDF

Figura 16. V.a. Gaussiana complexa circularmente simétrica

Neste caso, é de interesse acharmos a a PDF da amplitude r = |z| = /x* + y? e da
fase @ =zz = atan%%— mu(—x), ou seja, qual p,(r) e pe().

Podemos considerar uma area infinitesimal de tamanho dfdr em torno de re 6.
A probabilidade desta area é dada pela area multiplicada pela densidade de

probabilidade neste ponto. Neste caso,
Pr(r € dr,0 € d9) = p,o(r,0)drdo

Podemos representar isto também em coordenadas Euclideanas, como visto na

Figura 17.
0 a y A .
-\r-sm do = rdf
r %

v dr

dgi:::::::::::::!
“ ;r ;X
dr
Figura 17. Probabilidade da amplitude de uma v.a. complexa

Em coordenadas Euclideanas, temos que

Pr(r € dr,0 € dO) = py,(x,y)rdbdr



Igualando as duas equagdes, temos que

_x2+y?
e 202 rdOdr

Pro(r,0)drdf = 2

r2

e 202, parar >0e0<6<2m

4 pr,@(r: 9) = 27_[0_2

e, considerando a probabilidade marginal

2T rz

= 20740, >0,
pr(r) J; a2 20 parar

ou seja,

r2

pe(r) = —e 207 u(r).

Esta distribuicdo é conhecida como distribui¢do de Rayleigh, que pode ser vista na Figura 18.

PDF de Rayleigh

Figura 18. Distribuicdo de Rayleigh

Um caso de particular interesse de varidveis aleatérias conjuntas em comunicag¢des é quando
enviamos um sinal aleatdrio x em um canal de comunicag¢des, como vimos na Figura 19. Na saida,
devido a distor¢des e ruido, recebemos um sinal aleatério y, que tem uma probabilidade conjunta
com X, dependendo da caracterizacdo do sistema.

X y Estimador X
> CANAL > >
max py(x[y)
Exemplo 33
Figura 19. Canal de Comunicagdes

Um sinal aleatdério X com distribuicdo exponencial e média unitaria passa por um canal
ruidoso, cujo ruido n é v.a. com distribuicao uniforme entre -1 e +1. Se observarmos um
determinado valor Yy na saida, qual a PDF condicional do sinal x?



Temos que

px(x) = e u(x)

1 V=X
y=x+n=py lx) = —rect( )

2
e queremos descobrir
( | ) py|x (ylx)px(x)
Dxy X|Y) = —————.
Y P, ()
Falta encontrar
%} we_x y—x
py(Y) = j px(x)py|x lx)dx = J Trect (T) dx
. 0

Lembrando que a fungdo rect na integral éigualalparay — 1 < x <y + 1, temos que

0 ,y<-—1

| y+1 -X 1
—dx——(l—e vy —-1<y<1
py(¥) = g
() =

y+1 -X e %
kf —dx— (e—e™) ,y>1

2
e, portanto,
. V=X 1
e u(x)rect( > )1 ) ,—1l<y<1
px|y(x|y) = y —x eV
e *u(x)rect (T) p—" ,y>1

Os conceitos vistos acima para duas variaveis aleatdrias conjuntas podem ser facilmente
expandidos para mais de duas v.a.s.

Valor esperado
Dada uma certa fungdo de duas variadveis aleatdrias g(x,y), o valor esperado desta fungdo é dado
por

Pty = | | g ypyayidxdy (100
Como vimos, o valor esperado é uma funcdo linear, e, portanto
(101)
se g(xy) = ax + by = E{g(x,y)} = aE{x} + bE{y}.
Se X e y forem independentes, e g(x,y) = g1(x)g,(y) temos que
P00 = [ | 0:009:0n00p,0)dxdy
-t o (102)
= [ atm@ax [ g.0moay
= E{g1(0)}E{g.(y)}
Como caso particular, temos que se X e y forem independentes,
(103)

E{xy} = E{x}E{y}



Se multiplicarmos uma varidvel aleatdria por um escalar a, temos o seguinte impacto nas suas
média e variancia:

Se tivermos a soma z de duas variaveis aleatdrias X e y temos que

sez=x+y=
Z=X+Yy (104)
o7 = E{(z—2)*} = E{x—X+y—-9?%
=o¢ + oy = 2E{(x =Xy - )}
Ainda, se X e y forem independentes

E{x-0@ -9} =E{E-}E{(-9}=0

(105)
=07 = o7 + oy

No Exemplo 33, qual a variancia do sinal y na saida do sistema?

Exemplo 34 . . ; .
Podemos considerar que o sinal x = Exp(A =1) e o ruido n = Unif(a = —-1;b =

1) sdo independentes. Desta forma a variancia do sinal y = x4+ n é dada por

1 (b—a)? 4
2 _ 2 2 _
oy =05 o5 =53 12 —1+_—§
Exemplo 35 Distor¢dao em sistema PCM

Em um sistema PCM a distor¢do no sinal reconstruido pode vir de duas causas
independentes. A primeira é o erro de quantizacdo e a segunda é devida ao
possivel erro dos bits transmitidos.

Ou seja, uma sequéncia de amostras my é inicialmente quantizada, gerando a
sequéncia quantizada My, e esta sequéncia é mapeada em nbits/amostra
(k) , (k) (k)
by by - b

n—1- Estes bits sdo enviados em um canal simétrico bindrio com

5

n—1, €OmM

probabilidade de erro p de modo que recebemos Bék)Bik)-
Pr (Ei(k) * bi(k)) = p. A partir destes bits é que sera reconstruida a mensagem,

obtendo-se a estimativa 7.

Esta estimativa é dada por
ﬁ\lk:mk+qk+6k:mk+ek,

em que q € o erro de quantizacdo e €, é o erro causada por erros de bit.

Queremos saber qual a poténcia da distorgdo total e.

Podemos ignorar o indice k para simplificar. O erro de quantizagdo é uma

mp  Mp

—e

L

—» em que myé a amplitude de pico

do sinal e L = 2™ é o nimero de niveis de quantizagéo.

variavel aleatdria uniforme entre —



Como veremos mais tarde, a poténcia de um sinal é dada por P, = E{x?}. Para
o erro de quantizacdo, temos, portanto, que

1m3
Fo=El@?} = of =355,

Ja a distorcdo devida ao erro de bits depende da posicdao do bit na palavra. Se

for o bit menos significativo (bit i =n), o erro vai ser igual a um intervalo de
2m 2m , . .
“P2—-4"P porém, se for o bit mais

T 5n

significativo (bit i =1), o erro vai ser bem maior, € = tm,. Para bits em

quantizagdo, ou seja, €, =FTAv =+

2my,
21

outras posi¢cdes, podemos generalizar como ¢; =+ E razodvel supor

também que € = 0.
Supondo agora que a probabilidade de erro p < 1, é improvavel que tenhamos
mais de um erro de bit em cada amostra, e, desta forma

n n

n
4m}  4mip(22" — 1)
0'62=E{EZ}=z€i2Pe(Ei):pZEi2:pz 22ip= p3(22”)
i=1 i=1 =1

Portanto,

2

m
P=E{e}}=02=0l+0¢= 3(2;1) (1+4p(2%" - 1))

k. Lei dos Grandes Numeros

Sejam n realizagdes independentes de um experimento aleatdrio, de modo que em cada
experimento tenhamos como resultado uma variavel aleatdria x;. Ou seja, temos n varidveis
aleatorias i.i.d. (independentes, identicamente distribuidas) xg,X7,X5,**,Xp—1, cOm E{x;} = u
evar(x;) = 0% < oo,

Seja a média amostral de n realizacGes

n—1

~ 1 (106)
Xn= E X

A lei dos grandes numeros indica que esta média am(l)s(';ral tende a média estatistica a medida
gue o numero de realizagdes tende a infinito, ou seja, se realizarmos um nimero muito grande
de experimentos, teremos uma média amostral muito proxima a média estatistica (ou valor
esperado). Em notagdo matematica, temos

_ noo (107)
Xn —HU

Esta convergéncia pode ser expressa de duas formas. Pela lei fraca dos grandes nimeros temos
uma convergéncia em probabilidade, em que, para qualquer € > 0,
lim Pr(| %X, —ul<e&) = 1. (108)
n—-oo
Pela lei forte dos grandes niimeros a convergéncia se dd com quase certeza, ou seja,

Pr(lim %, —ul <e)=1 (109)
n—-0o

A lei dos grandes numeros pode ser visualizada na



Realizagdes independentes de uma w.a. unifarme em [0,1]
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Figura 20. Lei dos grandes numeros

|. Soma de duas varidveis aleatdrias
Dadas duas varidveis aleatdrias X e y, é muitas vezes necessario sabermos a fungdo de distribuicao
de probabilidade da soma delas. Considerando z = x + y, temos que a sua CDF é

E({)=Pr(z<{)=Prx<oo;y <{—x)

o0 ~{-x (110)
= f f Pxy(x, y)dydx
A partir da CDF, podemos obter a PDF
ar,) _ (®
p,(0) = 25 = f_ Pxy (%, { — x)dx (111)
Se X e y forem independentes, temos que
Exemplo 36 pz(() = f Px(x)l?y(f - x)dx = px(() * py(() (112)

Soma de varidveis aleatdrias uniformes

Se x; e X, forem duas varidveis aleatorias independentes uniformes em [-1,1],
ey =X +X, temos que

py(¥) = Py, ) * 0, ) = %rect (g) * %rect (g) = % (%)

Na Figura 21 podemos ver a PDF da soma de até 4 v.a.’s uniformes
independentes, e, para a soma de 4 v.a.s, comparamos a PDF da soma com a
PDF de uma Gaussiana com a mesma média e variancia. Podemos ver que as
curvas sao bastante aproximadas, e, a medida que aumentamos o nimero de
v.a.s somadas, a PDF vai ficando cada vez mais préxima de uma Gaussiana.

Na mesma figura, a direita, vemos o histograma da soma de varias v.a.s
uniformes independentes (com 10.000 amostras de cada), e vemos que a
forma do histograma tende a forma da PDF obtida pela convolugdo, como era
de se esperar.
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Agora, se X; e X, forem duas varidveis aleatdrias exponenciais com A=1,ey =
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Figura 21. PDF e histograma da soma de variaveis aleatdrias uniformes

Soma de varidveis aleatdrias exponenciais

Exemplo®{ + x,, temos que

Na Figura 22 podemos ver agora a soma de v.a.s exponenciais comparadas
com a PDF de uma Gaussiana. Assim como no caso de v.a.s uniformes podemos
ver que as curvas se aproximam de uma Gaussiana a medida que aumentamos

o]

py(y) = J

— 00

e "u(t)e” ¥ Du(y — 1)dr = j

y

0

o0 numero de v.a.s somadas, embora mais lentamente.

Uma propriedade interessante da varidvel aleatéria Gaussiana é que a soma de duas varidveis
aleatdrias Gaussianas também é uma Gaussiana, com média e variancia dadas pelas propriedades

em (104).
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Figura 22.

Soma de V. A s exponenciais
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e Vdt = ye Yu(y).

PDF da soma de variaveis aleatdrias exponenciais




m. Teorema Central do Limite

Como vimos na Secdo 1.m, a soma de varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.)! tende a uma v.a. Gaussiana. Mais especificamente, se tivermos n v.a.s i.i.d.
X1,X,**,Xp_1com média x e variancia a2, podemos considerar a soma normalizada

n
y =izxi—ﬂ (113)
" \/ﬁ i=1 g .
O Teorema Central do Limite diz que
y 1 a?
lim Pr(y, <y) = j ——e 2da, (114)

ou seja, a soma normalizada tende a uma v.a. Gaussiana, y, —> N'(0,1).
n—oo

Alternativamente, podemos considerar a soma ndo normalizada

n

Zpn = Z Xj = U\/Z(Yn —nu) (115)

i=1
e, para valores grandes de n, podemos aproxima-la por uma Gaussiana,
116
zZ, = N (nu,no?). (o)

Exemplo 38
Um pacote de Npyses bytes é enviado em um canal BSC com probabilidade de

erro p. Sabendo que podemos corrigir até t erros por meio de um cddigo
corretor de erros, qual a probabilidade de erro de pacotes?

Podemos considerar a varidavel de Bernouilli x; =1, se ocorrer um erro na
transmissdo do bit i e x; = 0, caso ndo ocorra um erro, com 1 < i < 8Npy 5.

O nimero de erros em um pacote é dado entdo por

8betes

i=1

que é uma varidvel aleatdria binomial. A probabilidade de termos mais que t
erros é dada por

8betes 8]\]
Pr(v>t) = z ( :::tes) p™(1 — p)8Nbytes—m
m=t+1

Porém, para valores grandes de t e Npyts este calculo fica invidvel, mesmo
numericamente. Por exemplo, considerando N =128 e t =30, esta conta
causa overflow em uma representacdao de ponto flutuante tipo double.
Podemos, porém, achar uma aproximacgao pelo Teorema Central do Limite. Ou
seja, podemos considerar VvV aproximadamente uma variavel aleatdria
Gaussiana. Se tivermos p = 0,01, sabemos que

1 Paravariaveis aleatdrias ndo identicamente distribuidas, o Teorema Central do Limite também vale, desde
gue seja satisfeitas algumas condig¢des, o que foge de nosso escopo.



E{v} =V = 128(8)%, = 1024p = 10,24
var(v) = o2 = 102402 = 1024(p — p®) = 10,1376

e, portanto,

t—v -10
Pr(v>t) ~ Q (W) — 0(6,206) = 1,925%10

n. Correlacdo

Uma analise importante em probabilidade e estatistica é a da relacdo entre varidveis aleatdrias
distintas. Por exemplo, podemos investigar estatisticamente se ha uma relagdo entre o consumo
de cigarros e a incidéncia de cancer na populagdo. Em comunicacgdes, a existéncia de dependéncia
entre variaveis é fundamental, ja que contamos que hd uma relacdo de dependéncia entre o sinal
enviado e o sinal recebido em um receptor, a fim de podermos estimar ou detectar o sinal que
foi enviado.

Comecemos definindo a covariancia entre duas v.a.s X ey

oy = E{(x—3)(y - )} (117)
= E{xy} —xy
Dizemos que duas v.a.s sdo descorrelatadas
se oy, = 0 © E{xy} =Xy ()
A medida comumente utilizada para se determinar a correlacdo entre v.a.s distintas é o
coeficiente de correlagdo de Pearson

Oxy

0y 0y,
O coeficiente de correlagdo indica a dependéncia linear entre duas varidveis aleatdrias.
Suponhamos por exemplo que y = ax, com a € R uma constante qualquer. Neste caso, teremos

que

Pxy = ,com—1<p. <1 (119)

of = a’of = oy = |aloy

oy, = E{xax} — XaX = ax? — ax* = aoy (120)
2

= Py = —— = sign(a)
pr |a|o_X2 g )
ou seja, no caso de uma dependéncia linear total, a coeficiente de correlagdo sera Pxy = +1, com

+1 indicando uma dependéncia linear direta, e -1 uma inversa.

Em, pasticular, se X e y forem v.a.s independentes, temos que E{xy} = E{x}E{y} & g, = 0.
Consequentemente, como vimos em (118) elas sdo também descorrelatadas. Notem, porém, que
o inverso nem sempre é verdade, ou seja, duas varidveis aleatdrias descorrelatadas ndo sdo
necessariamente independentes.

Considere duas varidveis aleatdrias z; e z,, representando o resultado de dois
dados independentes. Considere ainda que temos duas v.a.s, representando a
soma, X=12, +2,, e a diferenga entre elas, y=2z; —z,. Vamos calcular a
covariancia entre elas.



Sabemos que
P(2) = R(12) = P,(=5) = B,(5) = 1/36
B(3) = R(11) = B,(-4) = B,(4) = 2/36
P.(4) = B(10) = B,(-3) = B,(3) = 3/36
P(5) = B(9) = B(~2) = B,(2) = 4/36
R(6) = R(8) = B,(~1) = B,(1) = 5/36

P.(7) = B,(0) = 6/36
e, portanto, E{x} = 7 e E{y} = 0.

Para acharmos a covaridncia, devemos agora encontrar E{xy}, que pode ser
achada como

6 6
By} = ) ) G+ 86— 8P, (G0 6)
N 6 51:61(2:1 N 6 6
= %; ;(Q FO)G-G) = %Zl Zl(zf - =0

Portanto, oy, = E{xy}E{x}E{y} = 0 e as v.a.s sdo descorrelatadas. Entretanto,
elas sdo claramente dependentes, por exemplo Py,(—5|2) = 0 # B,(-5).

Uma concepgdo equivocada do significado da correlagdo é achar que o fato de duas varidveis

terem uma correlagdo implica uma ser a causa da outra, como podemos ver no exemplo abaixo.
Exemplo 40

Suponhamos que coletamos os dados de trés eventos aleatdérios em variaveis
aleatdrias X, representado a colocacdo do Flamengo no final do Campeonato
Brasileiro, y, o consumo de cerveja per capita no Brasil (em
litros/habitante/ano) e z, a taxa de suicidios média (suicidios/100.000

habitantes)? no mesmo ano. Os dados e os coeficientes de correlacdo medidos
estdao na Figura 23.

P o =-0.80467
p,,=0.70583
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Figura 23. Exemplo de correlagdo

Vemos que existe uma correlagdo negativa entre as v.a.s Y e Z, o que poderia
levar a crer que o aumento no consumo de cerveja ajudaria a reduzir a taxa
de suicidios. Porém, analisando-se os graficos da correlagdo entre X e y e entre
X ez, podemos ver que a causa tanto do aumento do consumo de cerveja como
na diminuicdo dos suicidios é o bom desempenho do Flamengo no campeonato
e a reagao de sua torcida.

Exemploﬁl . ~ ’ .
odem ser encontrados inumeros exemplos de correlagdes espurias, algumas

delas podem ser vistas no site http://www.tylervigen.com/spurious-
correlations, como por exemplo a grande correlacdo entre o nimero de filmes
com o Nicolas Cage e o niumero de pessoas afogadas em piscinas nos EUA a
cada ano, com um coeficiente de correlagao p = 0,67.

0. Estimacao LMS

Suponha que queiramos estimar uma varidvel aleatdria X a partir da observagdo de uma outra
variavel aleatdria y, ou seja queremos obter a estimativa X = f(y). Qual seria 0o melhor estimador
f()? A abordagem mais simples é escolhermos um estimador linear X = ay, e o critério para
escolhermos o pardmetro a é minimizarmos o erro quadratico médio, ou seja, queremos

a = argmin €2 = argmin E{(x — %)%} (121)
a a

Este é o critério MSE (mean square error), e o estimador linear que satisfaz este critério é o
estimador LMS (least mean squares).

Para simplificar, vamos supor que X = § = 0. Supondo um estimador linear X = ay, temos que
e =E{(x—ay)?}=E {X_Z + a?y? — 2aE{xy}} (122)

Vamos chamar E{xy} = R,y. Queremos minimizar o erro quadratico em relagdo a a, ou seja,
gueremos

de? —
= 2 _ _
Ia 2ay 2E{xy} =0 (123)
_Elyl Ry
y Ryy


http://www.tylervigen.com/spurious-correlations
http://www.tylervigen.com/spurious-correlations

Neste caso, o erro é dado por

R R
e=x—ay=x—R—Wy=>yg=Xy_R_ny2 (124)
vy vy
e, consequentemente,
R
E{ye} = E{xy} — 2= E{y?} = Ry — Ryy = 0. (125)
yy

Isto é conhecido como o principio da ortogonalidade, que é uma condicdo para que o estimador
linear tenha o erro quadratico minimo.

E de interesse sabermos também qual o erro quadratico que podemos atingir caso utilizemos o
estimador éptimo. Teremos entao

Ry
E{e’}=E {(X - R—y) E} = E{xe} = E{x(x — ay)} (126)
= Rxx - aRX;/y

Caso X # 0, podemos trabalhar com varidveis auxiliares X' =x —X ey’ =y — ¥, de modo que

x' = ay’
_EG=-0G -9} _ gy
E{(y - ¥)*} oy (127)
R=0+%=2(y—7) +%
0-2

y

Podemos estender a analise anterior se tivermos mais de uma varidvel de observacdo, ou seja,
suponhamos que observamos as varidveis aleatérias y;,y,, ", yn, todas com média nula. O
estimador linear dptimo sera dado por

o 128
X=ay, T azy; + -+ apyn 128
Com
-1
a; [RY1Y1 Ryy, - RYlYn] [RXYI]
2| _ lRY2Y1 Ry,ya =+ Ryyyn | |RXY2 | (129)
n lRYnYl Ry,y, RynynJ lRXYnJ
eanerreemédio quadratico dado por
E{e?} =R, — (alRXyl + ayRyy, + -+ nyn). (130)

Queremos estimar o ganho de canal h, em que dada uma entrada x; n instante
k, temos na saida a resposta y, = hx, + n,, em que n; € um componente de
ruido. Para estimarmos o canal baseado na observagdao de Yy, enviamos no
instante t =1 um valor conhecido x; = —1, e no instante t = 2, enviamos x, =
2. Suponhamos que conhecemos a PDF do canal, que é uma variavel aleatodria
uniforme em [0,1]. Sabemos ainda que no instante t =1, o ruido é uma v.a.
Gaussiana n; = N(0;0,2), e no instante t = 2, temos que n; = N (0;0,1). Qual



o estimador linear 6ptimo do valor do canal h, baseado nas observag¢des y; e
y2?

Inicialmente, vamos obter os momentos da variavel do canal h

B 1 , 1
=5 Oh =75
2" h 12
e, consequentemente, y_1=—}_1+ﬁl=—%, e y;=2h+n,=1. Para

simplificar, trabalharemos com as varidveish’=h—h,y; =y, — Vi, ey, =y; —
y1. Calculamos entdo as correlagdes, lembrando que o canal h e o ruido n sdo
independentes, assim como sdo independentes amostras do ruido em
instantes diferentes.

7 )2 2 2 2 1 2 17

Ryly1=E{(Y1 —-y1)°} = gy, =0y 05, =5 _|_ 0 _ =
o= 4 1 26

Ry,y,=E{(y2 = y2)’} = sz = 4o + ar?l =— + 00

RY1Y2=E{(YI - )’_1)(}’2 - E)} = —ZOﬁ

1

Rugs=E{(h ~ )1 — 900} = E{(h ~ D)[~(h ~ F) + (g ~m)]} = ~off = —

Riy,~E{(h — B)(y, —73)} = E{(h — B)[2(h — h) + (n, — 15)]} = 202 = %
Com estes valores podemos achar os coeficientes
[Zl] _ [17/60 —1/6]‘1[ 1/12] _ -0, 0877]
2 -1/6 26/60 1/6 03509
Ou seja, podemos obter uma estimativa do canal

h = —0,0877y, + 0,3509y,

Exemplo 43

Sabemos que na digitalizacdo usando um codificador DPCM (Differential Pulse
Code Modulation), em vez de quantizarmos a amostra da mensagem my, como
no PCM, quantizamos a diferenga €, = my — M, em que i, € uma estimativa
da amostra atual m;,. Suponhamos que esta estimativa seja linear, e obtida a
partir das duas amostras anteriores, ou seja, My, = f(My_1, Mk_y) = a;my_4 +
a,My_o.

Sabemos que, pela lei dos grandes niumeros, as correlagdes podem ser obtidas
medindo-se uma amostra de voz tipica, de modo que, com N amostras
disponiveis teremos

1
R, = E{mkmk—n} ~ N [momn +mymy, + -+ mNmN+n]

Suponhamos ainda que, foram feitas estas medicdes em amostras de voz
tipicas e obtemos os seguintes valores



R, = 0,825m?, e R, = 0,562 m?,

e que sabemos que as amostras de voz tém média m = 0.Podemos entdo obter
os coeficientes a; e a, 6ptimos pelo critério LMS, lembrando que

Rmkmk = Rmk+1mk+1 = Rmk+2mk+2 = mz’
Rmkmk+1 = Rmk+1mk+2 = Rmk+2mk+1 =Ry = 0,825 m?,
Rm,my,, = R2 = 0,562 m?,
e resolvendo o sistema
[ ] — [ Mp+1Mk+1 mk+1mk+2] mkmk+1]
mk+2mk+1 mk+2mk+2 mkmk+2
. [ 0,825] 2) -1]0, 825 — [ 1,1314
~ 10,825 1 0562 —-0,3714

ou seja, My = 1,1314 my,_, — 0,3714 my_,
O erro quadrdtico médio é dado por
E{€*} = Rym, — @1 Rmymy,, — @2Rmym,,, = 0,2753

Sabemos ainda que, dependendo da distribuicdio de probabilidade da
amplitude da mensagem, temos que m? = amf,, em que my é a amplitude de
pico da mensagem. Lembremos que, para o PCM, quantizamos a mensagem
my, € o erro de quantizagao é

1my lam?

E{qPCM} 3221 = § 22n = Km?

Para o DPCM, quantizamos a diferenca €, em vez de my. Podemos supor que
o0 mesmo vale para o erro de quantizagdo, ou seja, que

E{q}pcu} = K€

Temos, portanto, uma redugdo no erro quadrdtico médio de

E{q? e?
M == =0,2753 = —5,6dB
E{dpcy} m?



3. Processos Estocasticos

Processos estocasticos® ou aleatérios sdo sinais aleatdrios x(t), ou seja, o resultado de um
experimento aleatério é uma forma de onda x(t), como vimos na Figura 24, em que o resultado
de um experimento §; é mapeado em uma forma de onda x;(t). Na parte de baixo desta figura
vemos ainda exemplo de diferentes formas de onda possiveis resultantes deste experimento.

S x(t) ER

Figura 24. Conceito de processos aleatorios.

Ainda na Figura 24, podemos ver que ao amostrarmos o sinal em um dado instante t;, o valor
observado é uma variavel aleatéria x; = x(t;), cuja distribuicdo de probabilidade depende das
probabilidades de as diversas formas de onda ocorrerem. Para conhecermos integralmente um
processo aleatdrio, caso amostremos o sinal em qualquer conjunto de instantes
to, t1,t2,+, ty_1, teremos um conjunto de varidveis aleatérias x = [Xo,xl,xz,---,xN_l]T, e
devemos conhecer as suas CDF e PDF conjuntas

Fe(xo, %1, xy-1) = Pr(Xo < xp;%1 < Xg5+++;Xy-1 < Xy—1)
n

(x) = E(x
pX axoaxl "'axN_l X( )
Na maioria dos casos, conhecer esta distribuicdo para todas as combinag¢des possiveis é bastante
dificil, além de ser dificil de se tratar. Veremos a seguir algumas caracterizacdes que descrevem

(131)

parcialmente um certo processo, e que sdo suficientes na maioria dos casos.

3 A palavra “estocastico”, vem da palavra grega ctoyol(stochos) que significa “alvo, objetivo”



Antes, é importante definirmos o conceito de autocorrelagdo de um processo* em dois instantes
tiet,

Ry(ty,t5) = Eg*(gg)x(tz)} = E{xix,}
:f f x{xszl)(Z(x{,xz)dxldxz,

ou seja, é a correlacdo entre as varidveis aleatdrias representando o sinal amostrado nos
instantes t; e t,.

(132)

a. Processos Estacionarios

Uma categoria importante de processos estocasticos sdo os chamados processos estacionarios.
Como veremos, processos estacionarios representam uma grande parte dos processos aleatérios
considerados em comunicagdes.

Um processo é chamado de estacionario se, dados dois vetores de varidveis aleatdrias

X = [Xo, %, Xn-1]", X = x(t;) = x(to + 1) (133)
x' = [xp, x5, xhoq]T, xi=x(t; + To) = x(tg + 17 + Tp),
ambos tém a mesma densidade de probabilidade conjunta, ou seja, se
Px(X0, X1, "+, Xy —1) = Py (X0, X1, ***, Xy 1) 134
O vetor X’ representa amostras deslocadas de Ty, em relagdo as amostras obtidas em X, e esta
condicdo indica que a estatistica destas amostras ndo depende de quando as amostras ocorrem,
mas apenas do intervalo entre as amostras 7;. Ou seja, as propriedades estatisticas do sinal ndo
mudam com o tempo.

Exemplo 44

A temperatura em um dado local ndo é um processo estacionario, jd que a sua
distribuicdao de probabilidade depende de diversas condi¢des, como hora do
dia (de noite é em média mais frio) ou esta¢cdo do ano.

Estritamente falando, ndo existe processo estaciondrio, ja que todo sinal existente tem um
comego e um fim, e, portanto, as suas propriedades estatisticas mudam nestes pontos. Apesar
disso, alguns processos com duragdes muito longas podem ser considerados, pelo menos no
intervalo de observacdo de interesse.

Supondo que x(t) seja um processo estacionario, podemos mostrar que, como a densidade de
probabilidade independe do instante de amostragem, py(s)(x) = Dy(e4+1,) (%)

[oe] [ee)

E{x(t)} = f XPx(ry(X)dx = f XPy(eamy) () dx = E{x(t + Tp)}, (135)

ou seja, a média é igual em todos os instantes.

Da mesma forma, pela definicdo de estacionariedade em (134), podemos achar a autocorrelagdo

Ry(t1,tz) = f f X1 X2 Px(t,)x(t,) (X1, X2)dx1dx,
"o o (136)
= f f xi"xsz(tHTo)X(tHTo)(x’{,xz)dxldxz
= Ry(t; + Ty, t5 + Tp)

4 Para generalizar, consideramos varidveis aleatdrias complexas, e x*é o complexo conjugado de x.



ou seja, a autocorrelagdo depende apenas da diferenga entre os instantes de amostragem 7 =
t, —ty = (t; + Ty) — (t; + Ty), €, para processos estacionarios, escrevemos

Ry (1) = Ry(t; — t1) £ Ry(ty, t3)

= E{x*(Ox(t + 1)} (137)

Uma propriedade da autocorrelacdo é que

R,(—7) = E{x*(O)x(t — 1)} = E{x*(t' + D)x(t')}
= R(0) e
Processos Estacionarios no Sentido Amplo
A condicdo de estacionariedade em (134) é normalmente bastante restritiva e dificil de se
demonstrar, e muitas vezes desnecessaria. Usualmente, estamos interessados em uma classe de
processos chamados de estacionarios em sentido amplo (WSS — Wide Sense Stationary). Estes
sdo processos que satisfazem as seguintes condicdes:

Ex()}=C (139)
Rx(tlitl + T) = RX(T)'
Ja haviamos visto que todos processos estacionarios satisfazem a estas condi¢des, mas de um
processo estaciondrio em sentido amplo nada mais é exigido, ou seja, todo processo estritamente
estaciondrio é também estacionario no sentido amplo, mas o inverso nem sempre é verdade.

Exemplo 45
Vamos verificar se o processo x(t) = Acos(2nf,t +©), com O uma varidvel

aleatdria uniforme entre 0 e 2, é um processo estaciondrio no sentido amplo.

Primeiro vamos verificar a primeira condicao

21
1
Eo{x(t)} = f EA cos(2nf.t +6)d6 = 0,
0

em que a integral acima pode ser facilmente resolvida verificando-se que
temos a integral em um periodo de uma senoide em 6, consequentemente
com valor nulo.

Verificando a segunda condicdo,
R, (t1,ty) = Eg{A% cos(2mf,t; + 0) cos(2nf.t, + 6)}

2T 1 AZ
= f 7 COS(ZﬂfC(tl +t, + 29)) do
0

2w 2T
f f cos(anC(tz — tl)) dé

A?
= —cos(anc(tz -t)) ——COS(ZﬂfCT) = R,(7)

Vemos, portanto, que as duas condi¢cdes sdo satisfeitas e o processo é
estaciondrio no sentido amplo.

Ergodicidade

Inicialmente, suponhamos que ao observarmos uma realiza¢cdo do processo aleatério, obtemos
a forma de onda x(t). A partir desta observagdo, podemos obter a média temporal f(m)) de
alguma func¢do desta forma de onda



FGOM = Jim 7 [ rx@)a a0

Um processo aleatério é dito ergédico em relagdo a uma certa estatistica E{f (x(t))} se esta
média estatistica for igual 8 média temporal® definida acima, para uma realiza¢3o qualquer deste
processo.

Dado o processo aleatdrio usado no exemplo anterior, x(t) = A cos(2nf,t + 9),
com O uma variavel aleatdria uniforme entre 0 e 2w, vamos verificar se este

processo é ergddigo em relacdo a média e a autocorrelacdo.
Exemplo 46

Vamos verificar a média temporal da média,
1 T
P 2
x(t) = Tlim ?J TA cos(2nf.t + 0)dt = 0 = E{x(t)},
2

onde o resultado acima é igual a zero pois a integral é limitada, enquanto o
denominador T tende a infinito. Portanto, o processo é ergddigo em relacao
a média.
Vamos verificar a média temporal da autocorrelacao,

T

. 1rz

R.(7) = lim T TA cos(2rf.t; + 0) cos(2nf,t, + 0) dt

2

T—oo

T T

m L [P4 2 2 20))d li L 247 2 d

Tl_r&?fl?cos( nf.2t + 1+ )) t+T1_r)130?fl7cos( nf.7)dt
2 2

AZ
= 7005(27chr) = Ry(7)

Portanto, este processo também é ergddico em relacdo a autocorrelacao.

Processos ergédicos sdo importantissimos, pois, considerando esta ergodicidade, podemos
estimar a média e a variancia estatistica a partir de uma realizagao qualquer deste experimento.
Obviamente, é impossivel medirmos qualquer processo durante um tempo infinito, mas se o
intervalo de observacdo for grande o suficiente, as médias temporais se aproximam bastante dos
valores esperados estatisticos.

b. Densidade Espectral de Poténcia
Vamos inicialmente relembrar o conceito de densidade espectral de energia de um sinal
deterministico y(t) com energia finita e transformada de Fourier Y (f),

141
W, (f) = 1Y (NI~ e
, €, sabemos que, pelo teorema de Parseval, a energia pode ser obtida tanto no dominio do tempo
como no dominio da frequéncia

5 Em inglés, ha uma diferenca de nomenclatura entre a média estatistica (mean) e a média temporal ou
amostral (average).



® * 142
By= | orde= | wndr 42
e a energia em uma certa faixa de frequéncia entre f; e f, é dada por

-fi f2
Evinpr=] ®@df + ; Fy(Ndf.

-f2
Para sinais de poténcia, ou seja, sinais com energia infinita, usamos a densidade espectral de

poténcia (PSD — power spectral density). Sinais de poténcia tém usualmente duragdo infinita, e a

(143)

) S . . . t
fim de termos uma definigdo de energia, consideramos um sinal truncado x,(t) = x(t) rect (;)
com duracdo T. A poténcia é entdo a razao entre a energia e o tempo, e a densidade espectral
de poténcia é a razdo entre a densidade espectral de poténcia e o tempo, no limite,

5.(f) = lim ler(f). (144)
T—oo T
Processos estocasticos estaciondrios no sentido amplo sdo uma abstracdo matematica, e, como
comentado anteriormente, tém duracdo infinita, e, consequentemente, tém uma densidade
espectral de poténcia. Por serem aleatérios, esta densidade espectral de poténcia é definida pelo

valor esperado

S(f)=E {Tlggo IPXT(f)} = E{lim W} (145)

T T—o0
Assim como para a densidade espectral de energia, a poténcia em uma certa faixa de frequéncia
entre f; e f, é dada por

—fi f2
Parsi = | S0df + | sapar. 126

- 1
Para sinais reais, o médulo da transformada de Fourier, e, consequentemente, a densidade
espectral de poténcia, é uma fungao par, e

f2

147

Pl = Z_L Sc(fHdf. (147)
1

Pela definicdo em (145), é comumente dificil obter-se a PSD. Este calculo pode ser facilitado,
considerando que

1
S = lim = E{lxr (DI}
T

T
1 2 ; 2 )
= 711_1)’1(’)10TE _[Tx*(t)eﬂ”ftdtjTx(t’)e‘ﬂ”ft’dt' (148)

2

1
= lim

T T
7 (2 . ,
— * ! j2rf(t—t !
TﬁOOT_];Z_[_ZE{X (Ox(t) ez (t-t) qaedt
2 2

Considerando t’ = t + 7, e lembrando o conceito de autocorrelagdo, temos que

Se(f) = f mRX(r)e-ﬂ”f Tdr = F{R,(7)}. (149)

Este resultado é conhecido como teorema de Wiener-Khinchin, e mostra que podemos calcular
a densidade espectral de poténcia de um sinal a partir de sua autocorrelagao.

Da mesma forma, podemos obter a autocorrelagdo como



(150)

R = FS( = | S(perea
Parat = 0, temos que

(151)

R = B = [ S.(Pdf =,
em que P, é a poténcia do sinal.

Ou seja, a poténcia de um sinal aleatério é dada por E{|x|?}.

Dado novamente o processo aleatério x(t) = Acos(2nf,t +0), com © uma

variavel aleatdria uniforme entre 0 e 27, a autocorrelacgdo ja foi encontrada e

Exemplo 47
2

A
Ry (7) = 7cos(2nfcr)
e, consequentemente,

AZ
S() =FR@} = [6(f + f) + 6(f — f)].

A poténcia pode ser achada como

2 2

0o 0 A
po= | sapar = [ 160+ 10+ 60 - flar =5

AZ 2
=R.(0) = — 0) =—
L0) = S-cos(0) = 5

Exemplo 48
Sinal AM

Suponha um sinal aleatério m(t) modulado em amplitude, tal que ¢@(t) =
m(t)cos(2mf.t + ©), com © uma varidvel aleatdria uniforme entre 0 e 2m. A
autocorrelagdo de ¢@(t) é

Ry, (1) = E{m(t) cos(2mf .t + @) m(t + 1) cos(nf.(t + 7) + ©)}.
Considerando que m(t) e ® s3o independentes, temos que
Ry, (7) = E{m(t)m(t + 1)}E {% [cos(2rf. (2t + T) + 20) + COS(ZT[fCT)]}
= %Rm(r) cos(2mf.1).

Lembrando que uma multiplicagdo no tempo é uma convolug¢do na frequéncia,
temos que a PSD é dada por

1 1 1
Sp(9) = 55n(F) *[56¢ = £ +58(F + £2)]
1
= 2 5n(f = £ + S + )



ou seja, o espectro da mensagem é o espectro da mensagem deslocado para
f., e a poténcia do sinal modulado

1 1
Pgo = Rqo(o) = ERm(O) = Epm

« 17 1
~ [ serar =3[ sapar =3

Consideramos um esquema de codificacdo digital bindrio em que bits 0 sdo
representados por um nivel x(t) = —1 e bits 1 por um nivel x(t) = +1. Cada bit

Exemplog@m uma duragdo Ty, e a transmiss3o comecga em um instante aleatério a.

1 0 0 1
X.l i
N PR "
— -
Ts

O sinal transmitido pode ser escrito como

t—nT; —«a
x(t) = Z a, rect (#) a, =+1
S

n

Considerando x; =x(t;), e X, =x(t;) =x(t; + ), e sabendo que Xxq,X; €
{—=1,+1}, a autocorrelagdo é dada por

Ry (1) = E{x1xp} = z z xlng(l,xz(xlfo)
x1=ilx2=i1

=P, x,(=1,-1) = B, (-1, +1) = B, (+1,-1) + B, (+1,+1)

1.X2

Pela simetria do sistema, podemos considerar que B , (—1,—-1)=

B x,(+1,+1), e B «,(—1,+1) = B ,,(+1,—1), e, consequentemente

1,X2

R(1) = 2[P, x,(+1,41) = B (—1,+1)]
= 2PX1(1)[PX2|X1(+1|+1) - Px2|x1(_1|+1)]

Considerando os bits equiprovaveis, ou seja, B (1) :%, e, lembrando que
Py, (+1|4+1) = 1 = P, |, (=1]|+1), temos que

Ry(t) = 1—=2P |, (—1|+1)

Precisamos agora encontrar P, |, (—1|+1), que é a probabilidade de que haja
uma mudangca de nivel de +1 para -1 entre os instantes t; e t; + 7, dado que o

nivel no instante inicial nivel era +1.



E facil verificar que E{x;}=0. Se 7 > T, estaremos amostrando em instantes
pertencentes a bits diferentes, e, supondo que eles sdao independentes,

Ry (1) = E{xyx2} = E{x1}E{x;} = 0.

Jase 0 <t <T, séocorrerda mudanga de nivel se houver transi¢do de bit neste
intervalo, e, se nesta transicdo o bit passar de +1 para -1. A probabilidade do
nivel passar de +1 para -1 é Pr(by,; =0|by =1) 2%. Ja a probabilidade de
haver uma transicdo neste intervalo é maior quanto for maior o intervalo, e,
chamando de I, o intervalo do bit k, temos que Pr(t; + 7 € I} 1|t; € I}) :TLS'

Portanto,

T
Py, ix, (=1|+1) = Pr(ty + T € Ii41|t; € Ii) Pr(bryq = 0|b = 1) = T
S
e, lembrando que, como se trata de um sinal real R.(t) = R,(—T), temos
consequentemente,
|zl
R(1)=1 —T |t] < Ts

S
~3(z7)
- \er)

A densidade espectral de poténcia é dada entdo por
Sx(f) = T{Rx(r)} = TsSinCZ(ﬂfTs)

c. Transmissdo de Processos Aleatérios em Sistemas Lineares

Grande parte dos elementos em sistemas de telecomunica¢Ges consistem em sistemas lineares.
Dentro desta categoria estao incluidos filtros de transmissao e recepgao, assim como canais de
multipercursos comuns tanto em sistemas sem fio como sistemas cabeados.

Em um sistema linear, dada uma entrada deterministica x(t), a saida é dada por

o] o]

x(Dh(t — 1)dt = f x(t — D)h(t)dr, (152)

— 00

Y(©) = () * h(t) = f

— 00

em que h(t) é a resposta ao impulso do sistema linear.

No dominio da frequéncia, a analise é mais simples, e considerando as transformadas de Fourier,
temos que

Y(F) = X(OH). 1
Para sinais aleatdrios, temos que considerar os valores esperados, autocorrelacdo e densidade
espectral de poténcia. Neste caso, supondo que temos na entrada um processo estacionario no
sentido amplo x(t), teremos na saida um processo aleatério y(t), com média dada por

E{y(D)} = E{h(D) * x(0)} = j R@EX(E - D)dr
—o (154)
= )‘(f h(t)dt = XH(0).

A autocorrelagao do processo na saida, considerando um processo real, é encontrada por



Ry(®) = Ely@®y(t+D}=E {f h(a)x(t — a)daf_ h(B)x(t+71— ,B)dﬁ}

= f B f B h(a)h(B)R (T + a — B)dBda

(155)
= f h(a)f h(B)R,(t+ a—pB)dB da
= foo h(a) [Ry(t + @) * h(t + a)]da = h(—71) * h(T) * Ry (1)
e, consequentemente, a_(t):loensidade espectral de poténcia na saida é dada por
Sy(f) = F{Ry(0)} = H(=HH (S (f) (156)

= [H(O)I?S(f)

. - ~ 1 .
Um processo aleatdrio tem fungdo de autocorrelagdo R (1) = Se este sinal

1+72°
Exemplo 50 . A . P .
P®Bassar por um derivador, qual a poténcia na saida deste derivador?

Sabemos que a densidade espectral de poténcia do sinal é
S¢(f) = F{R(D)} = me~ 27/

Um derivador é um sistema linear com H(f) = j2nf, e, portanto, na saida
temos o sinal y, com

Sy(f) = IH(F)|2S,(f) = 4n®f2e=2m!f]

A poténcia na saida sera

P, = fo:osy(f)df = 8m3 fowfze‘z”fdf =2

d. Ruido Branco Aditivo Gaussiano
Uma das principais fontes de distor¢do em sistema de comunicagdes é o ruido branco Gaussiano
aditivo (AWGN — additive white Gaussian noise).

Seja w(t) um processo aleatério estacionario representando o ruido, e tenhamos enviado o sinal
x(t), o sinal recebido ser3

(157)
y(t) = x(t) + w(t),
dai o nome aditivo.
O ruido sera branco se sua densidade espectral de poténcia for constante

Ny (158)
em analogia a luz branca, que contém componentes de todos as frequéncias do espectro da luz

visivel.

A sua autocorrelacdo é, portanto, dada por



- No
Ry (1) = FHSu(N)} = — (@), (159)

ou seja, amostras do ruido em instantes distintos sdo sempre descorrelatadas, ndo importa quao
pequeno for este intervalo.

A poténcia do ruido branco é dada por

* N,

0 que, obviamente, é uma impossibilidade fisica. Porém, em sistemas reais, estamos interessados
no sinal contido em uma determinada banda, e podemos considerar um ruido branco limitado
em banda, com densidade espectral de poténcia

Ny f (161)
S.(f) = Trect (ﬁ)
cuja poténcia é dada por
B
N,
P, = f 2 df = NyB. (162)
g 2
Este ruido apresenta agora a autocorrelagao
R, (1) = FYS,(f)} = NyB sinc(2mB1). (163)

Lembrando do comportamento de um processo aleatdrio em sistemas lineares, o ruido branco
limitado em banda equivale a aplicarmos um ruido branco a um filtro passa-baixa, como vemos
na Figura 25.

Sa(H) Sa(f)
N, No
N :
| "t Hip(f) -B | B f
—-B B
Figura 25. Ruido branco limitado em banda

O ruido branco é Gaussiano quando sua densidade de probabilidade em qualquer instante for
uma Gaussiana com média nula, e, consequentemente, variancia igual a poténcia, ou seja,

x2

e 2BNo (164)

1
() = ———
Pn(d J2mBN,

Ruido Térmico

A principal fonte de ruido em qualquer circuito elétrico, e, no nosso caso, em um receptor de
comunicac¢Oes, é o chamado ruido térmico. Este ruido, conhecido como ruido de Johnson-
Nyquist, € uma tensdo aleatdria que ocorre em qualquer condutor elétrico devido ao movimento
aleatério dos elétrons causado pelo calor. Este ruido pode ser considerado como branco e
Gaussiano, e tem uma densidade espectral de poténcia



N,
Sw(f) = = = 2KTR, 1e2)

em que R é a resisténcia do circuito, em ohms, T, a temperatura em kelvin, e k =
1,380649x10723] /K é a constante de Boltzmann.

Um resistor real pode ser representado entdo como possuindo, além de uma resisténcia, uma
fonte de tensdo com densidade espectral de poténcia S,,(f), como visto na Figura 26.

w—@

R e
w(t)
Figura 26. Circuito equivalente de um resistor real

Dado o circuito abaixo, qual o valor rms da tensdo v,(t)no capacitor,
Exemplo€@nsiderando uma temperatura ambiente de 20°C?

100kQ — Vo(t)

1nF

Figura 27. Circuito Resistor-Capacitor

Podemos representar este circuito com o circuito equivalente da Figura 26.

w(t)

Vo(t)

100KO) InF

Figura 28. Circuito Resistor-Capacitor equivalente

Sabendo que a impedancia de um capacitor é dada por 1/j2nfC,a resposta na
frequéncia deste circuito é dada por

) e 1

HO =9 = =+ oonpe | 1T IETIRC

e, portanto, a densidade espectral de poténcia do sinal v,(t) é dada por

Ny 2kTR

So(f) = |H(f)|25w(f) = 7 1+ 4-7T2R2C2f2.

1
‘1 + j2rfRC

Por definicdo Vs =+ E{v2}, com



5 « kT « 1
B8 = [ SO =g |
(zere) *+f

kT tan(2RC )|°° _ kT

—nCaan nRCf T

Lembrando que T(K) = 273,15+ T(°C)=293,15, temos que
kT 1,3806x10723(293,15) e

Vims = ?z 10-9 =2,01x107°V

Ruido Branco em Banda Passante

Grande parte dos sistemas de comunicac¢do sdo sistemas em banda passante, ou seja, ocupam
uma faixa do espectro. Ja sabemos que qualquer sinal em banda passante em torno de f, pode
ser representado pela sua envoltdria complexa. O mesmo vale para um ruido branco em banda
passante n,(t), tal que

B
Snp(f)={N0/2 =il <5 (166)
0 ,C.C.
que pode ser representado como
n, () = n(t) cos('anct) —ng(t) sin(2rf.t) (167)
= Re{n(t)e/?™et}

em que

n(t) = n;(t) +jng(t) (168)

é a envoltdria complexa do ruido.

Podemos mostrar que n;(t) e ny(t) sdo processos aleatérios independentes com média nula, e
que

So(f) =S80, (f) =No,  IfI<B/2 (169)
Sa(f) = 2Ny, |fI<B/2

O espectro do ruido em banda passante pode ser visto na Figura 29, e a dedugdo destas
expressoes pode ser encontrada no Apéndice 7.a.

Sn, (f) N,
_fc fc 2 _
— o | o0 O f
B B
Sa(h) 1
2N,
-B/2 | B2 g

Figura 29. Ruido branco em banda passante



e. Soma de Processos Aleatdrios

Suponha agora que tenhamos o processo estocastico z(t) = x(t) + y(t), em que x(t) e y(t) sdo
processos estacionarios reais no sentido amplo. A autocorrelagdo de z(t) é dada por

R,(7) = E{(x(®) + y(®))(x(t + ) + y(t + 1))} (170)
= Ry(T) + Ryy(7) + Ry (7) + Ry (7)
em que

Ry (D) = E(x(®)y(t + 1)} .
é a fungdo de correlagdo cruzada entre x(t) e y(t).

Os processos x(t) e y(t) sdo ditos descorrelatados se

Ry (1) = E{x(t)}E{y(t + 1)} = X§. 172
A autocorrelacdo da soma de processos descorrelatados é portanto
Rz(T) = RX(T) + Ry(T) + 2)_(}_’ (173)

Os processos x(t) e y(t) sdo ditos ortogonais ou incoerentes se R,,(7) = 0.

A autocorrelacdo da soma de processos ortogonais é portanto

R,(7) = Ry(7) + Ry(7) (174)

Consequentemente, lembrando que a transformada de Fourier é linear,

S,(F) = S(F) + S,(f) (a75)

Exemplo 52

Dado o circuito da Figura 30, em que a fonte x4(t) gera um sinal com densidade

espectral de poténcia S;(f) =6V?/Hz, e a fonte x,(t) gera um sinal com

_ 2 2 L
S,(f) = T V% /Hz, ambos com média nula.

X5 (t)
20
602 20
MA— MA— N
X4 (t)
30 iF = V@
Figura 30. Exemplo de circuito com duas fontes

Pelo teorema da superposicdo sabemos que a tensdo na saida é a soma dos
sinais devidos as duas fontes independentes, ou seja



y(©) =y1(®) +y(0),
com

Yl(f) = X1(f)H1(f)» Yz(f) = Xz(f)Hz(f)-

Sabemos que a resposta a entrada x;(t) é obtida com a fonte x,(t) em curto,
e vice-versa. Teremos entdao os seguintes circuitos na Figura 31.

X5 (1)
20 20
6Q2 20 6Q) 20
X1 (t) y] (t) yZ (t)
‘ 3Q 1F —= 3Q 1F
Figura 31. Circuitos separados pelo principio da superposicdo

As func¢des de transferéncia podem ser obtidas como

w1
B =30 =9 + 3

Y. 1
Hz(f) = Z(f) =

X(f) ~ 6j@2nf) +2

Supondo que os dois sinais x;(t) e X,(t) sdo independentes, eles sdo,
consequentemente descorrelatados. Supondo ainda que X=y =0, eles sdo
ortogonais e, assim

Sy(f) =Sy, () +5,(f) = |Hy ()7 Se, (F) + |Ha(F) %Sy, (F)
6 2
=812 +9 A+ 2D @+ 362nf)D)

Poderiamos encontrar a poténcia pela integral da densidade espectral de
poténcia, ou, neste caso, mais facilmente pela autocorrelagao

Ry(®) = F7S, (N} = Ry, (®) + Ry, (D)
_1 i 3-e
~9¢ Pt T

A poténcia é dada por

P_R(O)_1+1_25
yTOYYY 9 T 16 144

e o valor rms é



5
YTms:\ﬁ:E

f. Filtragem Optima (Filtro de Wiener)

Uma das fungdes de filtros é eliminarmos os componentes de ruido fora da banda de interesse
do sinal, ou seja, frequéncias que ndao contém informacdo util podem ser desconsideradas.
Suponha que queiramos enviar a mensagem m(t), cuja densidade espectral de poténcia é S,,,(f)
em um canal com ruido aditivo n(t), com densidade espectral de poténcia S,,(f). Suponha ainda
que o sinal passe por um canal com resposta impulsional h(t). Na recepgdo teremos, portanto, o
sinal

y(t) = m(t) * h(t) + n(t) (176)

, € queremos filtrd-lo por um filtro G(f) de modo que tenhamos a melhor estimativa possivel
m(t) da mensagem original. Teremos na saida do filtro a estimativa

m(t) = y(t) * g(t) = m(t) * h(t) * g(t) + n(t) = g(t) (177)
=m(t) + e(t) = m(t) + md(t) + n,(t)
em que €(t) é o erro total,

mg () = m(t) * h(t) * g(t) — m(t) = m(e)(h() * g(£) — 1) we
é a distorgao residual apds o filtro no sinal, com densidade espectral de poténcia
179
Sa() = Su(HIHOG(S) — 112. wr
en,(t) é o ruido filtrado com
Sno(F) = 1G(FI2Sa(F) 1eol

Se ndo tivermos ruido, a solugdo 6bvia é fazermos G(f) = 1/H(f), e assim teremos na saida, no
dominio da frequéncia M(f) = M(f)H(f)G(f) = M(f), ou seja, exatamente o sinal de entrada.

Porém, considerando também a presenca de ruido, devemos minimizar a poténcia (ou o erro
quadrético médio) da distorgdo total. Devemos entdo escolher o filtro g(t) que minimize o erro
guadratico médio

2
MSE = E{|e(t)|?} = E {(mqa(6) + n,(0))"} (181)
= E{lmg (D)%} + E{In, (©)|?}
onde a ultima linha vem do fato de que o sinal e o ruido sdo considerados independentes.

Podemos também analisar no dominio da frequéncia,
Po= | scndf = | (a0 +S,)df o
= [ G DIHNGE) = 17 +16(HISA D).

Para minimizar P. podemos minimizar S.(f). Para isso podemos fazer a derivada de Wirtinger
em relagdo a G(f) e torna-la igual a zero

aSe(f)
aG(f)

= H(f)(G(HOH) — 1)*Su(f) + G*(H)Sa(f) (183)
= (IHPOPPSu(f) + Su(H)G*(F) = HSu(f) = 0

e, consequentemente, lembrando que S, (f) e S, (f) sdo reais,



B H*(f)Sm(f) (184)
D) = TP B + 50D

que é conhecido com filtro de deconvolugdo de Wiener.

Podemos ver que, se ndo ha ruido, ou seja, S,,(f) = 0, ofiltro 6ptimo sera G(f) = 1/H(f), como
intuido anteriormente.

Se for usado o filtro dptimo, e substituindo (184) em (183) podemos ver que a poténcia da
distor¢do é dada

. ]w HDIPSRAS) + Sm (DSFP)
n= 5 f
o (IHIPSm(F) + Su(F)) (185)
- f TSSO
o HOPSu () + Su(F)

Exemplo%m sinal com densidade espectral de poténcia S, (f) =m

canal com ruido branco aditivo, com densidade espectral de poténcia S,(f) =

passa por um

N . .
70. Ache o filtro de recep¢do 6ptimo.

Podemos considerar H(f) =1 em (184), e assim

Sm(f) 2 1 4

Su(H)+Sa() 1+ @rf)’ 2 No~ 4+ Ny + No(2rf)?
1+ @rf)? " 2

G(f) =

Na Figura 32 podemos ver a densidade espectral de poténcia deste sinal e os
filtros correspondentes. Vemos que, quanto maior for a poténcia do ruido,
mais importante serd a distor¢cdo causada pelo mesmo, e, portanto, mais
estreito deverd ser o filtro a fim de se filtra-lo.

Smif)
24 n — — - SnifENDE=1 ne-

Sn(fEND2=0,1

084

=
=
|

0.8+

Densidade Espectral de Poténcia
Resposta do Filtra G(f)
o
n
1

=
w
|

=T
-4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4

fiequéncia (Hz) fiequéncia (Hz)

Figura 32. Exemplo de filtro de Wiener

No dominio do tempo, o filtro pode ser escrito como



44N,
-, It

g®) =FHG6()} = me_

que, como g(t) #0 para t<0, é um filtro ndo causal e, portanto, ndo
realizdvel. Porém ele pode ser implementado aproximadamente por meio de
um truncamento e atraso.



4. Exercicios

Exercicio 1.([1] Ex. 8.1-1)
Uma rede de comunicacdes tem 26 nds. Cada né falha independentemente com probabilidade p
= 0,05. Qual a probabilidade de que ndo mais que 5 nds falhem?

Exercicio 2. ([1] Ex. 8.1-2)
Uma senha bancaria tem 4 digitos de 0 a 9. Qual a probabilidade de que a soma dos digitos seja
iguala 7?

Exercicio 3. ([1] Ex. 8.1-6 - modificado)
Em um pacote de 2 bytes, cada bit tem a probabilidade de erro de 0,04, independentemente dos
outros bits. Qual a probabilidade de ocorrerem 4 erros de bit ou mais?

Exercicio 4. ([1] Ex. 8.1-8, 8.1-9)
Um sistema de transmissdo consiste em 10 enlaces concatenados serialmente. Se um enlace
falhar o sistema inteiro falha.

a) Sabendo que todos os enlaces sdo independentes e que a probabilidade de cada um estar
funcionando é de 98%, qual a probabilidade de falha do sistema?

b) Se queremos que o sistema funcione com 99% de probabilidade, qual deve ser a
confiabilidade, ou seja, a probabilidade de funcionamento de cada enlace?

c) Repita o item (a), considerando que o primeiro enlace tenha uma probabilidade de falha
de 3%, e todos os outros tenham probabilidade de falha de 1%.

d) A fim de se aumentar a confiabilidade, é instalado um outro sistema de transmissao
redundante em paralelo com o primeiro, de modo que, se um falhar, a transmissao ainda
possa ser realizada. Usando os dados do item (a), qual a confiabilidade do sistema agora?

Exercicio 5. ([1] Ex. 8.1-19)
Em uma rede com 12 enlaces em cascata, um dos enlaces falhou. Um técnico deve testar os
enlaces um a um, a fim de verificar qual deles esta defeituoso.

a) Qual a probabilidade de ele encontrar o enlace defeituoso no primeiro teste?
b) Qual a probabilidade de ele encontrar o enlace defeituoso em até 5 testes?
¢) Qual o valor esperado do nimero de testes a ser realizado?

Exercicio 6. ([1] Ex. 8.2-1, modificado)
E dado um canal bindrio assimétrico, tal que Py x(011) = 0,1e Pyx(1|0) = 0,2, em que x é o bit
transmitido e y o recebido. Suponha que P (0) = 0,4.

a) Determine F,(0)e P, (1).

b) Qual a probabilidade de que em uma sequéncia de 10 bits qualquer na entrada nao
ocorra nenhum bit 1 na saida?

c¢) Qual a probabilidade de que ao menos 5 bits iguais a 0 ocorram na saida para uma
sequéncia de 10 bits?

d) Qual a probabilidade de erro deste canal?



Exercicio 7.  ([1] Ex. 8.2-2)
Um canal simétrico binario tem probabilidade de erro p. A probabilidade de transmissao de um
bit igual a 1 é g. Se o receptor receber um bit igual 1, qual a probabilidade de que o bit enviado
também foi 1?

Exercicio 8. ([1] Ex. 8.2-4)
A PDF de um certo sinal é dada por py(x) = Clxle ¥*l, com Ce Kconstantes positivas.

a) Ache Cem fungdo de K.
b) Ache a probabilidade de —1 < x < 2.

Exercicio 9. ([1] Ex. 8.2-6)

Um sinal aleatdrio Vi,, Gaussiano com média nula, é aplicado na entrada de um circuito retificador
de meia onda, como na figura abaixo.

R
[ M * {3
@ r.-‘ﬁﬂ B I;m'
I
i

Supondo um diodo ideal, determine a funcdo de distribuicdo cumulativa (CDF) e a funcédo de
densidade de probabilidade da saida Vout.

Exercicio 10. ([1] Ex. 8.2-7)
1

Para uma variavel aleatéria com PDF py(x) = =

= e—xz/szu(x)

a) Encontre C e eshoce py (x).
b) Determine P(x > 1).
c) Como poderiamos gerar esta v. a. X a partir de uma outra v.a. y Gaussiana?

Exercicio 11. ([1] Ex. 8.2-9, 8.3-5, 8.4-1)
A PDF conjunta de duas v.a.s & dada por py,(x,y) = Axye ‘xze‘yz/zu(x)u(y)

a) Encontre A.

b) encontrepy (x)e pyx(¥ | x).

c) Xeysdo independentes?

d) ache a média e a variancia de x.

e) determine a covariancia e o coeficiente de correlagéo entre x e y.



Exercicio 12. ([1] Ex. 8.2-10, 8.3-7, 8.4-2, 8.5-1)
A PDF conjunta de A PDF conjunta de duas variaveis aleatdrias é dada pela figura abaixo

A
p (X))

X

determine A.

encontre py(x)e py(y)

encontre pyx (v | x)

X e y sdo independentes?

encontre a média e a variancia de y

ache o coeficiente de correlagao entre x e y

encontre o estimador LMS de y a partirde x, § = f(x).

U

Exercicio 13. ([1] Ex. 8.3-2)
Determine a média e a variancia da varidvel aleatéria com PDF py(x) = Ce /%21,

Exercicio 14. ([1] Ex. 8.3-4, 8.5-4, modificado)

Sejam x; = £1 com 0 < i < 8 varidveis aleatérias independentes bindrias equiprovaveis. Uma
nova variavel y é dada por

a) Determine a média e a variancia de'y.
b) b)Encontre o estimador LMS de y a partir de x1,x2, X3 € Xa.
c) ache o minimo erro quadratico médio no item (b).

Exercicio 15. ([1] Ex. 8.3-6)
Determine a média e a variancia da variavel aleatéria com PDF mostrada na figura abaixo.

A p )




Exercicio 16. ([1] Ex. 8.5-7)
Dados x=cos ® ey =sen ®, em que O é uma variavel aleatéria uniforme entre 0 e 27, determine
se x e y sdo descorrelatadas e independentes.

Exercicio 17. ([1] Ex. 8.6-2)

Um sinal binario x pode assumir dois valores, x=0 ou x=3, comP(0) = 0,4. A este sinal é
adicionado um ruido n com densidade de probabilidade exponencial simétrica, como no Exercicio
8, com média nula e variancia 2. Determine a PDF da amplitude do sinal resultantey = x + n.

Exercicio 18. ([1] Ex. 8.7-1)

Em um canal de comunica¢des bindrio sdo enviados pacotes de dados de 256 bytes cada. A
probabilidade de erro de cada bit é de 1073, encontre a probabilidade aproximada de que menos
que 10% dos bits estejam em erro.

Exercicio 19.

Para a transmissdao de dados digitais é usual a fragmentacdo de uma mensagem em diversos
pacotes, que, por motivos diversos, podem ndo chegar todos ao receptor. Este tipo de situacao
é tratado com um modelo de apagamento, ou seja, além de erro de bit podemos ter o caso de
nado termos informagdo nenhuma sobre este bit, caso que chamamos de apagamento (erasure).
Chamando de A o evento de apagamento, o bit na saida do canal pode ter trés valores diferentes,
0,1 ou A. Sendo b o bit enviado e r o valor recebido, e supondo as seguintes probabilidades:

Pr(b=0)=0,3
Pr(r=A4) =0,05
Prr=11b=0)=0,01
Pr(r=0|b=1)=0,02

i. Qual a probabilidade de erro?

ii. Sabendo que o bit recebido foi 1, qual a probabilidade de ter sido enviado também o bit
1?

2r—1, r=0our=1

. Calcule amédiaea
0, r=A4

iii. Criamos agora uma varidvel aleatériay = {

variancia dey.

iv. Suponhamos agora que os bits sejam agrupados em pacotes de 1000 bytes e que sejam
acrescentados 500 bytes de redundancia por meio de um cédigo corretor de erros. O
codigo permite uma deteccdo correta desde que f + 2e < 200, em que e representa o
numero de erros e f o numero de apagamentos. Qual a probabilidade aproximada de erro
na detecgdo do pacote?

Exercicio 20. ([1] Ex. 9.1-1, 9.1-5, modificado)
Considere o processo aleatériox(t) = acos(2nf.t + ©)em que a é uma varidvel aleatdria com
distribuicdo uniforme entre 0 e A.

a) apenas observando o conjunto de sinais possiveis, determine e explique se este
é um processo estacionario.

b) encontrex(t)e R, (4 t;)e verifique se satisfazem os critérios de estacionariedade
no sentido amplo.

c) o processo é ergddico?

Exercicio 21. ([1] Ex. 9.1-9)



Repita o Exercicio 1, considerando agora que a é uma v.a. uniforme entre-1e 1, e ® é uma v.a.
uniforme entre 0 e 27T, ambas independentes.

Exercicio 22. ([1] Ex. 9.1-10)
Ache a poténcia média do processo aleatdrio do Exercicio 2.

Exercicio 23. ([1] Ex. 9.2-2)
Diga se as fung¢Oes abaixo podem representar uma funcdao de autocorrelagdo de um processo
aleatério estacionario real.Explique.

1
7249

1
7244

a) b) cle tu(t) d)Noé(7) + e)sen(2mfy1)f)cos(2mfyT)

72-1
Exercicio 24. ([1] Ex. 9.2-3)

Diga se as fungbes abaixo podem representar uma densidade espectral de poténcia de um
processo aleatério estacionario real. Explique.

(2mf)? 1 (2mf)? 1
a)(27tf)4+2 b) (2nf)2-2 C)(Zn'f)3+2 d)6(f_f0)+(2ﬂf)2+2

e5(f +fo) —6(f — fo) flcosu(f + fo)) + jsen(2n(f — fo)) gle~@™N’

Exercicio 25. ([1] Ex. 9.2-13)

Um sinal x(t) muda abrutamente sua amplitude em instantes aleatérios. Acontecem em média 3
alteragcGes de amplitude a cada segundo, e a probabilidade de que ndo ocorra nenhuma alteracao
em tsegundos é dada porPy(7) = e PT. Os valores das mudancas de amplitude s3o
independentes dass mudangas anteriores, e as amplitudes sdo distribuidas aleatoriamente com
PDF p(x), cuja média é nula. Mostre que

2Bx2

Ry(7) = x2e7 Pl e S.(f) = BT @nf)

Exercicio 26. ([1] Ex. 9.3-2)

Dois processos aleatérios x(t) e y(t) sdo dados por x(t) = Acos(2rfot +¢) e y(t) =
Bsen(2nnfyt + np + 1), em que n é um inteiro n# 0 e ¢ é uma v.a. Uniformemente
distribuida entre 0 e 2. Mostre que os dois processos sao incoerentes.

Exercicio 27. ([1] Ex. 9.3-3)
Se x(t) e y(t) forem dois processos aleatérios incoerentes, e

u(t) = 2 x(t) - y(t)
v(t) = x(t) + 3 y(t)

encontre Ru(7), Rv(7), Ruv(7) € Rvu(7) em termos de Rx(7) e Ry(7).



Exercicio 28. ([1] Ex. 9.4-1, modificado)
Considere o circuito abaixo

X (f)
—O0—
2Q)
4Q 20)
AP AL ®

Kl{f} 2 ——1F }r(‘r)

1H

em que X; e X sao processos estocasticos independentes com densidade espectral de poténcia

2a
Sx, = a2+(j2nf)2e Sx,

=K.

Ache a densidade espectral de poténcia da saida y(t).



5. Resolucdo dos Exercicios
Exercicio 1

Chamando de ns4;; 0 numero de falhas

5
Pr(nfail < 5) = Pr (U onfail = i>
i

Como sao eventos disjuntos

Pr(npq; <5) = z Pr(njay = i) = Z( )p (1 = p)26-i

=(1-p)?*+ 26p(1 p)%° + 325p (1 p)%* +2600p3(1 — p)?3
+14950p*(1 — p)?2 + 65780p°>(1 — p)?! = 0,278

Exercicio 2

Uma senha bancdria tem 4 digitos de 0 a 9. Qual a probabilidade de que a soma dos digitos seja
iguala 7?

Temos N = 10* = 10000 possibilidades de senhas. Chamando os digitos de a, a,asa,, temos as
seguintes condicOes para que a soma seja igual a 7

a, <70, <7—a,a3<7—ay—ay,a,=7—0a, —a, —as

O numero de combinacgdes é

7 7-aq

N7= Z 28_(11_(12

a;=0a,=0
= (142+3+4+54+647+8)+(1+2+3+445+6+7)+-+1
=8(1)+7(2)+6(3)+--+1(8) =120

e
Pr(a,+a,+az;+a,=7) = 120 =0,012
r(ag +a, +a;+a, = = 10000

Exercicio 19

a)

Pr(e)=Pr(b=0)Pr(r=11b=0)+Pr(b=1)Pr(r=0|b=1)
Pr(b=1)=1-Pr(b=0)=0,7

Pr(e) = (0,3)(0,01) + (0,7)(0,02) = 0,017
b)



Prr=11b=1)Pr(b=1)
Pr(r=1)
Prr=1lb=1)=1-Pr(r=0|b=1)—Pr(r=4)=093
Pr(r=1)=Pr(b=0)Pr(r=11b=0)+Pr(b=1)Pr(r=11b = 1) = (0,3)(0,01) + (0,7)(0,93) = 0,654

0,93(0,7)
Pr(b=1|r=1)=m

Prb=1|r=1)=

= 0,9954

c)

Pry=—-1)=Prr=0)=Pr(b=0)Pr(r=0lb=0)+Pr(b=0)Pr(r=01b=1)=0,296
Pr(y=0)=Prr=A=0,05
Pr(y=1)=Pr(r=1) =0,654

E{y} =YyPr(y =y) = —0,296 + 0,654 = 0,358
E{y?} =y2y2Pr(y =y) = 0,296 + 0,654 = 0,950
vyar{y} = E{y*} - E*{y} = 0,822
d) podemos criar a variavel aleatéria z;= 1 se houver um apagamento no i-ésimo bit, z;= 2 se

houver um erro e z;=0 se a transmissao for correta.

N
Desta formatemosquez = f + 2e = ), 7.
i=1

Queremos saber Pr(z < 200) e podemos usar o teorema do limite central.
z é uma v.a Gaussiana com média Z = NZ,e variancia 6> = Nazzi.
Zz, = 1x0,05 + 2x0,017 + 0xPr(C) = 0,084
E{z#} = 1x0,05 + 4x0,017 = 0,118
oZ = E{zf} -z, = 0,1109
N =1500 (8) = 12000
Portanto

z = 1008, g2 = 1331

Z
Pr(e) = Pr(z > 200) = Q 200 = Q(-221) =1

V4
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7. Apéndices

a. Equivalente em Banda Base de Processos Aleatdrios em Banda Passante
Dado um sinal aleatério em banda-passante xp(t), ou seja um sinal cuja densidade espectral de
poténcia estd limitada a um certo intervalo de frequéncia, ou seja,

S, () =0, para [If| = f| > neel

Sabemos que qualquer sinal em banda passante pode ser escrito em termos de sua envoltdria
complexa, e 0 mesmo vale para sinais aleatérios, ou seja,

x(t) = xo(t) cos(2nf,t) — x,(t) sin(2nf,t), (187)
em que

x;(t) = x,(t) cos(2nf,t) + Xp(t) sin(2mf.t)
xo(t) = Xp(t) cos(2mft) — X, (t) sin(27f.t) (188)

sd0 0os componentes em fase e em quadratura, respectivamente, e Xp(t) = }({xp (t)} representa
a transformada de Hilbert de x,,(t).

Podemos ainda representar o sinal como

X, (t) = Re{x(t)e/2™/et) 1e9)

em que

x(t) = x,(t) + jxg (190)

é a envoltdria complexa do sinal.

Primeiramente, supondo que xgp(t) tem média zero, como a transformada de Hilbert é uma
operagdo linear, H{xpp(t)} também tem média zero, e, consequentemente, x;(t)e x,(t)
também tém média zero.

Para acharmos a densidade espectral de poténcia de x;(t), achamos primeiro sua autocorrelagdo

Ry, (r) = E{x;(t + T)x;(t)}
= E{[Xp (t+1) cos(27rfc(t + T)) +X,(t+ 1) sin(anc(t + T))]
X [x,(8) cos(2mf,t) + %, (t + 7) sin(2rf.t)]}
= Rxp (1) cos(anc(t + T)) cos(2mf,t) (191)
+Rxp}~(p (1) cos(anC(t + T)) sin(2nf,t)
+Rs x, (T) sin(2f,(t + 1)) cos(2rf,t)
+R)~(p (1) sin(2nfc(t + T)) sin(2nf,t)

Sabemos que a transformada de Hilbert equivale a uma filtragem, ou seja,

y(®) = H(x(0) = (t) © Y(f) = X(f) = X(F)(—j sgn(F)) = Huu(HX(F) "%
Para processos aleatdrios temos que, se y(t) é obtido pela filtragem de x(t) por um filtro H(f),
sabemos que



Syx(f) = H(f)S(f)
S(f) = H*(F)Sc(f) 193
S,(f) = [H(H)I2S(f)
e, portanto, para a transformada de Hilbert,
S)?p (f) = Sxp (f) And Rf(p (T) = Rxp (T)
Sz, () = Huat (F)S(f) © Ry () = Ry (1) 194
Sxpip (f) = H;:Iil(f)SX(f) = _HHil(f)Sx(f) A Rxpf(p (T) = _ﬁxp(r)

Substituindo estes resultados em (191), e com algumas manipulagGes trigonométricas, podemos
verificar que

Ry () = Ry, (1) cos(2nft) + Ry (1) sin(2mf.t) (195)
A partir da funcdo de autocorrelacdo, podemos entdo obter a densidade espectral de poténcia
Sy (f) = F{Ry, (D}
= (S, S, U+ )+
Sy (f = Fo)(=)sgn(f — fo) +iSx, (f + fo)(=isgn(f + fo)}
= %{Sx,xf — fo) + S, (F + fo) +

=Sy, (f = fo)sen(f = fo) +Sy, (f + fo)sen(f + fo)}
el ST <,
0 ,C.C.
ou seja, x;(t) é um processo aleatdrio em banda base, e pode ser escrito de outra forma como

96)

Sq(f) = SE(f + fo) + S (f + fo) 197
em que .S'Q;)(f) = Sxp(f)u(f) é a parte positiva do espectro de x,(t) e S);(f) = Sxp(f)u(—f)
sua parte negativa.

Usando a mesma abordagem, podemos ver também que

Sxo(F) = S5, ()

. (198)
S. +fo) — S - ) f <
Suna () = —Segn (F) = {1 (o0 + ) =S, =) IFI< S,
0 ,C.C.
Ruido Branco em Banda Passante
Um ruido branco em banda passante n,, (t) é tal que
No 5 199
Snp(f)={7 Wr=fl<sg e
0 ,c.c.
Como o espectro é simétrico em torno de 0, portanto S:p (f+1f)= Sty (f—fo)e
Sl’lII’lQ(f) = 0 < RHIHQ (T) = OI (200)

ou seja, seus componentes em fase n,(t) e quadratura ny(t) sdo descorrelatados, e podemos
ver que



B
S, (F) = Snpy () = No LIfI <5 (201)
0 ,c.c.

Podemos ver ainda que para a envoltéria complexa

Ry(7) = E{n(t + T)n*(£)}
= {(ni(t + 1) + gt + 1)) (n(6) = jmg (®))} (202)
= RnI(T) + RnQ (T) _jRnInQ +jRnQn1 = RnI (T) + RnQ (T)
e, portanto,

B
S1(F) = Su(F) + Sy (N = {20 <3 o
0 ,cc



