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1. Introducao

Como visto anteriormente, todo equipamento de recep¢do apresenta um ruido térmico, aditivo,
branco e Gaussiano. Ou seja, ndo recebemos exatamente o sinal x(t) que foi gerado nas Se¢des
anteriores, mas sim um sinal ruidoso r(t) = x(t) + w(t), em que w(t) é o componente de ruido
branco Gaussiano. Podemos ver na Figura 1 um enlace de transmissado digital em um canal AWGN
(Additive White Gaussian Noise).

Uma sequéncia de bits by, é enviada a uma taxa R}, e é convertida em uma forma de onda x(t)
pelo transmissor (TX), com poténcia recebida Pgy e largura de banda By. Considerando o uso de
pulsos de Nyquist em banda base, podemos caracterizar este sinal pela energia de bit

=@= Prx :(1+p)PRX (1)
R, Rslog,M 2Brlog, M’
gue, como vemos, é proporcional a poténcia do sinal.
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Figura 1. Exemplo de enlace de transmissdo digital

O sinal ruidoso é processado pelo receptor (RX), a fim de se estimarem os bits enviados, mas, por
conta do ruido, podemos estimar alguns bits de forma errada. Estes erros ocorrem a uma certa
taxa, chamada de taxa de erro de bit, ou BER (bit error rate), definida como

N/2

1 -
BER = — Z (B # by) (2)
Np
n=-N/2
ou seja, é a razdo do nuimero de bits errados em relagdo ao numero de bits enviados N,,.
Podemos ainda definir a probabilidade de erro de bit P,
= b = li (3)
P, = Pr(by # by) ng?oo BER

2. Transmissao binaria polar

Iremos inicialmente determinar um receptor adequado para uma transmissdo bindria polar, e
depois iremos achar um receptor genérico.

Lembremos que, se o bit for igual a 0, transmitimos o sinal -p(t), e se o bit for igual a 1, +p(t).
O receptor implementa um detector por limiar, ou seja, o sinal € amostrado uma vez a cada
simbolo, a uma taxa Ry, e o sinal amostrado r, = r(kT; + At) é comparado com um limiar 4,
para se decidir se o bit € 0 ou 1. Podemos ver esta abordagem na Figura 2.
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Figura 2. Modelo de receptor sem filtragem

Agora, supondo que o pulso tem amplitude A no instante de amostragem, ou seja, p(At) = A4,
teremos que o sinal amostrado é

Iry = iA + W “)

em que w, é um variavel aleatéria Gaussiana com média nula e variancia a‘f,, ou usando uma
notagdo comum, wy, = N(0,02 ). Deste modo, o sinal amostrado também é uma varidvel
aleatéria Gaussiana, porém com média +4, ou seja, 1, & N (+4, 52 ), dependendo do bit que

foi enviado, como vemos na Figura 3.

Pr|b (T'lb = 0) pr|b (T’lb = 1)

Figura 3. PDF do sinal recebido no receptor com transmissao polar

Podemos fazer o limiar de decisdo A = 0, ja que esta entre as amplitudes +4 e —A, e chamamos
a distancia entre os dois pontos d = 2A. Deixando o indice k de lado por simplificagdo, e
chamando de € o evento de erro temos que a probabilidade de erro de bit é dada por

P, =Pr(b=0)Pr(e|b=0)+Pr(b=1)Pr(e|lb=1)
=Pr(b=0)Pr(r>0|b=0)+Pr(b=1)Pr(r<0|b=1)
=Pr(r>0|b =0) (5)

-o(7)-o()

A segunda linha da equacgdo acima é obtida verificando que, se enviarmos um bit 0 (ou 1), temos
um erro de deteccdo se o sinal recebido for maior (ou menor) que o limiar 0. A terceira linha pode
ser obtida verificando-se que, pela simetria da distribuicdo Gaussiana, Pr(r > 0|b =0) =
Pr(r < 0|b = 1). J4 a quarta linha é obtido supondo que o sinal recebido y é uma variavel
aleatdria Gaussiana.



Entretanto, sabemos que se o ruido for branco a poténcia do ruido? serd infinita, B, = a‘f, = 00,

e, consequentemente, neste caso, P, = Q(0) = 0,5, ou seja, erramos metade dos bits. Por este
motivo devemos filtrar o sinal antes de amostra-lo, a fim de reduzirmos a poténcia do ruido.

Ou seja a Figura 2 pode ser estendida com a inclusdao de um filtro de recep¢ao, como vemos na
Figura 4, e iremos agora verificar qual seria o melhor filtro possivel. Ainda na Figura 4 podemos
ver que, se enviarmos p(t) na saida do filtro temos

y(@) = r(t) * h(t) = (p() + w(t)) * h(t) (6)
= p(t) * h(t) + w(t) * h(t) = p, (t) + n(t)
ou seja, teremos na saida um pulso modificado p,(t) e o ruido filtrado n(t), que tem uma
poténcia bem menor que o ruido original w(t). A andlise é equivalente a realizada anteriormente
sem o filtro em (5), a Unica mudancga é que teremos agora, em vez da amplitude A do pulso p(t),
a amplitude do pulso filtrado p(At) = A,, e em vez do ruido branco w(t), o ruido filtrado w(t)
com variancia o2
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Figura 4. Modelo de receptor com filtragem

Queremos achar o filtro H(f) que maximiza a razdo y = %, e, consequentemente, minimiza a

probabilidade de erro de bit P,,. A dedugdo do filtro 6timo é mostrada no Apéndice A, e o filtro é

dado por

kP(—f)e J2mIAt (8)
Sw(f) '

H(f) =

em que k é uma constante qualquer.

O caso mais comum é termos um ruido branco, ou seja, S,,(f) = Ny/2, e, neste caso, com k =
2/Ny, o filtro 6timo é dado por

H(f) = P(=f)e /"2 ?

e, no dominio do tempo,

h(t) = p(At — t). (10)

! podemos lembrar que para um processo estocastico w, a poténcia é dada por P, = E{w?}, e, supondo
uma média nula, E{w?} = E{(w — W)?} = ¢



Este é chamado de filtro casado (matched filter), e, como podemos ver na Figura 5, a resposta
impulsional do filtro consiste no pulso de transmissdo invertido no tempo e deslocado. O fator
At é a principio necessario apenas para que o filtro seja ndo causal e, consequentemente,
realizdvel, e, usualmente, consideramos At = 0, sem diferenca na analise.

/Q
| > | >
Figura 5. Resposta impulsional de filtro casado

A razdo sinal-ruido na saido do filtro é dada neste caso, para ruido branco, por

[ee) . 2
2 48 _ |l POH(NTRAf] = [Cpppar=2e ™
of 2 S«PIHPPRAf  Nolo N,
Com Eja energia do pulso p(t). A probabilidade de erro de bit é dada por
(12)

2E)
P,=Q) =0Q N |
Usualmente o que nos interessa é o desempenho do sistema em relagdo a poténcia do sinal na
entrada do receptor Prx. A métrica de interesse é a chamada razdo sinal-ruido (RSR, ou em inglés,
SNR — signal-to-noise ratio), que representa a relacdo entre a poténcia do sinal e a poténcia do
ruido Py, dada por
RSk = kx _ RoEp (13)
Py BrNg
Como vemos acima a RSR é proporcional a relacdo entre a energia por bit e a densidade espectral
de poténcia do ruido, E,/N,, e este é o parametro usualmente utilizado para a andlise da
probabilidade de erro.

A energia por bit E;, é a energia média de cada bit, e, supondo que para cada bit 0 consumimos
uma energia E, e para cada bit 1, uma energia E;, no caso de transmissdo polar,

E,=Pr(b=0)E, +Pr(b=1)E, = E, (14)
jAque Eg =E; = [ (ip(t))zdt = E,,. Desta forma, podemos escrever a probabilidade de erro
de bit como

2k (15)

Pb,polar =Q N
0

E importante notarmos que a probabilidade de erro ndo depende da forma do pulso, mas apenas
da poténcia do sinal, desde que seja utilizado o filtro casado no receptor.

Tipicamente, a probabilidade de erro é tracada em relagdo a razao sinal-ruido em dB, com o eixo
da BER em escala logaritmica, como vemos na Figura 6 a direita.
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Figura 6. Curva de BER para transmissao polar

Exemplol Andlise de enlace com codificagdo polar

Em um enlace de transmissado digital é utilizada codificagdo polar com uma
poténcia de transmissdo de 33dBm. Sabemos que entre o transmissor e o
receptor temos uma perda de 100dB, e que no receptor, que tem uma
resisténcia de 240k e opera a uma temperatura de 2792C, temos um
componente de ruido térmico. Se quisermos uma probabilidade de erro de bit
melhor que 10°°, qual a taxa de transmissdo que podemos atingir?

Queremos que

2E, . [2E E,
Q| -2]<105> |=2>4,2649=>—2>9,09
No Ny Ny

Sabemos ainda que a DEP do ruido é dada por

Ny W
5= 2kTR = 2(1,38047x1023)(300)(240%x10%) = 2x10 15@

e, portanto,
Ep >9,09(4x10715) =3,64x107 1]
O sinal sofre atenuac¢do de 100dB, e, portanto a poténcia recebida é
Prx = Prxap — Lgp = 33dBm — 100dB = 2x1071°W
A taxa de bits que podemos alcancgar é entdo

Prxy  2x10710

R, =% "7
PTE, T 3,64x10-14

= 5,5 kbps



3. Transmissao Binaria Genérica

Suponhamos agora um esquema de transmissdo binario genérico, em que o bit 0 é representado
por um pulso g(t) e o bit 1 por um pulso p(t). Vamos encontrar agora qual o receptor ideal.

Novamente, como na Figura 4, aplicamos um filtro no sinal recebido e o amostramos.
Considerando novamente apenas um simbolo por simplicidade, neste caso o sinal recebido sera

_ (qo(t) +n(t) ,seb=0
y) = {po(t) +n(t) ,seb=1
com p,(t) = p(t) = h(t) e q,(t) = q(t) * h(t)

e a decisdo sera tomada com base no sinal amostrado

(16)

17
y = y(At) 1)

A decisdo 6tima se o bit € 0 ou 1 é achar aquele que tem a maior probabilidade de ocorrer, dado
o sinal observado y. Este é chamado o critério de maxima probabilidade a posteriori (MAP —
maximum a posteriori probability), em que a estimativa do bit é dada por

~ py(¥1b)P, (D)

b = argmax Pr(b|y) = argmax
; 5 ) Hel

= argmaxp, (y|b)Py (b).
Na equacgdo acima argmax é a fungdo que retorna o argumento que maximiza a fungdo, ou seja,
o bit b que maximimiza a probabilidade de b dado o sinal amostrado y. A segunda igualdade é
obtida pela regra de Bayes, e na segunda linha, notando que p,(y) ndo depende do bit b,
podemos desconsiderar o denominador.

N . L 1 . .
Usualmente os bits sdo equiprovaveis, e, consequentemente, P, (b) = > € ndo influencia na

decisdo. Neste caso o critério acima se torna

(19)

b= argmax py(y1b).
Este é chamado o critério de maxima verossimilhanga (ML — maximum likelihood), e a partir
deste critério vamos obter o receptor 6timo.

Receptor ML
A partir da descricdo do sistema em (10), vemos que os pulsos amostrados na saida do filtro serdo

po(a0) = | " P(PH(Pe I af

_ (20)
Go(A0) = f QUOH(e2™ gy

caso tenham sido enviados os bits 1 e 0, respectivamente.

A poténcia do ruido na saida do filtro é dada por

ot = E{(0)") = | s.mpPas =

Sabendo que o ruido é Gaussiano, a PDF do sinal amostrado na saida do filtro é dada por
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caso sejam enviados os bits 0 e 1, respectivamente, ou seja, sdo varidveis aleatérias Gaussianas

com média g, (At) e p, (At), e mesma variancia .2, como vemos na Figura 7.
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Figura 7. PDF do sinal recebido no receptor com transmissdo binaria

Vemos que, como as duas PDFs tém a mesma forma, apenas deslocadas, o limiar de decisdo é

1= Do (At) + q,(At) (23)
2
e a probabilidade de erro é dada por

P, = Pr(e|lb =0) Pr(b = 0) + Pr(e|lb =1) Pr(b = 1)
= %[Pr(elb = 0) + Pr(e|b = 1)] = Pr(e|0) = Pr(e|1) (24)
_ A —q,(At) _ Po(At) — q,(At)
-o(—=—) = )

o, 20,
=

Seguindo a mesma abordagem utilizada para a codificagdo polar, vista no Apéndice A, pode ser
mostrado que o filtro que maximiza 3, e, consequentemente, minimiza P}, é dado por

H) =k[P(—f)—Q(—f)]€_j2"fM (25)
Sa(f) '
, e o valor de 8 maximizado é tal que
(o) P _ 2
oo | PO = QPP 26
—oo Sn(f)
Agora, supondo ruido branco, ou seja S,(f) = %, o filtro 6timo pode ser reescrito como
_ N Y —j2mfAt (27)
H(f) =[P(—=f) —Q(=f]e
e, no dominio do tempo,
(28)

h(t) = p(At — t) — q(At — t).



O receptor 6timo pode ser visualizado na Figura 8
- +‘ y(®)

Figura 8. Receptor dptimo para sinal binario
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O valor de 32 neste caso é dado por

g2 =2 [T 1p) - o(pPar
NO —o0

2 oo
=] O -qora 2

2 B o oo (o]
= U p?(t)dt + f q?(t)dt — 2 f p(t)q(t)dt].
0|J/—00 —00 — 00
Podemos verificar que os dois primeiros termos correspondem as energias dos pulsos p(t) e q(t),

E, e E4, respectivamente, e, chamando de E,, = fjooop(t)q(t)dt a correlagdo entre os dois
pulsos, podemos reescrever a equagdo acima como

(30)

2
p? = N—O(Ep + Eq — 2Epq)

Substituindo o filtro 6timo em (20), o pulso amostrado na saida do filtro, sem ruido sera dado por

po(At) = fmp(f) [P(—f) — Q(—f)]e~j2nfAt gj2nfAt gy

- f P(F)df — f P(F)Q*()df = Ey — f P(HQ (NAf Y

Go(A0) = E, — f P*(HQ)df

caso tenha sido enviado o bit 1 ou 0, respectivamente.

Substituindo em (23), temos que o limiar 6timo é dado por

E,—E (32)
1=_P q
2

Vamos ver o exemplo agora para alguns esquemas de transmiss3o.

Sinalizagdo on-off
Neste caso, temos que para o bit 0 enviamos q(t) =0, e para o bit 1, enviamos p(t).
Consequentemente E; = 0. O limiar é dado por

E (33)
Aon—off = 71):

0 que representa uma desvantagem, j& que precisamos conhecer o valor de E,.



A correlagdo entre p(t) e q(t) é Epq = 0, e, portanto,

2 _2E (34)
ﬂon—off - NO
A probabilidade de erro é dada por
ﬂ) 1 ZEp Ep (35)
P, = — | = — |—= | = =
b =0 (2 o137 N, 2N,

Queremos novamente saber a probabilidade de erro em fungdo de Ej, cuja relagdo com E,, ¢,
supondo bits equiprovaveis, dada por

E
E,=Pr(b=0)E; +Pr(b=1)E, = 71’ (36)

A probabilidade de erro é dada, consequentemente, por

Ep 37
Pb,on—off =0q N_O (37)

Comparando com o desempenho da codificacdo polar, vemos que, para uma mesma
probabilidade de erro, devemos ter

Pb,polar = Pb,on—off

I 2Ep polar s Epon-orr (38)
NO NO

= Eb,on—off = 2Eb,polar-
Ou seja, com codificacdo on-off precisamos de ter o dobro da energia que com a codificacdo

polar, e, consequentemente, o dobro da poténcia, para uma mesma taxa de bits.

Isso pode ser entendido visualizando que um sinal on-off é igual a soma de um sinal polar com
um sinal periddico, como ja visto no Capitulo 2, de modo que apenas metade da poténcia do sinal
é utilizada para se transmitir informacées. Embora a codificagdo on-off tenha um desempenho
pior que a polar, em termos de BER, em algumas ocasides ndo é possivel diferenciarmos a
polaridade de um sinal, ou seja, se ele é positivo e negativo, e nestes casos precisamos utilizar a
codifica¢do on-off. Este é o caso, por exemplo, em diversos sistemas de comunicagao dptica.

Exemplo2  Andlise de enlace com codificagdao on-off

Supondo os mesmos dados do Exemplo 1, ou seja, Pry = 33dBm, perda L =
100dB, resisténcia R = 240kQ, temperatura T = 300K, e BER < 107>, qual a
taxa que podemos atingir com codificacdo on-off?

Ja calculamos no Exemplo 1 a taxa com codificacdo polar. Agora, basta lembrar
que, com on-off precisaremos do dobro da energia por bit que com polar, e,
consequentemente,

P P R
Rb,on—off _ RX RX — b,polar _ 2,75kbpS

Eb,on—off a 2Eb,polar 2



Sinalizagdo Bipolar
A sinalizagdo bipolar é semelhante ao caso on-off, ja que o bit 0 é sinalizado com um pulso q(t) =
0. A diferenca é que, quando enviamos um bit 0, o erro pode ocorrer tanto pra um valor maior

(+A) quanto pra um valor menor (—A), como vemos na Figura 9, e Pr(e|b = 0) = 2Q (\/?)
0

Por este motivo, a probabilidade de erro de bit é dada por

P, = Pr(b = 0) Pr(e|b = 0) + Pr(b = 1) Pr(e|b = 1)
__1><2 E, 4_1>< Ey\ 3 E, (39)
=%z Ny | 2 ¢ M)_ZQ N,

Devemos lembrar porém que com codificacdo bipolar podemos identificar a ocorréncia de erros.

prpp (rlx = —A) Prip (r|b = 0) Prpp (r|x = A)
r(e[b = 0)
_ — i }7
¢
d
Figura 9. PDF do sinal recebido no receptor com codificagdo bipolar

Na Figura 10 vemos a taxa de erro de bit para codificacdo polar, on-off e bipolar. Podemos ver
gue para uma mesma BER, precisamos de 3dB a mais de energia de bit para a codificagdo on-off
gue para a codifica¢do polar, ou seja, do dobro da energia. A diferenca entre o desempenho da
codificcdo on-off e a bipolar tende a ficar insignificante com uma redugdo da BER. De modo geral
o argumento da fungdo Q() é muito mais significativo que o fator multiplicador na frente da
fungdo, particularmente para valores altos de E;, /N,.

10° T "

F-—-=-—- — polar
101 o — ortogonal/on-off ||
= - - bipolar
1021
1031
o
w
o
10%L----
10°F
1051
10-7 I I L
-5 0 5 10 15

Eb/NO (dB)

Figura 10. BER para sinalizagdo on-off e bipolar



Sinalizagdo Ortogonal
Uma sinalizagdo ortogonal binaria é tal que os pulsos p(t) e q(t) sdo ortogonais, ou seja

[ee]

40
j p(£)q(t)dt = Epg = 0 (40)
Neste caso, (30) se resume a
2 41
ﬁZ:N_O(EP-l-Eq) (41)
e (24) se torna
ﬁ) Ep + Eq (42)
P, =0[2) = "
b Q(z ¢ 2N,
Ey
= Py oren =0 N,

Vejamos agora alguns exemplos de sinaliza¢do ortogonal.
Exemplo3  Pulse Position Modulation (PPM)

No PPM a posicdao do pulso indica se o bit € 0 ou 1, como vemos na Figura 11

q(t) p(t)
0 T, 0 T,
1 0 1 0 0 1 1 0
A
1 1 1
1 1 1
1 1 1 >
0 Ts 2T, 3T, AT, 5T 6T 7T,
Figura 11. PPM
Exemplo 4

Podemos verificar que os seguintes pulsos p(t) e q(t) também sdo ortogonais.

q(t)

p(t)

v

»
»

0 T, 0 T,

Figura 12. Sinalizagdo ortogonal binaria



Sinalizagdo bindria genérica
A abordagem pode ser utilizada para qualquer outro par de pulsos p(t) e q(t), como no exemplo
abaixo.

ExemploS  Pulse Width Modulation (PWM)

No PWM, a largura do pulso é que transmite a informacdo, como visto na

Figura 13.
0 T 0 T
Figura 13. Pulse width modulation

Neste caso temos pulsos com energia

APT, 1 3
By =—= Eq=AT;, =E,=5(E+E) =74,

e correlacdo

AT,
Epg = Ep = 2
Portanto,
E,+E, —2F 2 AT,
2 _Lp q pq _ _ s
= =—(E. —E)=
b Moz e ) =T
e
ﬁ) AZTS Eb
P, = — | = = S
b =0 <2 ¢ 4N, ¢ 3N,

Vemos que o desempenho do PWM é bastante inferior ao desempenho da
codificacdo polar ou mesmo da on-off, o que pode ser compreendido
verificando que metade do pulso, e grande parte de sua energia, é transmitida
sem enviar nenhuma informacao.

a. Modulagao Digital

Para gerarmos um sinal em banda passante devemos realizarmos a modulagdo digital em uma
portadora de frequéncia f.. Veremos alguns esquemas de modulagdo binaria comuns.

BPSK (Binary Phase Shift Keying)
Podemos gerar um sinal polar em que o pulso enviado no caso de um bitb =1 ¢

43
p(t) = V2Ag(t)cos(2nf.t) (43)
em que g(t) é um pulso em banda base de energia unitaria, tipicamente satisfazendo o critério
de Nyquist.



No caso de um bit b=0, enviamos um pulso

q(t) = —p(t) = —V2Ag(t) cos(2nf,t) (44)
=249 (t)cos2nf.t + )
Ou seja, no caso de termos uma portadora, a codificacdo polar pode ser vista também como um
esquema em que a informacao estd na fase. O sinal enviado sera

x(t) = V2Ag(t) cos2nf.t +6), 0= {0 E z (1) (45)

e por isso o nome, chaveamento por deslocamento de fase binario BPSK (binary phase shift
keying).

Na Figura 14 vemos um exemplo de um sinal modulado por BPSK, supondo um pulso retangular
g(t) =rect (i)
Ts

p(t) q(t)
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Figura 14. Exemplo de sinal BPSK

Como no fundo o BPSK é uma transmissdo polar, e vimos que a probabilidade de erro de bit ndo
depende da forma do pulso, ela é dada por

,ZEb (46)
)2 — Q ——
b,BPSK NO

A modulagdo BPSK pode ser entendida também como um sinal polar em banda base modulado
em AM-DSB-SC, como podemos ver na Figura 15.

codificacdo EENI(3) > x(t)

polar

V2 cos(2mfit)

Figura 15. Modulagdo BPSK



Sabemos ainda que se o sinal em banda base tem uma largura de banda By g, 0 sinal modulado
tem uma largura de banda By = 2Br gg. De modo geral, considerando o uso de pulsos de
Nyquist, sistemas em banda passante tém uma largura de banda

(47)

By = Ry(1+p)

Exemplo 6

Um sinal BPSK utilizando pulsos de Nyquist com roll-off p = 0,25 ocupa uma
banda de 200kHz. No receptor temos ruido térmico com densidade espectral

de poténcia % =170 dBm/Hz e o sinal sofre uma atenuac¢do de L = 120 dB. Se

desejarmos uma BER < 10™%, qual a poténcia de transmiss3o necessaria?
Solucgado:
A taxa de bits é dada por

Br _ 200x10°

R, = R. = =
PTTS T 14p 1,25

= 160 kbps
e, baseado no requisito de BER, achamos a poténcia recebida necessaria

2F E
Zh <1022 >6915
N, N,

0 0

Ep, = 6,915(N,) = 6,915(2x1072%) = 1,38x107%°
Prx = RyE, = 2,2x107 MW

Levando-se em conta a atenuacdo do canal, a poténcia transmitida necessdria
é, portanto,

Pry = L Pry = 1012(2,2x1071%) = 2,2x1072W = 13,4 dBm

ASK (Amplitude Shift Keying) binario

Assim como geramos um sinal em banda passante modulando um sinal polar em banda base,
podemos também modular um sinal on-off em banda base. Este método é chamado também de
chaveamento por deslocamento da amplitude (ASK — amplitude shift keying) binario, além de
OOK (on-off keying).

Assim teremos os pulsos

q®) =0, ,seb=0 (48)
p(t) = V2A4g(t) cos(2rf.t), seb=1
O desempenho é o mesmo que ja vimos para o OOK, ou seja,

Ey 49
Pb,BASK =0q F (49)
0

Um exemplo de sinal ASK binario (B-ASK) pode ser visto na Figura 16
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Figura 16. Exemplo de sinal ASK

Receptor de modulacgdo digital
Para um sistema com modulagdo digital, a principio o receptor é igual ao de um sistema com
cddigo de linha, devemos apenas incluir o filtro casado, como por exemplo, no BPSK e B-ASK,

(50)

h(t) = p(—t) = V2g(~t)cos(2nf,t)
Como ja pode ser visto na equagdo acima, isto pode ser implementado em dois passos,
primeiramente multiplicamos o sinal recebido pela portadora, levando o sinal para banda base,
como em um receptor DSB-SC, e, posteriormente, filtrando-o pelo filtro casado a g(t). Como este
filtro é tipicamente passa-baixa, ele ja elimina o componente em 2f. que obteriamos apds a
multiplicacdo pela portadora.

Este receptor pode ser visto na Figura 17.

r(t)

V2 cos(2mf.t)

Figura 17. Receptor de sinal modulado



b. Transmissao de Pacotes

Usualmente em sistemas de comunicacdo digitais a informacdao é enviada em pacotes. Se
tivermos algum mecanismo de detecc¢do de erros, como no caso da codificagdo bipolar ou, como
veremos posteriormente, com cddigos detectores de erro, podemos solicitar a retransmissdo do
pacote caso seja identificado um erro, obtendo uma transmissdo praticamente? livre de erros.

Supondo que um pacote contém N, bits, e que os erros ocorram independentemente com
probabilidade P;, a probabilidade de que todos os bits sejam enviados corretamente é

Pr{C} = (1 — P,)" 51

e, consequentemente, a probabilidade de que ocorra ao menos um erro no pacote é dada por

P, pac = 1 — Pr{C} (52)

:Pe,pac =1- (1_Pb)Nb

Py pac € também chamada de taxa de erro de pacote (PER — packet error rate). “Pacote” &
usualmente um termo mais relacionado as camadas superiores de protocolo. Em muitos
sistemas, na camada fisica (PHY) o agrupamento de bits é feito em unidades chamadas quadros
(frames) ou blocos, dependendo da tecnologia, e queremos calcular a FER (frame error rate) ou
a BLER (block error rate), mas a abordagem é a mesma

Exemplo7 Transmissdo de pacote

Um pacote de 100 bytes é enviado usando um esquema de codificagcdo polar.
Se quisermos uma probabilidade de erro de pacote de 10%, qual a razdao E, /N,
que devemos ter?

1
Queremos 1—(1—Py)N» =0,1=>P, =1—0,9", com N, = 800 bits. Portanto,

devemos ter P, = 1,317x107* Com codificacdo polar temos Q( 2}%) =Py, e,
0

consequentemente, /ZNE > 3,65=> i—b > 6,7 =8,2dB.
0 0

Uma medida bastante utilizada em sistemas de transmissdo por pacotes é o throughput, ou
vazdo, que representa a taxa de bits efetivamente entregue do transmissor ao receptor, ou seja,
considerando que os pacotes com erros sdo descartados, é a taxa considerando apenas os
pacotes sem erro. Além disso, sabemos que as diferentes camadas de protocolo incluem diversos
overheads de sinalizacdo, reduzindo a taxa efetiva. Em particular, na camada fisica (PHY), que
implementa o cédigo de linha ou modulagdo sao usualmente incluidos alguns bits de referéncia,
ja conhecidos pelo receptor, e que permitem a aquisi¢do do sinal, controle automatico de ganho,
sincronizagao e estimacgao de canal. Estes bits de referéncia ndo transmitem informagao e devem
ser desconsiderados no calculo do throughput.

Podemos ver o calculo do throughput no exemplo abaixo.

2 “Praticamente”, pois ainda podem ocorrer erros ndo detectados com alguma probabilidade.



Exemplo8 Calculo do throughput

Um sistema de comunicacdes ocupa uma banda de 200kHz e utiliza modulacao
BPSK, usando pulsos de Nyquist com roll-off p = 0,4. O sistema envia pacotes
com duracdo de 5ms, sendo que em cada pacote é enviado um sinal de
referéncia de 100 bits. Sabendo que no receptor temos uma poténcia recebida
de Pgry = —87dBm e que o ruido tem uma densidade espectral de poténcia de

% = —150dBm/Hz, calcule o throughput.

Solucgao:

B
Rp=Rs =1 +Tp = 160kbps

E, Ppx 1 2x107% 1

= = = 6,25
N, R, N, 1,6x1052x10-18

Portanto, a probabilidade de erro de bit é dada por

P,=0Q (w/2(6,25)) — 2,03x10~*

Em um intervalo de 5ms, enviamos no total
Npor = RpT = 1,6x10°(5%1073) = 800 bits
A probabilidade de erro de pacotes é
Popac=1—-(1- 2,03x107%)800 = 0,15

Lembrando que em cada pacote enviamos Np.rr = Np1or — 100 = 700 bits de
informagdo a cada 5ms, e destes 15% sdo perdidos, o throughput é dado por

0,85 = 119kbps

Nperr 0
Tput = T(l - Pe,pac) = W

4. Espaco de Sinais

Para analisarmos o desempenho em ruido de esquemas de transmissdao M-arios, ou seja,
esquemas com M sinais diferentes, que transmitem n;, = log, Mbits/simbolo, é conveniente
trabalharmos em um espaco de sinais.

Dado um conjunto de N sinais ortonormais @; (t), ou seja, sinais que sejam ortogonais entre si e
tenham energia unitaria,

* . _ (0 ,l#+m (53)
| o©enwac={] I

um espaco de sinais N-dimensional com base ¢, (t), ¢,(t), -, @y (t) é o conjunto de todos as
combinacdes lineares deste sinais base, ou seja, todos os sinais

(54)

N
9® = gipi(®
i=1

em que



gi= f 9(0) 9} (D) (55

é o componente de x(t) em @;(t).

Este é um conceito semelhante ao de um espaco vetorial, como o espaco Cartesiano, em que, a
partir de trés vetores ortonormais ¥,y,Z podemos definir qualquer vetor § no espaco
tridimensional como uma combinacao linear

g =9gxxX+ gyj} + 9,2 (56)

como podemos ver na Figura 18.

Figura 18. Espaco Cartesiano tridimensional

Desta forma, uma vez conhecidas fungdes base @4 (t), @, (t), -, @n(t) podemos representar
todos os sinais g(t) em um espago de sinais pelos seus componentes, que podem estar listados
em um vetor N-dimensional, ou seja

9 =g=191,9293 > 9n] 7
Note que a representa¢do de um sinal periddico pelos coeficientes de uma série de Fourier, ou
seja, pelo seu espectro, é um caso particular em que temos um espacgo de sinais de infinitas
dimensdes.

Um dado espago de sinais pode ser representado por diferentes fungdes base ortonormais.
Podemos entender isso visualizando novamente o espaco Cartesiano na Figura 18, em que uma
rotacdo X', ¥, Z' dos vetores X,Yy,Z também forma uma base pro mesmo espago.

Um exemplo de espaco de sinais de 2 dimensdes pode ser visto no Exemplo 9.
Exemplo9  Espacgo de sinais de 2 dimensdes

Suponha que temos um sistema de transmissdo quaterndrio, com os 4 sinais
So(t),s1(t),s,(t) e s3(t) mostrados na Figura 19.



A s1(¢) A s2(6)

o ° g
0 T o
e T
A s4(t)
s3(t) AJ2 !
T./2 Ty [ .
0 0 T2 T
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Figura 19. Exemplo de sinal quaterndrio

Podemos facilmente ver que estes sinais podem ser representados em um
espaco de sinais de 2 dimensdes definido pelas duas fungdes base ¢,(t) e p,(t)
mostradas na Figura 20, que satisfazem os critérios em (53).

2 2
= ¢1(8) — P2(t)
T ' Ts
Ts » >
0 1,2 0 T/2 T
Figura 20. Exemplo de base bidimensional

Os quatro sinais podem ser escritos como

50 =4F00 -4 Ee0, 50=-2[2e0+4[F00
s3(t) = —A\/%(pz(t), s4(t) = é\/gqh(t) +A\/T;s</’2(t)

e, considerando esta base ¢(t), p,(t), eles podem ser representados na forma
vetorial como

s¢(t) Esl=A\/§[1;—%], s,(t) =s, =A\/T;S[—%;1]
s3(t) = 85 =A\/§[O;—1], s4(t) = s, =A\/%E;1]

Podemos também representar os 4 sinais usando outras bases ortonormais,
como por exemplo as fungdes @] (t)e ¢,'(t) da Figura 21.

' 1/T, '
1/Ts|_ 91'(0) / |_<Pz (t)Ts ‘

0 T, o L1 7

Figura 21. Exemplo de base alternativa



Nesta base os sinais podem ser representados como

e =AfT[] o=t

s3(t) =83’ =A\/?s[—%;%], sa(t) =5, =A\/TSE;_H

Estes sinais podem ser representados também graficamente no plano Cartesiano, como vemos
na Figura 22 para os sinais do Exemplo 9. A representag¢do do conjunto de sinais desta forma é
conhecida como constelagao.

S %)
2% * S,

Ts

402
1 1 1 1 >

S VE =l
& S1
S, _.--7d(81,83)

Figura 22. Exemplo de constelagdo

A vantagem da representacdo de um sinal pelos seus coeficientes no espago de sinais é que
diversos parametros pelos seus equivalentes vetoriais como por exemplo o produto interno

. . N N
GOy = [ <@y @de= [ Y noovieio ©
- T®i=1k=1
N
= (x(0,y(0) = ) %y = &)
i=1

ou seja, o produto interno de dois sinais é igual ao produto interno de seus vetores
correspondentes.

A partir dai podemos obter também a energia de um sinal

® N
) B = (x,x) = (59)
Ey = f_mlx(t)l2 dt = (x(t), x(t)) = (x,x) = ;|xi|2’

ou a distancia entre dois sinais d(x(t),y(t)), definida como

. N
EEO.Y0) = [ k@ -y©Pde =) lx -yl .
- i=1

O quadrado da distancia entre dois sinais representa a energia da diferenca entre eles, e vemos
gue esta distancia é igual a distancia Euclideana entre os vetores correspondentes.



Exemplo 10
Tendo como referéncia o Exemplo 9, vamos calcular alguns parametros.

A energia do sinal s;(t) é dada

T 2
0 7 T/, A 5A2T,
E; s;(®)dt = |  A%dt+ (— —) dt =
. 0 T\ 2 8

AT, 1\%\ 5A%T
=s12,1+512,2= 25<12—|—(—§)>= 85
, , 1\2  /3\%\ 5AT.
25121+51%:A2T5<(Z) +(Z) )z 8 K

onde a energia é calculada de trés diferentes maneiras, pela definicdo do
sinal, pelos coeficientes dos vetores na primeira base ortonormal, e pelos
coeficientes da segunda base, todos resultando no mesmo resultado.

Da mesma forma, podemos calcular o produto interno entre dois sinais

T,/ /1 1
(s1(£),54(1)) = S1,1S41 + S12842 = A? (1 (E) + (— E) 1) =0

ou seja, os sinais s1(t) e s4(t) sdo ortogonais.

A distancia entre os sinais s;(t) e s3(t) é dada por

Ts / 1\* A [5Ty
d(Sl(t),Sz(t)) = \/(51,1 - 53,1)2 + (51,2 - 53,2)2 = A\/; 1+ (E) = E\/;

Processo de Gram-Schmidt

Nos exemplos acima podemos determinar visualmente quais seriam as bases ortonormais, mas
nem sempre isto é possivel facilmente. Existe um algoritmo que, a partir de um conjunto de sinais,
nos fornece uma base ortonormal possivel. Este algoritmo, conhecido como processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt é descrito a seguir.

Dados os sinais sq(t), s,(t), -:-,su(t), e considerando fungdes base reais, escolnemos as
seguintes funcdo base iterativamente

51(8)

P1(t) = >
Joo(s10) at
$2(8) com ¢, (t) = s2(t) — $2,191(t)

(1) = —
«/ffooo(fl)z(t)) dt (61)

k-1

com ¢ (t) = s (t) — Z Sk,ii(t)
i=1

i (t)

,/f_"°oo(¢k(t))2dt’

emque Sy; = foooo s () p;(t) dt é o componente de s (t) em @;(t).

P (t) =



Notem que a base ortonormal obtida depende da ordem que os sinais sdo considerados.
Exemplo 11 Processo de Gram-Schmidt

Podemos usar o processo para encontrar uma base ortonormal adequada para
os sinais do Exemplo 9. Assim

242

T.
0<t<-=
0. (t) = s1()  s:(t) 225, (1) B {\/ 5T 2
! JEL 5T, A5T, V2 T,
A g l —<t<T;
5T, 2
o0 2T,
Sy1 = f sk g;(t)dt = —A T
34 T,
—E 0<t< ?
P2(t) = 55(t) — 521901 (8) =
34 T, _.
I
(— 2 0<t< E
¢, (1) /5T 2
@,(t) = 5 = N
/ ~ ) dt | S<t<
f_m((l)z( )) k 0T > = t < Ts

N

Podemos ver que tanto s;(t) pode ser construidos a partir de combinacGes
lineares de @(t) e @y(t), ou seja, s3(t) =s53101(t) +53,0,(t), e,
consequentemente, ¢;(t) = @3(t) = 0. O mesmo ocorre com s,(t).

2v2 @1(t) 2v2 P2(t)
5T, 5T,
T ., 0 N
0 | I T,
Figura 23.

Base ortonormal obtida por Gram-Schmidt

5. Sistemas de Transmissao M-arios

Ja vimos que em um sistema de comunicag¢Oes estes M sinais podem representar n;, = log, M
bits, em que M é chamada de ordem de modulagao. J4 vimos ainda que este conjunto de M sinais
pode ser representado exatamente pelos seus coeficientes no espacgo de sinais.

Dado que enviamos um dos sinais possiveis s,,(t), o sinal recebido em um sistema de
comunicagdes com ruido é dado por

r(t) = sy (t) + w(t) (62)

No receptor podemos obter os componentes do sinal recebido nas fungdes base do espago de
sinais



o]

Yy = j () (6) dt
T o (63)

= [ sm@o@dc+ [ wgod

—o0
= Sm,k + ng
ou seja, temos em cada componente do sinal recebido a componente do sinal transmitido
adicionada de um componente de ruido. Este receptor pode ser visto na Figura 24.

_T(t) ? - ry

®1(t)
®2(8)

N

*

on(t)

Figura 24. Receptor em espaco de sinais por correlagdo

A correlagdo acima pode ser também realizada por meio de um filtro casado. Supondo um filtro
casado hy (t) = @, (—t) no receptor, o sinal na sua saida sera

[o0] [o0]

5® =10 @ = [ @h-Ddr= [ @epc-odr
Se amostrarmos este sinal em t = 0, temos
Ve =y = | @@ (65

que é o componente do sinal recebido, como em (63).

O receptor implementado com filtros casados pode ser visto na Figura 25.

e
-

—i

Figura 25. Receptor em espaco de sinais por filtro casado

JFN
— >




Supondo ruido branco na entrada, a componente de ruido ng, para qualquer k, tem variancia
dada por

(o) N N foe) N
B} =R = | PP =3[ lpoPd=
em que ®, (f) = F{p,(t)}, e podemos mostrar ainda que®, para k # [

E{ngn;} =E {f w(t) g (t) dtf w(@)o, (@) da}
- f ) f mE{W(t)W(“)}‘Pk(t)fpz(a) da dt (67)
N o]
= 70f_oo<pk(t)<pz(t)dt =0,

ou seja, componentes de ruido em fungbes base diferentes sdo descorrelatados.

O ruido w(t) ndo pode ser descrito inteiramente pelos seus componentes de sinal, ou seja,

N

(68)
W) = D () + Wor (0
k=1
em que w,(t) representa a parte do ruido ortogonal ao espago de sinais. Como é ortogonal
também a todos os sinais possiveis, esta parte do ruido ndo influencia na detec¢do do sinal e

pode ser ignorada.

Portanto, dada a transmissdao de um sinal O sinal recebido pode ser representado no espaco de
sinais portanto por um vetor

y=S,+n

Sm,1
] Ismzl l :
a. Receptor Otimo

Assim como para um receptor bindrio, também em um sistema M-ario utilizamos o critério de
maxima probabilidade a posteriori (MAP). Dado um vetor recebido y, queremos achar o sinal
S,, mais provavel, ou apenas o indice m. Desta forma, a estimativa do sinal enviado o é
m = argmax Pr(m|y) = argmax Pr(m)p(¥|sy) (70)
m m

Supondo que todos os simbolos sdo todos equiprovéveis, ou seja Pr(m) = 1/M, recaimos no
caso da maxima verossimilhanga (ML), ou seja, Pr(m) é igual para todos os simbolos e ndo
influencia a decisdo. Deste modo, a decisdo se reduz a

m = argmax p(y|spy)- (71)
m

Sabendo que os componentes de ruido sdo varidvel aleatdria Gaussiana, os componentes do sinal
recebido tem uma densidade de probabilidade conjunta

1 —spll?
P(¥lsm) = — g exp (— w> 72
() g

3 Supondo ruido branco, ja que, neste caso E{w(t)w(a)} = %6(1: —a)



e, portanto, lembrando que apenas os fatores que dependem de m vao influenciar na detecgao,
e que a funcdo exponencial é crescente, a estimativa ML é dada por

m= argmaXp(YISm) = argmax exp(—lly — sml*)

= argmaX(—lly = spll? )

(73)

Agora,

ly — smll*> =y = sm¥ — sm) = 7 = $m)" (¥ — 5m) (74)
= [lyll® + lIsmllI* = 2y, Smoz
e lembrando que a energia do sinal s, (t) é dada por E,,, = [__ s5(t)dt = ||s, ||, podemos

reescrever (73) como

N
N Ep, Em (75)
m = argmax ((y, S;m) — —) = argmax YnSmn ==~
m ™ \n=31

Ou seja, a cada simbolo, calculamos os componentes do sinal recebido no espaco de sinais y, de

dimensdo N, como na Figura 24 ou Figura 25, e calculamos o valor de p,,, = (y, ;) — = para

todos os M = N sinais s,,(t) = s,, possiveis, escolhendo o que der o maior resultado. Isto pode
ser visto na Figura 26.

argmax

Figura 26. Receptor ML

Uma outra maneira de entendermos o receptor éptimo, considerando ruido branco Gaussiano,
é reescrever (73) como*

i = argmax(—|ly — spl|*) = argmin |ly — sp,|l (76)
m m

m = argmin d(y,s,,).
m

Ou seja, o receptor 6timo é aquele que minimiza a distancia entre o sinal recebido e todos os
possiveis sinais transmitidos, e esta abordagem sera utilizada para obtermos as probabilidades
de erro de diferentes esquemas de modulacgéo.

4 Lembrando que ||y — s,,]| = 0 e que —x2é decrescente para x = 0



Como vemos na Figura 27, podemos particionar todo o espaco de sinais em regides de decisao
R}, de modo que cada regido contém todos os pontos mais proximos de s, que de qualquer
outro ponto, ou seja, sey € Ry = d(y,sy) < d(y,s,,), para qualquer k # L.

Figura 27. Regides de decisao

Consequentemente o processo de decisdo se resume a verificar em que regiao cai o sinal recebido
y,ouseja,sey € R, = m = k.

Sendo assim, a probabilidade de erro, dado que enviamos o simbolo m é dada por

Pr(e|m) = Pr(y & Ry |Sm) 7

e a probabilidade de erro média, considerando simbolos equiprovaveis é

(78)

M M
P, = ;IP(m) Pr(e|m) = %mzl Pr(e|m)

Vamos agora ver alguns esquemas de modulagdo comuns e suas probabilidades de erro.

b. PAM (Pulse Amplitude Modulation)

Um sinal M-PAM é gerado variando-se a amplitude de um Unico pulso, dependendo dos bits de
entrada. Considerando um pulso normalizado ¢ (t), podemos ver na Figura 28 um exemplo de 4-
PAM, em que o mapeamento de bits em sinais é dado por

00 - so(t) = —Ap(t)
01 - s;(t) = —34¢p(t)
10 = s55(t) = Aep(t)
11 - s3(t) = 34¢p(t)

(79)

Este sinal pode ser representado em apenas uma dimensao, como podemos ver na constelagao,
também na Figura 28. Vemos também que a menos distancia entre dois pontos da constelagao,
ou seja, entre dois sinais quaisquer, é igual d,,;, = 24, e pontos que estdo distantes d,;;, um do
outro sdo chamados de vizinhos. O mapeamento de bits foi realizado de modo que entre dois
vizinhos quaisquer a gente troque apenas um bit, e este mapeamento é chamado de codificagao
de Gray.



3A 11

So(t) -
0 00 A
s1(t)

01 -3A
-3A -A A 3A
* * I * - >
01 00 10 11 @(t)

—
dmin = ZA
Figura 28. 4-PAM

Vamos agora calcular a probabilidade de erro de um sinal M-PAM genérico®. Na Figura 29 vemos
a constelagdo de um M-PAM, assim como a PDF do sinal recebido para alguns sinais enviados.

pys I(M —1)A)
Rim-1)a
(M-3)A XM—l)A o(t)
Pr(els = (M — 1)4)
Figura 29. PAM genérico
Podemos ver que para o sinal s = —A, a regido de decisdo R_4 estd no intervaloy € [—24,0], e

podemos errar tanto para valores mais altos quanto para valores mais baixos, e 0 mesmo ocorre
para todos os M — 2 sinais internos. Ja para o sinal s = M — 1, a regido de decisdo R(y_1)4 esta
no intervalo y € [(M — 2)A, =], e s6 podemos errar em uma dire¢do, € 0 mesmo ocorre para
todos os dois sinais externos. Se o ruido for Gaussiano, portanto, a probabilidade de erro de
simbolo é igual a

P(elm) = 4( ¢ <%) )5 =+(M~1)A
kZQ (U_n> , C.C.

- - N
Como queremos a probabilidade de erro média, e lembrando que g, = -

(80)

5 Note que a codificacdo polar ou BPSK é igual a um 2-PAM.



P, = %[2 Q (ain) +(M—1)2Q (%)] - Z(MM_ Do 21\‘;‘02 (81)

Desejamos, porém, achar uma expressao que se relacione com a poténcia do sinal, ou, de
maneira equivalente com a energia de simbolo média E; = Prx/Rs ou com a energia de bit E,,.

Sabemos que a energia dos simbolos Es, = |Is 1|2, portanto, temos dois simbolos com energia
A?, dois com energia (34)?2, e assim por diante. A energia média sera dada por

E, = %[AZ +(34)% + (5A)2 + -+ (M — 1)A)2]

M-2 (82)
2
M Z(Zk =M1
M & 3
Portanto, podemos achar uma relagdo entre a amplitude A e a energia de simbolo R
3E; (83)

A=

M2z -1
Substituindo na expressdo da probabilidade de erro, e lembrando que Eg = log, M E,, temos
gue a probabilidade de erro de simbolo é dada por

(84)

2(M —-1) 6 E; 2(M —-1)
Pepam = 2 ~ | = Q
M M4 —1N, M

No caso de erros, a probabilidade é extremamente alta de que o sinal tenha caido na regido de
decisdo de um sinal vizinho. Se tivermos cddigo de Gray iremos errar entdo apenas um de n, =
log, M bits. Desta forma, a probabilidade de erro de bits em relagdo a probabilidade de erro de
simbolos é dada por

(85)

Pb,Gray ~ mPe

Exemplo 12

Vamos repetir o Exemplo 6, porém com 4-PAM e 8-PAM, em vez de BPSK.
Relembrando, utilizamos pulsos de Nyquist com roll-off p = 0,25 e uma banda

de 200kHz. Temos ruido com % = 170 dBm/Hz e uma atenuag¢do de L = 120 dB.
Se desejarmos uma BER < 10™%, qual a poténcia de transmissdo necessaria?
Qual a taxa de bits alcangada.

Solucgdo:

Para BPSK (ou 2-PAM), encontramos uma taxa de bits de 160kbps e uma
poténcia de 13,4dBm.

Em todos os casos a taxa de simbolos é

Br
R, = = 160 kbauds
1+p

Para 4-PAM, a taxa de bits é dada por



R, =log, 4 R, = 320 kbps

e, baseado no requisito de BER, achamos a poténcia necessdria

2E, 2E,\ 4 E;
<104=0Q <=-x10"*=—>33228
5N, 5Ny | 3 No

b 13
b=3575 Q
Es = 33,228(N,) = 6,646x10719]

Pry = L Pry = L R.Eg = 10%2(1,06x10713) W=0,106 W = 20,3dBm

Ou seja, dobramos a taxa em relacdo ao BPSK, mas precisamos quase de 7dB
a mais, os seja, 5x mais poténcia aproximadamente.

Vamos repetir agora para o 8-PAM.
R, =log, 8 Ry = 480 kbps
e, baseado no requisito de BER, achamos a poténcia necessaria

2 E E
<107*=>—=>134,614
21N, N,

p 17
b=37¢

Es = 6,69x10718]
Pry = L Py = L R.Eq = 10%2(1,06x10713) W=0,431 W = 26,3dBm

Agora, aumentamos a taxa 50% rela¢do ao 4-PAM, mas precisamos de 3dB a
mais, 0s seja, 2x mais poténcia aproximadamente.

Como vemos no exemplo, temos um compromisso entre a eficiéncia espectral (n = R, /Br) e a
poténcia necessaria.

Lembrando que M = 2™, e supondo que temos a mesma banda, a razdo entre as eficiéncias
espectrais é

NM-PaM _ (86)
ou seja, cresce linearmente com ny,.

Sabemos ainda que a probabilidade de erro de bit é dominada pelo argumento da fungdo Q.
Sendo assim para um mesmo BER, se compararmos a energia por bit necessdria em um M-PA
com um BPSK, e temos a seguinte relagao

2Ep pps 6108, M Ep yi—pam
NO 1\42 - 1 NO (87)
Epm-pam M? _ 2%
Epppsk 3log; M 3my
J4 arelagdo entre as poténcias é dada por

2n

Prxm—-pam _ Esm-pam 2470
= = log, M

Prx,BpPsk Es psk Ep,spsk 3

ou seja, a poténcia cresce exponencialmente com o nimero de bits por simbolos, e 0 aumento

na taxa de bits tem um custo muito alto em termos de poténcia.

Epm-pam _ (88)




taxa de ermro de hit

Na Figura 30 vemos as curvas de desempenho para varios M-PAM, em termos de E, /N, e em

termos de E;/N,.

T :

———M=2 (BRSK)
——— =t
— =M=
M=16

taxa de erro de hit

——— M=2 (BPSK)
——— M=t

— — M=

M=16

Figura 30.

Desempenho de M-PAM

c. QAM (Quadrature Amplitude Modulation) e PSK (Phase Shift Keying)

Uma classe importante de esquemas de modulagdo sdo os esquemas em quadratura, em que as
bases ortonormais sao dadas por

@(t) =

Po(t) =

2
E—gg(t) cos(2mfct)

(89)

2 .
E, g(t) sin(2mft)

em que g(t) é um pulso normalizado, E; = 1. ¢;(t) e @, (t) sdo as fungbes base em fase (in-

phase) e em quadratura, respectivamente, e pode ser mostrado facilmente que elas sdo
(praticamente) ortogonais, desde que a banda de g(t) seja muito menor que f., o que

normalmente ocorre.

Neste caso, os sinais enviados podem ser escritos como

E usual também representarmos os vetores de sinais s,

Sm(t) = Sm,I(pI(t) + Sme®o (®)

= ig(t) [sm,, cos(2mf,t) + Smq sin(Zﬂfct)]

Eq

(90)

= [sm,,, sm‘Q] pelo valor complexo s,,, =

Sm1 t J Sm,g- Desta forma os sinais podem ser reescritos como

2 .
sm(®) = | 9(0) Re {spe;”"" )

g

(91)

~ ,2 , L .
em que §(t) = E—g(t)sm ¢ a chamada envoltéria complexa do sinal.
g

Desta forma, é facil verificar que alguns calculos podem ser feitos com célculos em numeros

complexos, como

Em = sp1+ Smo = Isml?

(92)

d(sk(f),Sz(f)) = |sg — sil-



Além disso, por ser um nimero complexo podemos reescrever

Sm = Ismle’™™ = Epe/on .
e o sinal como
2E .
sp(t) = —mg(t) :Re{e](em_znfct)}
Eg
(94)
2Ep, .
= E—g(t) [sm', cos(2rf .t + 0,,) + Sm,Q sin(2rf,t + Hm)].
g

De modo geral, estes esquemas de modulacdo sdo chamados de QAM (quadrature amplitude
modulation), em que podemos variar tanto a amplitude, com \/m, quanto a fase 6,, de uma
portadora complexa ou de modo equivalente, as amplitudes dos componentes em fase e
quadratura, S, | e Sy o, respectivamente.

Vamos ver agora como avaliar o desempenho destes esquemas.

M-QAM com constelacdo quadrada
Uma categoria importante sdo os QAM com constelacdo quadrada, com M = 2%%, ou seja, M =
4; 16;64; 256;1024; ---. Vemos alguns exemplos nas Figura 31 e Figura 32.

A @o(t)

* * * *
0111 0101 1101 1111

* * * *
0110 0100 1100 1110

-3A -A A 3A >

@ (1)
* * * *
0010 0000 1000 1010
dmin

* *
0011 0001 1001 1011

Figura 31. 16-QAM



4

* X * x |k * K* % @(t)

Figura 32. 64-QAM

Neste caso, um M-QAM ¢ igual 3 combinacdo de duas constelagdes VM-PAM independentes,
uma em fase e quadratura, e consideramos uma deteccdo correta no QAM se a deteccdo for
correta nos dois PAM. Neste caso a probabilidade de acerto é dada por

2 2
Pry_gam(C) = [PFW—PAM(C)] = (1 - Pe,xfl\_/I—PAM) (95)
— 2
=1-2P, 5ipam + Pe,m—PAM
Se tivermos P, 7 pay <1, 0 que usualmente ocorre nas situacdes de interesse, a
probabilidade de erro é dada por

Pep—gam = 1= Pry_oam(C) = 2P, jmi_pau (96)

Agora, Pe’m_PAM é conhecida, e, substituindo M por VM em (84), temos que, para constelagées
quadradas,

p _4(VM -1) 3logy M E) (97)
e,M—QAM \/M M—=1 N()

Supondo ainda que temos codificacdo de Gray, o que é possivel para todas as constelagdes
quadradas,

1 98
Pb,M—QAM = mpe,M—QAM 88

Na Figura 31 podemos ver exemplos de codificacdo de Gray, que podem ser construidos a partir
de uma ldgica simples. Por exemplo, para o 16-QAM podemos usar a seguinte logica. A cada
simbolo enviamos quatro bits, byb, b, b3, e na constelagdo 16-QAM da Figura 31 os bits podem
ser mapeados da seguinte maneira®

b _{0 5/<0 _{0 S <0 (99)
o711 §5>0""T 71 s>0

6 A ordem dos bits pode variar, dependendo da tecnologia, mas o efeito é o mesmo



b _{0 |s;| < 24 b _{0 Isql < 24
2701 Is1>2472 7 2 Isql > 24
As expressoes acima podem ser utilizadas também para a detecc¢éo do sinal bit a bit.

Da mesma forma o sinal pode ser gerado a partir dos bits pela expressao

s = (2bg— 1)24 — (—=1)% (2b, — 1) A (100)
+j(2b; — 1)2A — (1)1 (2b; — 1) A
Légicas semelhantes podem ser encontradas para outras constelacdes quadradas ou
retangulares.

Exemplo 13

Vamos repetir o Exemplo 6, porém com 16-PAM e 16-QAM, em vez de BPSK.
Relembrando, utilizamos pulsos de Nyquist com roll-off p = 0,25 e uma banda

de 200kHz. Temos ruido com % = 170 dBm/Hz e uma atenuag¢do de L = 120 dB.

Se desejarmos uma BER < 10™%, qual a poténcia de transmissdo necessaria?
Qual a taxa de bits alcangada.

Solugao
A taxa de bits é tanto para 16-PAM quanto para 16-QAM

Br
R. =
S 14

= 160 kbauds
o)

Para 4-PAM, a taxa de bits é dada por
R, = log, M R. = 4—T = 4(160k) = 640 kb
p = 1083 s = %7 T p = = ps
Baseado no requisito de BER, achamos a poténcia necessaria para o 16-PAM

15 2E 2E 32 E
= * |<107*=> ° <—><10—4$N—52527,5

P, =
b 85N, |~ ¢ 85N, | 15 )

1
4
E; = 33,228(N,) = 6,646x1071%]

E
Pry = L Pry = LRSN—SNO = 10'%(1,06x10713) W=1,69 W = 32,3dBm
0

e para o 16-QAM

P ! 3 3Es <10~* Es < 4><10—4 Es > 66,45
= — = — =
b=23C |13 No |~ ¢ 5N, | 3 Ny~

E, = 33,228(N,) = 1,33x10718]
Pry =L Pry = LRSN—SNO =10%2(1,06x107*3) W=0,213 W = 23,3dBm
0

Como vimos no Exemplo 13, o QAM é bem mais eficiente que o PAM para a mesma ordem de
modulagdo M. Entretanto, o PAM é utilizado em alguns sistemas, como por exemplo no padrao



de TV digital dos Estados Unidos, por permitir o uso de AM-VSB (Vestigial Side Band), sendo assim
compativel com o espectro de sistemas de TV analdgicos.

Na Figura 33 vemos a BER de uma transmissdao 16-QAM, usando tanto a curva tedrica quanto
resultados de simulacdo. Podemos ver que para razoes sinal-ruido (RSR) relativamente altas, os
resultados se aproximam bastante, indicando a validade da aproximacgdo. Para RSR pequenas a
aproximacao é um pouco otimista, mas estes pontos representam BERs muito altas para sistemas
praticos.

10° ¢ ; . ; :
F +  simulagdo i
* + 4 * teariafaproximacan) (]
10'E E
L0k .
& 3 E
10°k 3

10'4 I 1 I 1
-10 5 0 5 10 15

E, /M,
Figura 33. BER de um esquema 16-QAM

Na Figura 34 vemos o efeito do ruido na constelagdao de um 16-QAM, para diferentes RSR.



E, / MO =D0dB E, /N0 =EdB

Figura 34. Constelagdo com ruido

M-QAM genérico e o limitante da unido
Para constelagdes nao quadradas precisamos de uma outra abordagem para o calculo da
probabilidade de erro. Neste caso podemos relembrar do limitante da unido

Pr(A U B) < Pr(4) + Pr(B) (101)

No nosso caso, temos que a probabilidade de erro, dado que um certo simbolo s,,, foi enviado, é
a probabilidade de que o sinal recebido y esteja mais préximo de qualquer outro sinal s;, | # m,
ou seja,

PF(ElSm) = Pr ((d(y'sl) < d(y' Sm) ) U (d(YJSl) < d(y' Sm)) U

(102)
U (d,s) < dF5m)) U+ U (dF,51) < d(F,5m)))
l#+m
Pelo limitante da unido, esta probabilidade pode ser escrita como
M

Pr(els,,) < Z Pr(d(y,si) < d(¥,sm)). (103)

k=1

k+m

Ou seja, a expressdo acima se resume a soma de probabilidades de erro bindrias, entre dois
simbolos sy, e s, que, como ja vimos, depende da distancia dy ,,, = d (s, s;,)entre eles, e é dada

d dj - .
porP, = Q (£2) = Q( |22 ). Portanto, podemos reescrever o limitante da probabilidade de
20 2N,

erro como



M

dZ
Prels,) < Y 0| 5 (104)
k=1 0
k+m

Agora, sabemos que a fungdo Q(.) decai muito rapidamente com o aumento da distancia, de
modo que, para razdes-sinal-ruido relativamente altas, o somatdrio acima serd dominado pelas
distancias mais curtas d,;;,,, OU seja, se houver erro, eles ocorrerdo com probabilidade muito alta
para os sinais vizinhos. Considerando ainda que o limitante acima é bastante apertado, e pode
ser usado como uma aproximacdo, a probabilidade de erro pode ser aproximada por

2
min (105)

2N,

PI‘(E|Sm) ~ Nneigh,mQ
em que Npeignm € 0 numero de sinais vizinhos ao sinal s;,.

A probabilidade de erro média do esquema de modulagado é, portanto,

1 v 1 v d2

] 106
P, = M Z Pr(els,,) ~ M Z Nneighm@ ZHI:;: (106)
m=1 m=1

em que Nneigh é 0 numero médio de vizinhos

M
= 1 107
Nneigh = M Z Nneigh,m o7

m=1
Vamos usar esta abordagem em alguns exemplos

Exemplo 14 16-QAM quadrado

Ja vimos como calcular a probabilidade de erro de um sistema QAM baseado
na probabilidade de erro de um sistema PAM. Vamos agora utilizar a
abordagem vista nesta secao.

Supondo amplitudes +4,+3A4, em fase e quadratura, a distancia minima é dada
por dy,in = 24A.

Os quatro pontos internos +A +jA tém 4 vizinhos cada, os quatro pontos
externos, £3A +j3A tém 2 vizinhos cada, e os oito outros pontos tém 3
vizinhos cada. Desta forma

1
Npeigh = 1—6(4><2 +8x3+4x4) =3

b~ 30 442
¢ 2N,

Queremos achar P, em funcdo de E;, e para isso sabemos que

M
1
E :MZ En
m=1



1
= —[4x((£A4)% + (£A)?) + 8X((£A)? + (£34)?) + 4x((£34)? + (£34)) ]

16

1
=1c [4X2A% + 8x104? + 4x18A4%] = 1042
= A2 ==
10

Substituindo, temos que

P,~3 LEs
e~ Q 5N0

gue é exatamente o obtido por (97).

Exemplo 15 8-QAM

Ndo podemos criar uma constelacdo quadrada com M = 8, mas vamos avaliar
aqui duas constelacdes diferentes, vistas na Figura 35.

a) b)
Po(t)
Po(t)
* B X
* * (A K *
34 -A A 3A -8
t
* * * @1(t)
* *
Figura 35. 8-QAM

Para a constelacdo (a),
1 Eg
Es = §(4><2A2 +4x1042%) = 64% = A% = -

1 5
Nneigh = §(4X2 + 4-)(3) = E

dmin = 2A
5 dz . 5 2A% 5 1E
P ~— _min | _ - — == 5
e~30 2N, 7¢ f Ny 29\ I3 N,
Figura 36. 8-QAM

Para a constelagdo (b),

1 3 2E
Ey =5 (4xB? + 4x2B%) = - B? = B? = m—



Nneigh =2

dmin = B
drznin B? 1E;
Fex=2Q\ 15N, 1729 J2m, )= %9\ 3w,

Ou seja, a constelacdo (b) tem uma probabilidade de erro levemente menor,
por causa apenas do numero de vizinhos, mas tem o argumento da funcdo Q
igual, o que representa pouca diferenca para razdes sinal-ruido (RSR) altas.

Ja a constelagdo (c), em que movemos apenas um ponto, reduzimos a energia
média enquanto mantemos a distancia minima, e, neste caso,

1 5 AE
I 2 2y = Rp2 2 — s
Ey = 5 (4xB? + 3x2B%) = 7 B? = B -
_ 1 5
Nneign =5 (5X2 +2x3 +1x4) = 3
5 d2 5 BZ 5 ZES

P~ min | _ = — 1== 7S
e~ 30 2N, 7¢ 2N, 7¢ 5N,

Temos um desempenho melhor, ja que o argumento da funcdo Q() é maior, e

, E 51 . .
para uma mesma taxa de erro de simbolo, ﬁ =55 0,833, ou seja precisamos

s,a
de 83% da poténcia aproximadamente com a constelacdo (c). Porém, neste
caso ndo podemos utilizar uma codificacdo de Gray, ja que o ponto central
tem 4 vizinhos, em uma constelacdo de 3 bits.

M-PSK (Phase Shift Keying)

Vimos em (93) que podemos representar os sinais por nimeros complexos em um espaco de
sinais bidimensional. Se variarmos apenas a fase temos um sinal M-PSK. O BPSK é um caso
particular, com M = 2. Para M = 4 temos o QPSK (quaternary PSK). Os sinais podem entao ser
escritos como

Sy = |\/fs|ej(2nm/M+eo)’ 0O<m<M (108)

Exemplos de constela¢cdes PSK podem ser vistas na Figura 37, com codificacdo de Gray também.



QPSK (8, = 0) apsk (6, = %) 8-PSK (6, = 0)

4
Jo1 ot Jou
/”— ~\\\ 01//’ \\\ 0 0” 5\\\
/ N P % 00 )ji» %.001
I/ \\ Il \\ I/ \\
11 \ 00 , ‘, 110 1000
—* > — % >
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‘Tlo B i RN
Figura 37. PSK

Vamos avaliar agora a probabilidade de erro. Podemos ver que para o QPSK com 6, = %temos

na verdade dois BPSKs, um em fase e um em quadratura. Desta forma

ﬂ Es Pe,QPSK (109)

P = —
bopsk = Q N, N, 5

Para constelacGes de maior ordem, vamos calcular a probabilidade de erro, com base na Figura
38.

/
;
A
,
;

Figura 38. Probabilidade de erro em PSK
Podemos ver a regido de decisdo R para o simbolo sy, que consiste na regido com angulos 8 €
mT . . N e~
[_M’ﬁ]' Levando-se em conta que todos os sinais tém uma regido semelhante, e que os
S A . N . .
componentes de ruido sdo independentes e com variancia 70, a probabilidade de acerto é dada

por



PO =PCls = || puyole)dmdyg

YIIYQERO
2
x,tan _y_é (vi—Es)
f f e Nody, e No  dy,
T[NO x,tan

2E

\/—f [1—2Q xtan(;[))]exp i N_Os

/2 |dx

(110)

A férmula exata acima ndo tem uma expressdo fechada e precisa ser calculada numericamente.
Podemos também calcular a probabilidade de erro usando a aproximacdao em (106). Podemos ver

pelo triangulo inscrito no circulo que

T dpin
sin— = = d?. = FE.sin?—
M 2\/E_S min S M
e, observando que todos os sinais tém 2 vizinhos (exceto no BPSK),

P, ~ 20 2Eg b
= ——sin—
€ Ny M

Figura 39. Desempenho de PSK e QAM

(111)

(112)

Na Figura 40 podemos ver o desempenho de esquemas PSK e QAM de diferentes ordens de
modulagdo. As constelagbes QAM sdo quadradas ou retangulares na figura. Podemos ver que,
similarmente ao PAM, quanto maior a ordem de modulacdo M, maior a energia necessdria para
uma mesma BER. Vemos ainda que com exce¢do de M=8, o QAM necessita de uma energia menor
gue o PSK equivalente, e por isso raramente utilizamos PSK com ordem de modulacdo maior que
8. Além disso, vemos que constelagdes QAM retangulares, como 32-QAM, tém um desempenho
semelhante a constelagGes quadradas de ordem de modulagdo mais alta, como o 64-QAM, e por

este motivo sdo raramente utilizadas.

taxa de erro de bit

——4PsK
——B-P3K
——16:-PSK
———32PBK
———B4-PSK
40AM
———g-QAM

———16-QAM ||

— T 32-0AM
— — —B4-0AM

E,/M, (4E)

Figura 40. Desempenho de M-PSK e M-QAM

No Exemplo 16 utilizamos as expressdes de calculo de probabilidade de erro para PSK e QAM.
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Exemplo 16 Desempenho de PSK e QAM

Um sistema de transmissdao ocupa uma banda de 300kHz e utiliza pulsos de
Nyquist com roll-off p = 0,5. Sabendo que no receptor temos ruido branco com

%: —90 dBm/Hz, e que desejamos uma BER < 107°, encontre a taxa de bits

R, alcancgada, a eficiéncia espectral 77, e a poténcia Pgy necessaria no
receptor, para os seguintes esquemas de modulacdo: a) BPSK, b) QPSK, c) 8-
PSK, e d) 16-QAM

Solucgao:
Para todos os casos, temos que

Br
R = = 200 kbauds
1+p

Ny = 2x10712 W/Hz
a) BPSK(M=2)
R, =log, M R, = 200 kbps

_ R, 200x10°
" By 300x103

2E, E,
P, =0 — =10‘6=>—:11,30
v / No No

Pry = ELR, = &N R, = 11,3x(2x10712)x200%x103 = 4,5x107°W
RX b b N 0 b ) )
0

n = 0,67 bps/Hz

= —53,4dBm
b) QPSK(M=4)

R, = 2R, = 400kbps

_400x10°
T= 300x105 33 bps/Hz
2E, E,
p, = Z°h ) 21076 = -2 = 11,30
p = Q N, N,

Pry = &N R, = 11,3x(2x10712)x400%10% = 9x107°W = 50,4dBm
RX NO (VRV} ) ’

c) 8-PSK(M=8)
R, = 3R, = 600kbps

600x103

= 300x103 _ 2 Pps/Hz

n



1 ZES . T 6 ES
P, ==20Q —=sin= | =10"°=>—=745
3 N, 8 N,

E
Pry = — NoRs = 74,5x(2x10712)x200x103 = 2,98x10~5W = —45,3dBm
No

d) 16-QAM(M=16)
Ry, = 4R, = 800kbps

_ 800x10°
~ 300x103

P 13 1 E 10-° Es 110,2
f— e = > — =
b =730 5N, N, '

Py = N—SNORS = 74,5%(2x10712)x200%x103 = 4,4x1075W = —43,5dBm
0

n = 2,67 bps/Hz

Como vemos, a medida que aumentamos a ordem de modulacdo,
aumentamos também a taxa (e a eficiéncia espectral), mas precisamos de

uma poténcia cada vez maior.

d. FSK, PPM, e modulacdo ortogonal

Nos esquemas PAM, QAM e PSK variamos as amplitudes e as fases de uma portadora. Assim
como em modulagdo analdgica, podemos também variar a frequéncia, no que chamamos de FSK

(frequency shift keying).

Vamos iniciar com um sistema binario (BFSK), com o seguinte mapeamento

b=0—>q(t)=A\/TEcos(Zn(ﬁ—%)t), 0<t<Ts
b=1—>p(t)=A\/TEcos<2n(fC+g>t), 0<t<T;

ou seja, duas portadoras com frequéncia espacadas Af, com amplitude constante.

Podemos ver o exemplo de um sinal FSK na Figura 41.

(113)



ST
Uy

° t(Ty)

Figura 41. Sinal FSK

Ambos os pulsos tém a mesma energia E, = E; = E), = A%, e vamos agora calcular sua
probabilidade de erro, baseado em (24). Para isso, vamos calcular

[oe]

Epq = f p(Oq(ode

= LTS 222 cos (Zn (fc - g) t) cos (27r (fc + %) t) dt

A2 (Ts Ty (114)
=— U cos(4nf.t) dt + f cos(2mAft) dt]
Ts 1Jo 0
A2 s A2sin(2nAfT,)
= — in(2mAft = —————"" = A?sinc(2nAfT.
TSZnAfsm(nf)O . Zmhf sinc(2nAfTy)
A probabilidade de erro é dada por
, | |Ep+Eq—2Ey\ [ [2E, — 2E,sinc(2rAfTy)
bBrsK = Q 2N, =0 2N,
(115)

_ Eb(l — sinc(ZnAfTS))
=Q N,

Se quisermos minimizar a BER devemos maximizar o argumento da fung¢do Q(:), ou seja,
minimizarmos sinc(2wAfT;). Sabemos que o valor minimo de um sinc é dado por
min sinc(x) = —0,217, com x,,;, = 1,43m. O minimo ocorrerd, portanto, com

21A frsk—optTs = 1LA3T = Afpsi_ope = 0,715

E, (116)
Py rsk—opt = Q| |12 17N—
0

Usualmente escolhemos, porém, um valor tal que as frequéncias sejam ortogonais, ou seja,

Epq = 0, 0 que é conseguido com



T.
2TtAfrsk—ortTs = T = Dfpsk—ore = =

(117)
Ep
Py rsk-ort = Q N,
A largura de banda do B-FSK pode ser aproximada pela regra de Carson para sinais FM, ja que é
também uma modulagdo de frequéncia. Lembrando que a frequéncia instantanea sera f;(t) =
A =
fot 7f, temos entdo
N N (118)
Brsk =~ 2(max|f;(t) — f.| + B) = Af + 2R;
em que B = R pois consideramos pulso retangular, cujo Iébulo principal tem largura de banda
R;. Na Figura 42 vemos o exemplo de um espectro de um sinal FSK bindrio.
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Figura 42. Espectro de sinal B-FSK (f, = 10Hz, Af = R, = 1Hz, Bpsx =~ 3Hz)
Veremos agora o0 que ocorre em esquemas ortogonais ndo-binarios. Neste caso cada sinal pode
ser representado em uma dimensdo ortogonal diferente, ou seja, 5, (t) = Ap@n(t), 1 <m <
M.
Exemplos de esquemas ortogonais, com 1 < m < M, sdo:
e M-FSK, com frequéncias espagadas Af = %
2 M + 1\ Ry (119)
t) = |=cos 277.'( +(m— )—)t)
e M-PPM, em que os M sinais sdo representados por pulsos em posicdes diferentes, por
exemplo, considerando pulsos retangulares,
Ts (2m—1
Pm(t) = |=rect

Ts Ts

e (Cddigos de Walsh-Hadamard, que sdo construidos a partir de matrizes de Hadamard de
ordem M. Uma matriz de Hadamard é construida iterativamente, da seguinte forma



H; = [1]
H, = h Hl]:[i 1]

H, -H; -1 (121)
H. = Hyk-i Hjes
2k = [sz-1 —sz—1]
Por exemplo,
1 1 1 1
/1 -1 1 -1 (122)
He=1y 1 4
1 -1 -1 1

Cada sinal pode ser construido a partir de uma das linhas da matriz de Hadamard, que
indica a amplitude de pulsos de largura T,/ M

Na Figura 43 vemos exemplos de esquemas ortogonais baseados em PPM ou em cédigos de
Walsh-Hadamard.

PPM

s1(0) s2(t) s3(t) S4(t)
«I:I—‘—r J—I:I—‘—b J—L ‘ |_| >
0 T 0 T 0 T 0 T

Walsh-Hadamard

s1(1) s, (t) s3(8) — S4(t)
» 0 T » r | »
> .4 > L |l >
0 T, 0 Ts 0 T,
Figura 43. Exemplos de simbolos ortogonais (M=4)

Como ja sabemos, a andlise de desempenho independe das

Considerando que todos os sinais tém a mesma energia E,,, = A%, = E, os vetores dos sinais no
espago de sinais definido por {¢,,,} sdo dados por

s; = (VEs 0,0,--,0)
s, = (0,4/Es,0,-++,0) (123)

Sy = (000\/?5)



Figura 44. Constelagdo de sinal ortogonal

Pela simetria do sistema, podemos calcular a probabilidade de erro neste caso como P, =
P(elm = 1), ou seja, serd igual a probabilidade de erro de um simbolo especifico. Por exemplo,
se enviarmos s;, iremos receber o vetor ruidoso

y= (‘\/'ETS +1ng,n,, nM)- (124

Como vimos em (75), o receptor 6timo é aquele que encontra o indice m que maximiza (y, ;,) —
Tm' Como E,, é igual para todos, queremos o indice que maximiza a medida p,, = (y,S;,). No

caso de transmissdo ortogonal, temos que

=y, s1) = \/E_s(\/E_S + nl)
t2 =(y,82) = \/anz (125)

by = (Y, Sm) = \/?snM

A probabilidade de acerto é a probabilidade de que a métrica y, seja a maior de todas, ou seja

P(C) = P(Cls1) = Pripy > pp, 1y > pg, -+, 1y > Uylsq}

= Pr{\/E; + n; > ny,\/Eg +n; > ng, -, /Es + n; > ns; }
= f Pr{nz < \/E_S+n,n3 < \/Fs+n,-~-,n3 < \/Fs+n|sl}pn1(n)dn

- foo [Pr{n, < JEs + n|sl}]M_1pn1(n)dn
M-1
f [ 1-0 n+\/—\} e_Z_Odn

\ B )] o

Para esta expressdo nao eX|ste formula fechada, sendo necessario o uso de calculo numérico.
Podemos, porém, usar o limitante da unido para obter uma aproximacao, que, embora n3o seja
muito exato, permite-nos uma compreensdo do comportamento de esquemas ortogonais.

(126)

Podemos ver que todos os simbolos tém uma mesma distancia entre eles, d = /2E;, e sdo
vizinhos. Pelo limitante da unido em (106), temos que a probabilidade de erro de simbolo pode
ser limitada por



E log, M E
P=1-PC)<M-1Q| |[=2]|=m-1o| [m22"2 (127)
No Ny
Quanto a probabilidade de erro de bits, ja que todos os simbolos sdo vizinhos, ndo é possivel a
realizacdo de codificacdo de Gray. Considerando que o erro pode ocorrer para qualquer outro
simbolo com igual probabilidade, neste caso
P
P, ~ ?e (128)
E interessante observarmos que, diferentemente de esquemas QAM e PSK, cuja probabilidade

de erro aumenta com o aumento da ordem de modulacdo M, para esquemas ortogonais a
probabilidade de erro diminui com o aumento do M. Na Figura 45 podemos ver este
comportamento para M = 2,4 ou 8. Podemos ver ainda que a aproximag¢ao acima se aproxima
do resultado de simulagdo para Ep, /N, altos, embora seja bem pessimista para Ep, /N, baixos.

10° . T T . .
—  2-FSK
S * « 4-FSK (sim)
101! = - - 4-FSK (approx) ||
® ® §-FSK (sim)
8-FSK (approx)

102 N =
o
w
7]
1073} =
LN N
104+ ‘\ ‘\ J
\ \
\ 5\
\ b
A Ay
10-5 | I I ’ N \'l
0 2 4 6 8 10 12
Eb/NO (dB)
Figura 45. Desempenho do FSK

O custo desta melhora de desempenho é um aumento na largura de banda. Considerando-se por
exemplo um M-FSK, podemos ver que a frequéncia instantanea f;(t) varia no intervalo f, —

%% <fik)<f. + %%, e, pela regra de Carson, considerando-se pulsos retangulares,
M—-1R R M + 3 R, (129)
By- zz(——s+R)=M+3 == —
M—FSK 2 2 s ( ) 2 " log, M 2

ou seja, a banda aumenta com aumento da ordem de modulagao. Algo equivalente ocorre com
o PPM, ja que, quanto maior o valor de M, mais estreito serd o pulso, e, consequentemente, mais
largo serd o espectro.



Vamos ver em um exemplo quais as vantagens e desvantagens de utilizarmos esquemas
ortogonais de ordem mais alta.

Exemplo 17 Desempenho de M-FSK

Um sistema digital transmite dados a uma taxa de 100 kbps e uma BER P, <
107%. Encontre a largura de banda e a poténcia necessaria se utilizarmos os
esquemas de modulagdo QPSK, BPSK, 2-FSK, 4-FSK, 8-FSK (ortogonais).
Considere pulsos de Nyquist com roll-off p = 0,5 para sistemas PSK.

QPSK:
ool 2B\ _ gt o Bo _ By ;
,=Q| |2 |=107* 22 =692 = P, gpsk = Ry — Ny = 6,92x10°N,
Ny Ny ' Ny
R, 10°
Brgpsk = Rs(1 +p) = 7(1 +p) = 7(1,5) = 75 kHz
BPSK:
Pryopsk = Prx,ppsk = 6,92x10°N,
Bropsk = Rs(1 4+ p) = Rp(1+ p) = 10°(1,5) = 150 kHz
B-FSK
Ep _a2_ Ep Ep <
P,=0Q| [2])|=10"*=>-2=1383> P, rox = Ry 2N, = 13,83x10°N,
Ny Ny ' Ny
5 5
BT,Z—FSK = ERS = ERb = 250 kHz
4-FSK
3 2E, . B ;
Pb zEQ N_ :10 zN_:7’3$PTX,4—FSK =7,3X10 NO
0 0
B "R =28 _ 175k
T2-FSK = 5 0s =557 = zZ
8-FSK
7 3 E, . Ep ;
Py ~=>Q N | 107 = N, 54 = Pryg-rsk = 54X10°Ny
11 11R,
Brg-rsk = 7Rs =53 " 183 kHz

Pelos motivos expostos anteriormente, em sistemas em que a banda é limitada e desejamos taxas
mais altas, ou seja, queremos eficiéncia espectral, escolhemos usualmente esquemas de
modulacdo PSK/QAM. Ja em sistemas em que a banda ndo é problema, ou seja, em que a taxa de



transmissdo é baixa em relagdo a banda, mas desejamos gastos menores de poténcia, devemos
escolher esquemas ortogonais, como FSK ou PPM.

e. MSK
f. Detecg¢ao ndo coerente



6. Exercicios

Exercicio 1. ([1] Ex. 10.1-1)
Em um sistema de transmissao binaria em banda base, bits sdo transmitidos seguindo a seguinte
regra:

bit 0: s(t) = Ap(t)

bit 1: s(t) = —Ap(t)

comp(t)zl—@,OStSTs.

N

Supondo que os bits 0 e 1 sdo equiprovaveis, é que o ruido é gaussiano aditivo branco (AWGN),
a) Encontre o filtro de recepgdo étimo h(t) e esboce sua resposta ao impulso.

b) Determine a probabilidade de erro como fungdo de %
0

c) Refaga os itens anteriores para o caso em que p(t) =1 — Ti 0<t<T;
N

Exercicio 2. ([1], Ex. 10.1-4)

Uma alternativa ao filtro 6timo é o filtro subétimo, para o qual supomos um certo modelo de
filtro e ajustamos seus parametros para maximizar a razao sinal-ruido na saida do filtro. Estes
filtros tém desempenho inferior ao filtro casado, mas podem ser mais simples de implementar.

Para um pulso p(t) = Arect(t/Ts)na entrada, determine o valor maximo da RSR na saida, se em

vez de um filtro casado, um filtro RC com resposta na frequéncia H(f) = Tlnﬂec' Considere

] : . -~ N,
ruido gaussiano com densidade espectral de poténcia S, (f) = 7"

Qual o valor 6timo da constante RC?

Exercicio 3. ([1], Ex. 10.2-1)
Em um sistema PPM (Pulse Position Modulation) binario, um pulso po(t) é transmitido com
atrasos diferentes dependendo se o bit é igual a0 ou 1.

Em outras palavrasp,(t) = u(t) —u (t - %) e a transmissdo é feita como:
bit 0: s(t) = po(t)

bit 1: s(t) = po(t — T5/2).

O ruido é branco gaussiano aditivo com PSD S,,(f) = %
a) Determine a arquitetura de receptor 6tima para este sistema. Esboce a resposta ao impulso
do filtro.

b) Se P{0} = 0,4, ache o limiar de detec¢do 6timo e a probabilidade de erro.

c) Suponha que o sistema tenha sido projetado para bits equiprovaveis. Qual a probabilidade de
erro, se a probabilidade dos bits na transmissao for efetivamente P{0}=0,4.

Exercicio 4. ([1], Ex.10.2-2)

Uma transmissdo binaria com modulagdo de chirps é feita do seguinte modo:
bit 0: s(t) = Acos(ayt? + 6,)

bit 1: s(t) = Acos(a t? + 8,)

a) Projete o receptor 6timo, considerando um canal AWGN e bits equiprovaveis.
b) Qual a sua probabilidade de erro?



Exercicio 5. Exercicio 5 ([1], Ex.10.2-3)
Em esquemas de transmissao coerentes, um sinal piloto é usualmente adicionado para permitir
a sincronizagao pelo receptor. Como ele ndo carrega informacdo util, ele causa degradac¢do na
BER para uma mesma poténcia de transmissao.
Considere um sinal BPSK tal que
e bit0:s(t) = p(t) = AV1 — m? cos(2nf,t) + Am sin(2nf,t)
e bitl:s(t) = q(t) = —AV1 — m? cos(2nf.t) + Am sin(2nf.t),
em que Am sin(2rf_t)é o sinal piloto.
Qual a probabilidade de erro deste sistema? Compare com um sistema sem o sinal piloto.

Exercicio 6. ([1], Ex.10.2-6)

Em um sistema de transmissdao quaterndrio, mensagens sdo escolhidas dentre uma das quatro
possibilidades, m; = 00,m, = 01, m3 = 10 e my = 11, que sdo transmitidas pelos sinais s; =
—p(t),s; = p(t) , s3 = —3p(t)e s, = 3p(t), em que p(t) tem energia E,,. Um filtro casado a
p(t) é usado no receptor.

a) Se r é a saida do filtro casado no instante T, esboce a densidade de probabilidade p,.(r | m;)
para todas as quatro mensagens possiveis.

b) Determine os limiares 6timos de decisdo para as quatro mensagens e a probabilidade de erro
de bit em fungdo da razdo E;/N,.

Exercicio 7. ([1], Ex.10.2-8)
Em um sistema de transmissdo bindria é utilizado um pulso de cosseno levantado, que satisfaz o
critério de Nyquist, com fator de roll-off p = 0,2. O canal é passa-faixa ideal, com largura de
banda de fo = 5kHZ.
a) se o canal € AWGN, encontre o filtro de recepgdo étimo, e esboce sua resposta espectral.

Ng

, : . 1
b) se o canal apresenta ruido Gaussiano colorido, com espectro S, (f) = EREYTTTALL encontre o
0

filtro de recepgdo 6timo e esboce sua resposta espectral.

Exercicio 8. ([1], Ex.10.3-1)
Em um sistema FSK binario sdo transmitidos os seguintes sinais,

bit 0: s(t) = v2sin (nT—ts) cos (27r (fc — %) t) ,0<t < Ty

bit 1: s(t) = v2sin (nT—ts) cos (27r (fc + %) t) ,0<t < Ts.

O canal é AWGN.

a) Ache o receptor coerente e o limiar de decisdo 6timos.

b) Ache a probabilidade de erro.

c) E possivel encontrar o fator Af que minimiza a probabilidade de erro?

Exercicio 9. ([1], Ex.10.4-2)
Um espaco de sinais tridimensional é definido pelos sinais base ¢, (t) = p(t), ¢, (t) = p(t — Ty)

e 95() = p(t — To),com p() = [Esen (3) [u(®) — u(e = To))

Esboce as formas de onda para os sinais representados neste espaco vetorial pelos vetores:

(1;1;1), (-2;0;1); (1/3;2;-1/2) e (-1/2;-1,2). Ache a energia destes sinais.



Exercicio 10. ([1], Ex.10.4-3, 10.4-4)
a) Repita o exercicio anterior para

¢1(t)=JLT_0, b, (t) = \/Tzocos(%t), bs(t) = \/Tzocos (ZT—’O’t)

b) Suponha agora um sinalx(t) = 1 + 2sen3 (Z—t) Ache a melhor aproximacdo deste sinal como
0

uma combinagao linear dos sinais base acima. Qual a energia do erro de aproximagdo?

. . [2 .
c) Considerando agora um quarto sinal base ¢, (t) = 7-sen (T£ t), qual a energia de erro de
0 0

aproximacao?

Exercicio 11. ([1], Ex.10.4-5)

Considere 0 mesmo p(t) do Exercicio 9, e ¢, (t) = p(t — (k — 1)Ty), k = 1,2,3,4,5.

a) Esboce os sinais representados por (-1,2,3,1,4); (2,1,-4,-4,2), (3,-2,3,4,1) e (-2,4,2,2,0) neste
espaco vetorial.

b) Ache a energia destes sinais.

c) lembrando que {a, b) =l a Il Il b || cos(8), encontre o &ngulo entre todos os pares de sinais.

Exercicio 12. ([1], Ex.10.6-2)

Considere um canal com ruido branco aditivo ndao-Gaussiano, de modo que na proje¢do no
espaco de sinais tenhamos o vetor q = s; + n quando for transmitida a mensagem m;. O ruido
tem densidade de probabilidade conjunta

1ror -5

a) ache o detector MAP

b) derive a estrutura de receptor 6tima

c) para um espaco bidimensional (N=2) compare as regiées de decisdo entre ruido Gaussiano e
ndo Gaussiano.

Exercicio 13. ([1], Ex.10.6-3 e -4)

Um fonte bindria transmite a uma taxa de 400kbps. Determine a poténcia minima necessdria e a
minima largura de banda se S, (f) = 10"8W/Hze P, < 107°,

a) para M-PAM, com M=2, 16 e 32.

b) para M-PSK



Exercicio 14. ([1], Ex.10.6-6)
Dado o sinal 8-QAM mostrado na figura abaixo

1,

‘I—.'.-._ LN LT

Determine as regides de decisdo e a probabilidade de erro de simbolo em um canal AWGN em
funcdo da razdo Eu/No.

Exercicio 15. ([1], Ex.10.6-9)
Compare as probabilidades de erro de 16-PAM, 16-PSK e 16-QAM em func¢do de E,/No. Qual o

Ew/No requerido nos trés casos para uma Pe = 107°?

Exercicio 16. ([1], Ex.10.6-11)

Um sistema de transmissdo ternario tem trés sinais possiveis para transmissao:
mg: 0; my:2p(t); my: —2p(t)

a) se P(mo) = P(m1) = P(m,) determine as regides de decisdo 6timas em canal AWGN

b) encontre a probabilidade de erro de simbolo em func¢do de Es/No.

Exercicio 17. ([1], Ex.10.6-11)
Uma constelacdo com 16 pontos é dada pela figura abaixo.

a)Escreva a expressao exata para a probabilidade de erro deste sistema (ndo precisa resolver as
integrais)
b) Qual a probabilidade de erro aproximada para RSR alto?



Exercicio 18. ([1], Ex.10.6-13)
Uma constelacdo com 5 pontos em um espaco bidimensional é dada pela figura abaixo.

%

d
?

|

a) supondo ¢, (t) = /2/Tycos(2rf.t) e Pp,(t) = +/2/Tysen(2mnf,t), esboce as formas de onda
dos cinco sinais.

b)esboce as regides de decisdo dos 5 sinais, supondo canal AWGN.

c) determine a probabilidade de erro.

Exercicio 19. ([1], Ex.10.6-14)
Dado um esquema 16-QAM descrito pela constelacdo da figura abaixo

determine sua probabilidade de erro e a compare com a de um esquema 16-QAM quadrado
tradicional.

Exercicio 20. ([1], Ex.10.7-1)
Os vértices de hipercubo N-dimensional formam um conjunto de 2"sinais

d N
sk(t) = ;Elakj(bj(f):

em queay; = +1. Note que todos os pontos estdo a uma distancia @ da origem.

a) Esboce as constelacGes paraN=1,2¢e 3

b) Para cada um dos valores do item (a), esboce um possivel conjunto de formas de onda.

c) Ache o receptor 6timo e determine a probabilidade de erro, supondo simbolos equiprovaveis
e um canal AWGN.



Exercicio 21. ([1], Ex.11.7-2)

Dado um conjunto ortogonal de sinais

se(t) = VEpr(t),k =1,2,3,...,N,

um conjunto de sinais biortogonal pode ser formado, aumentando-se o conjunto com o negativo
de cada sinal, ou seja, adicionando-se o sinais

s_k(t) = —VE¢y (1)

Qual a probabilidade de erro deste esquema? Qual a relacdo entre sua largura de banda e a
largura de banda de um esquema de transmissao ortogonal?

Exercicio 22. Exercicio 11 ([1], Ex.11.11-1)

Compare graficamente as probabilidades de erro dos esquemas binarios ASK, FSK e DPSK com
deteccdo ndo coerente. Qual o E,/Nonecessario nos trés esquemas para probabilidade de erro de
102,10% e 10°?



7. Resolucdo dos Exercicios
Exercicio 1
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Apéndices

a. Filtro de recepcdo dtimo para transmissdo polar
Queremos um filtro H(f) que maximize a razdo sinal-ruido do sinal amostrado na saida do filtro

2 _ A3 (130)
Y ew
com A, = p,(At).
O pulso na saida do filtro é dado por
_ _ 131
po(t) = F R, ()} = FHP(HH()}. 1y
Portanto, no instante de amostragem At,
Po(A) = [, P(PH (el At df. 1

Vamos agora achar a variancia do ruido 62 = E{(n,(t) — 0, )’} = E {(no(t))z} = P,,- Sabemos
ainda que é poténcia do ruido é dada por

o)

F, :f Sw(DIHI2df (133)

em que S, (f) é a densidade espectral de poténcia do ruido no receptor, na entrada do filtro.

Fazendo agora

X(f) = HEWSu()
P(f)el?mrat (134)

Y(f)=—F——
VSw(f)
queremos maximizar
L2 W POHEPIN S| X(OY(Daf| (135)
I Sw(OIH12df J1x(H1zdf

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz’, temos que

2 XL Y(lar

(136)
JIX(H)12df
e o valor maximo é atingido na igualdade, com X(f) = kY*(f). Temos entdo que
kp(_f)e—jZTEfAt
H(FSu(F) = 17
VSw(f)
e, consequentemente,

kP(—f)e=J2mfAt (138)

H(f) = S0P

7 A desigualdade de Cauchy-Schwarz diz que |f f(x)g(x)dx|2 < [1f(x)|?dx [ |g(x)|?dx com igualdade
apenas se g(x) = kf*(x), em que k é uma constante qualquer.






