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Material de Apoio 2

Introduc¢do a Amostragem e a Estimacao Espectral Utilizando a
Transformada Discreta de Fourier

1. Sinais Discretos no Tempo

Sinais discretos no tempo podem ser gerados a partir da amostragem de sinais continuos no
tempo, ou diretamente por algum processo discreto no tempo. Eles sdo representados por uma
sequéncia de numeros, formalmente escrito como:

Xx={X[n]},—co<n<ow,neZ (1)

O sinal discreto no tempo pode surgir da amostragem periddica de um sinal analégico continuo
no tempo. Neste caso, o valor numérico da n-ésima amostra da sequéncia € igual ao valor do sinal

analdgico, X, (t), no instante nTs; isto é:

X[n]=x.(nT,),—o<n<oo (2)

. . . , 1
T, é o periodo de amostragem, ou intervalo de amostragem, e o seu reciproco, f, = T_ € chamado de

S

taxa de amostragem.

A Figura 1(a) mostra um sinal de voz de 32ms, e a Figura 1(b) mostra uma sequéncia de 256
amostras desse sinal, 0 que nos leva a um intervalo de amostragem de 125 u s.
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Figura 1 - (a) Segmento de um sinal de voz continuo no tempo. (b) Sequéncia de amostras obtidas do sinal da parte (a).

2. O Teorema da Amostragem

Uma pergunta que naturalmente pode surgir é: a que taxa um sinal deve ser amostrado de forma
que ele possa ser posteriormente reconstruido a partir de suas amostras? Esta é a pergunta fundamental
da converséo analégico-digital e é respondida pelo teorema da amostragem (Nyquist, 1928; Shannon,
1949), enunciado como:

Seja x.(t) um sinal limitado em banda de B Hz. Este sinal pode ser reconstruido a partir de

suas amostras X[n]=x.(nT,),n=0,£1,£2,..., se:

nel
2B

1
B em geral é conhecido como frequéncia de Nyquist, e T = 2B é conhecida como taxa de Nyquist.

S

Caso f, < 2B, ocorrerd um fendmeno denominado aliasing, no qual as componentes de alta

frequéncia que foram desprezadas introduzirdo distor¢des nas frequéncias mais baixas, de forma que a
correta reconstrugdo do sinal ou a estimacdo de seu espectro a partir de suas amostras néo sera
possivel.

Maiores detalhes quanto a demonstragao desse teorema podem ser encontradas em [1] e [2].

3. Representagdo de Sinais Analégicos
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De modo rigoroso, ndo é possivel a andlise de sinais analégicos utilizando o MATLAB.
Entretanto, se amostrarmos o sinal x.(t) sobre um conjunto de valores suficientemente pequenos de
incrementos temporais (grid temporal), entdo é possivel obter uma representagao satisfatoria, em termos
de resolugéo temporal, para o sinal analégico.

Seja At o valor de incremento do grid temporal, de tal forma que At << T, o intervalo de

amostragem. Entdo a aproximag&o:
Xg (M) = x,(MAt) (4)

pode ser utilizada para simular um sinal analégico. E importante lembrar que o intervalo de amostragem
T, néo deve ser confundido com o intervalo do grid temporal, At este Ultimo usado estritamente para a
representacao de um sinal analdgico.

Para ilustrar os conceitos, considere o sinal X, t) = e_looqt‘. Sua transformada de Fourier &,
0.002
aplicando a definigdo, X (@) = ————
o )
1+ —
(1000 j

Como X, (@)=0 para w>4000x rad/s (2000 Hz), podemos considera-lo limitado em
banda com B = 2000Hz. Para aproxima-lo como um sinal analdgico, escolhemos

At=5-10"° << =25-107 s.

2(2000)

A Figura 1 mostra o codigo em MATLAB que implementa a aproximagdo de (4) para o sinal
considerado.

Aproximagdo de um sinal analégico

% Aproximacéo do sinal analdgico
dt = 5e-5;

t = —Se-3:dt:Se-3;

¥z = exp(-1000%abs(t)):

% Grafico

plotit,=c)

xlabel (' Tempo tis)'):

Flshel('x_ o (t)');

title('Aproximagio de uw sinal analogico'):

Tempo t (s) <10

Figura 1 - Representagéo do Sinal Analdgico.
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4. Reconstrugao de Sinais Amostrados

Do teorema da amostragem, segue que se um sinal analdgico limitado em banda é amostrado a
uma taxa igual ou superior a Taxa de Nyquist, ele pode ser reconstruido a partir de suas amostras.

Uma forma de reconstruir o sinal € por meio de uma anélise no dominio da frequéncia. Se
aplicarmos o sinal amostrado a um filtro passa-baixas ideal de frequéncia de corte de f./2 (ondef;éa

taxa de amostragem), obteremos novamente o sinal X_ (t) .

No dominio do tempo, essa operacao pode ser vista como uma convolugéo entre as amostras do

sinal e a fung¢do Sinc (a demonstragao mais detalhada pode ser encontrada em [2]):

o0

X,(t) = > x[n]-Sinc [f, (t—nT,)] (5)
em que:
Sinc (b) = sen(zb) (6)

Podemos interpretar a equagéo (5) como uma férmula de interpolagdo para a reconstrugao do
sinal original a partir da sequéncia de valores das amostras, e a fungdo Sinc(fs t) exerce o papel de
funcéo de interpolagdo. Cada amostra é multiplicada por uma versdo atrasada da fungédo de interpolagéo,

e todas as formas de onda resultantes s&o somadas para obter X (t).

Para X[n] definido entre n, <n<n, e utilizando a aproximacdo obtida por (4), podemos
estdo reescrever a equagéo (5) como:

Xs (MAL) = i x[n]-Sinc [ f,(mAt —nT,)] (7)

n=n,

Dessa forma, € possivel obter o sinal com uma nova resolugao temporal, dada por At qye seja mais
adequada para analisar seu comportamento temporal (se necessario).

5. A Transformada Discreta de Fourier

A Transformada de Fourier é utilizada para representar um sinal continuo no tempo como uma
superposicéo de sendides complexas, ou seja, a representagao de um sinal no dominio da frequéncia.

A transforma de Fourier de um sinal x.(t) continuo no tempo é definida como:
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X (@)= x (e “dt (8)

A transformada inversa de Fourier é dada por:

X.(t) = % [ X (@)e*do o)

Nas equagdes (8) e (9), @ é a variavel utilizada para frequéncia angular, medida em radianos
por segundos.

Ao tratar de sinais discretos no tempo, podemos representa-los utilizando a transformada de
Fourier de tempo discreto. A transformada de Fourier de tempo discreto de uma sequéncia x[n] de
tamanho infinito é definida como:

o0

X (€)=Y xnJe’" (10)

N=—o0

e a transformada inversa de Fourier de tempo discreto é:
1 ¢~ Jo' \n jon ’
x[n]=—j X (e )el"dw (11)
27 o

A transformada de Fourier de tempo discreto é definida para todos os valores da variavel de
frequéncia normalizada (isto é, no contexto de transformadas discretas, @' é a variavel utilizada para

representar a frequéncia normalizada, medida em radianos. Note que @ = @'f,). Uma das principais

diferengas entre a transformada de Fourier de um sinal continuo e de um sinal discreto é o fato de que a
transformada de Fourier de um sinal discreto € uma fungdo periédica da frequéncia. Isso é uma
consequéncia da funcdo exponencial complexa, periodica de periodo 27z. Sendo assim,

X (ej(w'+27r)) =X (eja)’) .

Podemos ainda mostrar que se x[n] € um sinal discreto no tempo obtido a partir da amostragem
de um sinal analégico, de tal forma que X[n]=x.(NT,),—o<n<o, a relagdo entre as

transformadas de Fourier dos sinais discreto e continuo no tempo é [1]:

o 1 "27k
X(elw)zT_z XC[_T_)——T—) (12)

s k=—o0

Ou seja, X (e J"“') é composta de copias de Xc(a)) repetidas a intervalos de 2z .

Considere agora uma sequéncia finita de comprimento N amostras. A transformada de Fourier
de tempo discreto para essa sequéncia é, utilizando a defini¢do fornecida, dada por:

N =

X(e')=> x[nle”’" (13)

LN

>
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X (') = x[0]+ x[1le ' + x[2]e > +...+ X[N —1]g (NP (14)

Da equacdo (13), podemos constatar que x[n] possui N amostras nao-nulas, contudo X (ej“’)

possui infinitas frequéncias em virtude da transformada de Fourier de tempo discreto mapear de forma
continua o dominio das frequéncias. Como ja é sabido, uma das principais vantagens dos sinais discretos
no tempo é que eles podem ser processados e representados por computadores digitais. Entretanto,
quando examinamos a definicdo da transformada de Fourier de tempo discreto, percebemos que tal
caracterizagdo depende de uma variavel continua. A transformada assim definida ndo serve para o
processamento discreto em computadores digitais. Podemos entdo pensar em uma forma mais eficiente
de representagdo, que utilize também componentes discretas no dominio da frequéncia, fazendo um
mapeamento de uma variavel discreta de tempo n que dependa de uma variavel discreta na frequéncia k.
Tal mapeamento é chamado de transformada discreta de Fourier (DFT — Discrete Fourier Transform)

Dada a periodicidade, podemos discretizar o intervalo [0;2 7 ) em N frequéncias distintas.
X (') = X[0]+ x[1]e " + x[2]e 1> +...+ X[N —1]e J»" D

X (e!™) = x[0]+ x[1]e * + x[2]e 1?* +...+ X[N —1]e 12N (15)

X (€' +) = X[0] + X[L]e "+ + x[2]e 127+ 4.+ X[N —LJe 1 (ND

Escolhendo convenientemente as amostras uniformemente espagadas no intervalo considerado,

temos @, = ZW” k,k =0,...,N —1, e podemos adotar a notagao:

27
XK= X ("), = x[e‘Nk] (16)

Explicitando cada um dos termos da equac&o (15), temos:

N-1 17
X[k]=) x[n]-e N (17)
n=0
De forma semelhante, é possivel mostrar que a transformada discreta de Fourier inversa € dada
por:

1 N Jzam
x[n]=WZX[k]-e N (18)
k=0

Como exemplo, considere um sinal g(t) cuja transformada de Fourier é dada por G (w). s(t) é
amostrado de 0 a T, com N amostras espagadas de Ty resultando em g[k] (para k = 1,2,...,N) e
6
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1
fo
associadas as amostras de G[r], em que f, é o passo entre as frequéncias e f; é a frequéncia de
amostragem e ao mesmo tempo o periodo do espectro discreto.

lﬁ‘\

G[r] (parar =1,2,..,N). To==¢ T, :% sd0 a chave pra encontrar as frequéncias discretas
N

allll :i'Il""”l'l"f

0] e—r, —

.

Resumindo a relagéo entre os parametros, temos:

glk] = Tsg (kTs) G[r] = G(rwy)

2 2
(Uo:T_:=27Tf0 wS:FZ:Zﬂfs
Nolo_ @ _fs

Ts wo fo

O papel da DFT como ferramenta computacional é muito ampliado pela disponibilidade de
algoritmos que sao eficientes para avalia-la de forma direta e inversa. Esses algoritmos s&o conhecidos
coletivamente como transformadas rapidas de Fourier (FFT — Fast Fourier Transform e IFFT - Inverse
Fast Fourier Transform). A FFT é usada para a transformada de Fourier discreta, enquanto que a IFFT é
usada para a transformada inversa de Fourier discreta.

No Matlab, use as fungdes G, = fft(gx) e gy = ifft(G,). Apenas um periodo de G, é
apresentado como resultado da fft(g;) com frequéncias variando entre 0 e f;.
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