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DENSIDADE ESPECTRAL DE
ENERGIA
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Teorema de
Parseval

Se g(t) € um sinal de energia, entdo

Eq = [ la®Fdt = [ |G()df

Demonstracao:

Ey = [ lo®Pdt = [ gt)gr(®)
- jig(t)[jie*(f)e—nnft df]dt
= IiG*(f)[Iig(t)e—Jant dt] df
— I_OOOOG*(f)G(f)df

= [T le(f)f df ¢.q.d.
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Densidade espectral de energia
(DEE) — Definicao

E, = j°° IG(f)[ df

. ) ¥,(f) = 1G(F)F|
= _OO‘I—’g(f)df

Unidade de '¥y(f): ¥ (f) € a energia por largura de banda
J/Hz unltarla dos componentes espectrais de
g(t) em torno da frequénciaf.

¥,(f) & denominada densidade espectral de energia de g(t). I
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Exemplo

: 1
= —at =
g(t) = e—au(t); a>0 < G(f) atjont
_ 2 _ 1

¥y (f) = [6(F) = a2+ (2mf)?

IG(f) w(f)

1/a 1/a2

0 f 0 f.

_ 00 _ 00 _ i
E, = I_wQZ(t)dt - _[_wy/(f)df = 5
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Funcao de transferéncia de energia de um
sistema LIT

¥, (f)=|G(f)[
9(t) Sistema LIT y(t) ’

ﬁ ﬁ

h(t) < H(f)

P (F)=[Y(F)P

Y(f) = H(F)G(f) = () =|H(H)I|G(f)

¥, (f
\Py(f)=\H(f)\2\Pg(f)‘ R T;’Ef;=\H(f)\2
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Interpretacao da DEE
Ey= [~ W, (f)df

00 —{ftyes H(F) YO

= [T IH(E) 2y (f)df

) I IH(f)
— . 0 e ----- 14--——--
Hep = b T sIfi<fer
0, caso contrario . .
I —f. 0 f.
Af -5 0
v ¥y (1)

E, = AFW,(f,) + AFW (- f,) A~ |- AT~ -
= 2AF W (f,) Y R,

\Pg( f.) representa a densidade espectral
da energia em g(t), avaliadaem f = f_.
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Energia contida em uma faixa de
frequéncia

1, fi<|fl<f,

0, caso contrario

Filtro

Se |H(f) ={

entao

E, = I:ff21|H(f)|2 v, (f)df + jff:|H(f)|2 ¥, (f)df
_ zjff:|H(f)|2\Pg(f)df

1:2
= zjfl W, (f)df

= energia de g(t) contida na faixa f;< f < f,.
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Largura de banda essencial

Largura de banda (ou de faixa)
essencial é a largura da faixa Faixa de freqléncia em gue estao

de frequéncia que contém 0s 0S componentes que contém K%
componentes espectrais > da energia total do sinal.

relevantes de um dado sinal.

A supresséo dos componentes que estao fora
da banda essencial tem efeito desprezivel (ou
toleravel) na qualidade do sinal.

Para g(t)=e-a e K =959%, temos que

P(f)
0,95 B /a2
095E, = =~ = j_By/(f)dt
U
B = 2,022a (Hz) B 0 B f
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Funcao de autocorrelacao e DEE

A fungao de autocorrelagao y,(7) de um sinal real de energia g(t) € definida
como

wy(r) = [~ g)g(t-r)dt = [~ gt)g(t+r)dt = y(z) =y, (-7)

@F[-]
v, (1) < Tg(f)=|G<f)|2|
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DEE de um sinal modulado

s(t) = g(t)cos (27 f,t) < S(f)=%[G(f—f0)+G(f+fo)]

W () =|S(f)° = 1\G(f fo)+G(f+f,)|
I
Se f,>2B, entao G(f-f,) e G(T+f;) nao se superpoem

V

w,(1) = Hj6(t-t)f + [6(f+ 1) ]

= L[, (f-fo)+ ¥ (F+1))]

Note que E;=E, /2, quando f,>2B,.
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DENSIDADE ESPECTRAL DE
POTENCIA
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Poténcia de um sinal

Se g(t) € um sinal real de poténcia, a sua poténcia média normalizada é
dada por

e 172 0
- im0

Definindo

g(t), [t[<T/2
gT(t)—rect( )g(t)—{o, t]>T/2

pode-se escrever que

B ] l © 5 T
Pg_Tlm;Tj /gT(t)dt IL)TOTI_ng(t)dt = lim

T—
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Densidade espectral de poténcia (DEP) —
definicao

Teorema de

Parseval

g1
Towo [

S I 2
Jim 2 [7 16 (F) P df

P

g

lim
—00 00 T 2
= s,(f) = lim!CriDl

T o0 T

J'OO . |GT(f)|2 df

— fwsg(f)df

Sy(f) € a poténcia meédia normalizada por largura de banda unitaria dos
componentes espectrais de g(t) em torno da frequénciaf e é
denominada densidade espectral de poténcia de g(t).

S,(f) tem unidade de watt/hertz (W/Hz) — ou, equivalentemente,
\f'?/Hz ou A?/Hz, quando for apropriado.
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Propriedades da DEP

S,(f) = IimlGT(f)|2 =) Syg(f) =0 para Vf

T T

Se g(t) € um sinal real (ndo complexo), entao

Gr ()P = [Gr(F)P =)  Sg(=T) = S¢(T)

Sy(f) € uma fungao par de f.
Sq(T)

/-\/\ Pg=jj°wsg(f)df

00 0,
0 f = 2[ " Sg(f)df + [ "Sg(f)df
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Funcao de transferéncia de poténcia de
um sistema LIT

|G ()
S,(f) = lim
9(0) Sistema LIT yt) o(T) Tow T
() © H() Y ()
(1) - fim"2¢

yr(t) = h)*gr (], = Yr(f) = H(F)G(F) [

T —o00 T T —o00 T

T —o00 T

S ()
Sy() = [H(F)'Sy(F) | mmh  A(F) = S0P H(f)’

lepartoment
X 32 engeanhoark
eletrica
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Interpretacao da DEP

Py = .‘-—ooSy(f)df g(t) - E?I;O(_) H(f) —>Y(t)

- jj‘;\H(f)\zsg(f)df

l H(f)
Af Af - 142
0, caso contrario "3 ; ; f
||
Af - 0

y

P, = 2Af Sy(f,)

~., Sy( f) representa a densidade espectral
da poténcia em g(t), avaliada em f = f_.

Profs. Lucio M. Silva / André Noll Barreto Principios de Comunicagao



Poténcia contida em uma faixa de

— y(1)

frequéncia
1, f,<|f|<f
Se [H(f) = 1<|f 2 Filtro
0, caso contrario 9O —1(t) <> H(F)
entao

_ f 2
P, = 2jf1|H(f)| Sy(f)df

f
= zjfl Sy (f)df

= poténcia de g(t) contida na faixa f;< f < f,.
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Funcao de autocorrelacao de um sinal
de potéencia

A funcao de autocorrelagao (FAC) Ry(7) de um sinal deterministico de
poténcia g(t) é definida como

Ry(7) = (g"(Dg(t-7) = lim L[ -, 9 (Dg(t=7)dt
Se g(t) € um sinal real (ndo complexo), entao

Ry(7) = (g()g(t—7) = (g(t)g(t+7)

ou seja,

Rg (-7)= Rg (7)

Ry(7) € uma funcao par de . |/
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Relacao entre a DEP e a FAC

Ry() = lim lj_”f g*(t)g(t—7) dt
= limd[" gf (t)gr (t-7) dt

vy (7)
lim I7
T oo T

l v, (7) © |G (F)P

R,(7) < lim! Gr(O)IF _ Sg(f)|

T o0 T
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OpcoOes para o calculo da poténcia de um

sinal
a2\ _ i L fT/2 2
- (970) = Jimd [ g0
= _OoooSg(f)df
= Rg(o)
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Exemplo — FAC e DEP de um sinal binario
RZ polar aleatorio
Bitgoililioilioioil

R P A _ =1
BRI R "= PO =5
2T A 1
t
T~
A
Ry (7)
B _ l T/2 3 A2/2
Ry(z) = lim [ g(t)g(t—7)dt
i
Tb Tb
2 2
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Exemplo — FAC e DEP um sinal binario
RZ polar aleatoério

R, (7) AT, . fT
g _ _ b b
Ny Sy(f) = FIRy(7)] = 1 smcz( 5 )
Q
S¢(f) %
T A%T,
_h Ty 4
2 2
_4 _2 0 2 4 f
Tb Tb Tb Tb

Poténcia de g(t) contida dentro 2-‘- 2/T,,

da faixa 0 < f< 2/T,; . Sy(f)df = 0,9028P,
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DEP de um sinal
periodico

Se g(t) € um sinal periodico, entao a sua DEP é da seguinte forma:

Sg(F) = Y [cal (- nfy)

N=-—00

onde c, é 0 n-ésimo coeficiente da série de Fourier exponencial complexa
de g(t).

Demonstracao:

Ry(2) = Y [e [ e12fr o s (f) = 3 [en[*8(f=nto)

N=—o0 N=—o0

Rg(r) = <g(t)g(t z-) < Z Cp ai2zn fot Z Cr ai2zmfy(t- z')>

N=—00 M=—o0
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Funcao de autocorrelacao de um sinal
periodico real

Ry(7) = (g(t)g(t-7)) = <z c, e )27 ol z c,, e127m fo(t- r)>

N=-—00

o0 o0

N=—0c0 M=—0

o0 o0

N=—00 M=—0o0

<ej2ﬂ(n+m)f0t> _J 1 para m=-n
0 para m=#-n

M=—00

Cncm‘

m=-—n

Z Z C\Cr a—j2zm for<ej27rnf0tej27rm f0t>

2 Z C\Cr e—j27rmfor<ej27z(n+m)fot>

= ChC_p

= CnC; = ‘Cn‘z

00
2 -
— —j2znfyT
Ro(r) = 2. [cnle °
N=—o0
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Calculo da poténcia de um sinal periddico (teorema
de Parseval)

Py = (00) = 4 [, 0t = R0

= J'Oo Sy(f)df = I:O i\cn\zﬁ(f—nfo)df = i‘cn‘z

—00
N=—o00 N=—0c0

> | 2 2 N 2 2« \Dn\z
g = 2[cn[ = [co] "'ZZ;‘Cn‘ = |Dy "'le 2
nN= N=

N=—o0

onde D, € o0 n-ésimo coeficiente da serie de Fourier trigonomeétrica
compacta de g(t).
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DEP de um sinal modulado

X(1)=g(t)cos(2x fot) & X(F)=3[G(f-f,)+G(f+f,)]
Se f, >>B, pode ser mostrado que

S (f) = %[Sg(f—fo)+ S, (f+f,)]

Notar que P, =P, /2, quando f,>>B,.
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PROCESSOS ESTOCASTICOS
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Processos Aleatdrios ou Estocasticos

X(t)

-
-

-
-~
~

-———
-~
- <

Funcdes amostra
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Especificacao de um Processo Aleatorio

* X =X(;) éuma variavel aleatoria 4

A
v It

- Para qualquer conjunto  {t,,t,,---,t.}

podemos definir

Profs. Lucio M. Silva / André Noll Barreto

Principios de Comunicacao




Funcao Autocorrelacao

R, (t,,t,) = E[x(t)x(t,)]= E[xx, ]
= Ji; _CO X1 X5 Py, x, (X1, X, ) dx, dX,

Indica a rapidez das alteracdes do processo estocastico

LA A WIATI ﬂ
VAT TAAVENITAVAS:

R (t,1,)> R, (4, 1,)
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Processos Estacionarios

* Propriedades estatisticas de processos estacionarios nao variam no tempo

px(tl),x(tz),...,x(tn) (X(tl)’ X(tz)’ Tt X(tn)) - px(t1+r),x(t2+r),...,x(tn+r) (X(tl + T)’ X(tz + T)’ T X(tn + Z'))

* Processos estacionarios no sentido amplo

E[x(t)]= constante
Rx (tl’tZ) = I:Qx (t2 _tl) = Rx (T)
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Processos Ergodicos

Para qualquer funcdo amostra X(t)temos a média e a funcéao
autocorrelacéo no tempo

—_— T/2
<0 =i xa

R, (7) = X(OX(t+7) = lim j_TT’fZ X(t)x(t + 7)dt

Um processo € ergodico se

X(t) = x(t)
R (7) =R, (7)
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Classificacao de Processos Aleatorios

Processos estacionarios

Processos ergodigos

departomento
"  |de engenharia
elétrica
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Densidade Espectral de Poténcia

« APSD de um processo aleatorio € o valor esperado da PSD de todas
as funcdes amostra

i gl )
S, (f)=lim E{ =

T

onde
X7 () =F{x; ()} =Fix; @) rect(t/T)
« Se x(t) € um processo estacionario no sentido amplo podemaos obter

a PSD a partir da funcao de autocorrelacao, como para um sinal de
poténcia

S (f)=F{R,(7)}
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Poténcila

« Para um processo aleatorio no sentido amplo

P =E[]=R ) =["s,(f)df
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Processos Aleatdrios Multiplos

- Dado dois processos aleatorios x(t) e y(t)
« Definimos a funcao de correlacao cruzada

Ry (1) = E[X(L)y(t,)]
* X(t) e y(t) s&o conjuntamente estacionarios no sentido amplo se
ny(tl’tz) = ny(tz -1)= ny(T) = E[X(tl)y(tl + T)]
« X(t) e y(t) sao descorrelatados se
R (7)=E[X]Ey]
« X(t) e y(t) sao ortogonais se
Ry (7)=0

« X(t) e y(t) sdo independentes se
X(t,) e y(t,) sao independentes para quaisquer t, e t,
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Densidade Espectral Cruzada

S..(f)=limE X;(f)YT(f)
Xy T

T

€
Sxy(T)= T{ny(f)}

« Para x(t) e y(t) reais
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Ruido Gaussiano Branco Aditivo

w(t) /L
X1 (+) y(t)

* Ruido e geralmente modelado como um ruido branco idealizado
- Processo aleatdrio com mesma poténcia em todas as frequéncias
- Como analogia a luz branca

Rw(r)=%5(r) ¢ ’ > sw(f)z%
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Ruido Gaussiano Branco Aditivo

Ruido branco tem poténcia infinita
Consideramos normalmente ruido branco limitado em banda (filtrado)

P, =[S, (f)df =[" No g4 — N,

_82




Ruido Térmico

* Ruido causado pelo movimento aleatério de elétrons
- Provoca variacao aleatoria na tensao no receptor

 Modelado como ruido branco aditivo

S, (f)=2kTR
- k : constante de Boltzmann (1,38 x 10-2%)

- T: temperatura em kelvins
- R: resisténcia em Q
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Transmissao em Sistemas Lineares

X(t) — H(f) G V/ ()

R,(r)=h(z)*h(-7)*R,(z)

S,(f)=[H(f)’s,(f)
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Soma de Processos aleatorios

se z(t) =x(t)+y(t)

R, (7) =R (2) +R, () + R, (r) + R, (7)

* se X(t) e y(t) s&o descorrelatados

R,(z) =R, (r) +R, () + 2E[x]E[y]
« se X(t) e y(t) sdo ortogonais

R,(r) =R, (r) +R, ()
U
S,()=5,(f)+S,(f)
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SINAIS EM BANDA PASSANTE
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Sinais em Banda Passante

* Qualquer smal X(t) em banda passante pode ser escrito como

X(t) = x (t) cos(271, t)+x (t)sm(27zf t)

facE” ~“quadratura
2cos(27 t + ) cos(24f .t +6)
X(f) , Filtro passa X (t) /L y
/\ ‘ , . X;(t) R baixa ideal C e X (1)
sy G <
X(t) D .
H,( paixa el
—»(X > ‘6-(\
UZB (f x(@ | Ho() X, (t) Kf ye(¥)
2sin(2f t + ) sin(27A£ .t +0)

H(f)

‘ H(f

T
_fc

)

‘ f, 2B
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Sinails Aleatorios em Banda Passante

« Se Xx(t) € um processo aleatdrio estacionario no sentido amplo

Sx(f):{sx(f+fc)+sx(f—fc) |f|<B
: 0 |f|>B
‘ S, (f) S,:(f)
N AN N\ ERVAN
_f | f. 2B _2f, _f | f,
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