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Motivacao

L1} Egs.

algébricas

B S ——

~ L£{1-1 ~
Solugao ) Solucdo egs.
e.d.o Expansio [algébricas

fracGes
parciais

L{-} ~ operador da Transformada de Laplace.
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Funcao de Transferéncia

@ Seja um sistema ndo-linear continuo e invariante no tempo

Entrada Saida
f(t) S~|ste_ma y(t)
n3o-linear

@ Um correspondente sistema linear invariante no tempo (SLIT) em torno de um
ponto de operagdo (equilibrio) pode ser expresso em termos de suas varidveis de

desvio
I§ntrada Saida
f(t) S_lstema y(t)
linear

@ O sistema pode ser analisado pela sua fungdo de transferéncia (FT) se as con-
di¢des iniciais sdo nulas ~~ relagdo algébrica entre a transf. de Laplace (operador
L{-}) da entrada e da saida

Entrada Saida

L{F(D)} = F(s) [ Funciode |L{F(t)} = ¥(s)

Transferéncia

Andlise de estabilidade vélida se a matriz Jacobiana ndo tem nenhum autovalor no eixo imaginrio [Khalil, 2002].
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Funcao de Transferéncia

Seja um sistema linear invariante no tempo (SLIT)

Entrada

Saida

f(t)

JE——

Sistema
(SLIT)

y(t)

@ Se o sistema linear é obtido a partir da linearizacdo de dindmica n3o linear ent3o
entrada f(t) e saida y(t) sdo expressas em termos de varidveis de desvio.

Fung3o de transferéncia do sistema

Relag3o da transformada de Laplace da saida y(t) pela transformada de Laplace
da entrada f(t), para condicdes iniciais nulas, ou seja,

G(s) =

Y(s)
F(s)'

em que s é uma variavel no plano complexo, s = o + jw.

seC
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Funcao de Transferéncia

Relembrando

Transformada de Laplace unilateral F(s) de uma fung3o f(t):
L{F(D)} = F(s) = / F(t)edt

— Classe de fungdes: f(t) =0, t <0
Observacdes:
@ L{f(t)} definida quando a integral é limitada
Ex.: f(t) = € — raio de convergéncia a—s<0ous > a
© L{} é um operador linear L{afi(t) + bf(t)} = aFi(s) + bFa(s)
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Transformada de Laplace

Degrau unitario

0, t<o0
- . u(t)=0, t<0
ua(t) =49 (1/A)t, 0<t<A = u(t) = lim ua(t) =
a(t) g/) t>A_ (t) A—0F a(t) {u(t):l, t>0

u(0) =0, u(0") = lim u(t) =1

t—0t
@ Transformada de Laplace:
_ [ sty 1 gl 1
L{u(t)} = /0 u(t)e > dt = €, T
Para uma dada contante A, tem-se
A
L{Au(t)} = AL{u(t)} = £ J
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Transformada de Laplace

Impulso unitario (Delta de Dirac)

dua(t ' =0
oa(t) = us,t()= 1/A, 0<t<A
0, t>A
du(t)

o(t) = AIL"3+ on(t) = o(t) = g

Como consequéncia
t
ue)= [ s()ds
O impulso ocorre em 07 e §(0) =0

@ Transformada de Laplace:

£{5(t)} =1 J

[e'e] 400
L{é(t)}:/0 S(t)e *dt =1 pois d(t)f(t) =3(t)f(0) e /_ o(t)dt =1
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Transformada de Laplace

Funcao exponencial

f(t)y=e, t>0
ou

f(t) = e *u(t), Vt, u(t) sinal degrau unitario

L{e " u(t)} = sia J

pois

/OO e—atefstdt _ /(X> e7(5+a)tdt - _ 1 ef(s+a)t o0 _ 1
0 0 s+a 0 s+a

Obs.: Para f(t) = e™u(t), L{e™} existe somente se a—s < 0 ou s > a (indefinida
para s < a).
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Convolucao

@ Para uma fungdo ®(t) continua em t =0

/ " o(6)8(t)dt = (0) / T S(t)dt = d(0)  pois S(£)5(t) = S(0)5(t)

@ Deslocando §(t) em T:
+o0o
/ O(t)o(t — T)dt = &(T) (Propriedade da Amostragem)

Logo, .
o(t) = [ O(r)3(t — 7)dr = S(t) * 8(t)

O(t) * 6(t) = d(t), O(t)+8(t—T) =d(t — T) J

Definicao de convolugdo no tempo continuo

f(t)*g(f-‘)é/+oo f(T)g(t —7)dr, f(t) = g(t) = g(t) = (t)

— 00
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Propriedades da Transformada de Laplace

o L{A(t) x (1)} = Fi(s)Fa(s)

Ex.: SLIT
y(t) = g(t) = f(t) & Y(s) = G(s)F(s)

@ Linearidade:

L{afi(t) + bh(t)} = aFi(s) + bFa(s)

com a e b constantes.

@ Derivadas:

E{L(t)} = sF(s) — £(0)

£{%(tt)} = /OOO %(tt)e_“dt

= e*Sff(t)ro - / f(t)(—se"*)dt  (int. por partes)
0 0
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Propriedades da Transformada de Laplace

Similarmente,

5{ ddft(f)} = $*F(s) — sf(0) — Z—’;

0

Para condi¢Ges iniciais nulas, tem-se

RIS |

@ Integragdo:

cf /Ot f(t)dt } = %F(s)

@ Deslocamento no tempo:

L{f(t —to)} = e "0F(s) )
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Propriedades da Transformada de Laplace

Obs.: Como consideramos f(7) =0, 7 < 0 = m(t) £ f(t — to), m(t) =0, t < to
@ Translagdo complexa:

L{e"f(t)} = F(s — a)

@ Teorema do Valor Inicial

lim f(t) = lim sF(s)

t—0 s—00
@ Teorema do Valor Final

lim f(t) = lim sF(s)

t—00 s—0 J

Obs.: Importante verificar se s = 0 estd dentro do raio de convergéncia da transfor-
mada de Laplace de f(t), ou seja, todas as raizes do denominador de F(s) devem
ter parte real negativa, e no maximo uma raiz na origem.
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Propriedades da Transformada de Laplace

Prova:

E{%(:)} - /OOO %(tt)e_“dt:sF(s) — £(0)

Paras — 0

| a(e) = timsF(s) — (0)
Jim £(£) ~ £(0) = lim sF(s) ~ £(0)
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Exemplo: solu¢cdo de EDO linear

@ Seja a equacgdo do balanco de energia do tanque de aquecimento com agitacdo
com fluxo constante

a= 1 + K
T
dT(t) 1 1 _f
T+aT(t)_;Te(t)+KTv(t) —=v
_ UA:
Ve,

em que Q(t) = UA(T.(t) — T(t)).

A:: area de transferéncia (contato)
U: coeficiente de transferéncia de calor

@ Problema 1: Ache a func3o de transferéncia entre a temperatura do tanque T

e as temperaturas Te e T,
@ Problema 2: Ache a expressdo de T(t) para um aumento na temperatura da

corrente de entrada T.(t) em 10°C
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Exemplo: solu¢cdo de EDO linear

@ Expressando em termos de varidveis de desvio: T)=T(t)-T,
Te(t)=Te(t) = Te, Tu(t) = Tu(t) - T,

# +aT(t) = %t(t) + KT (1)

) Assumi_ndo que o aqu_ecedor (isté iniciallmente em estado estaciondrio T(0) = T,
T.(0)=Tee T, (0) =T, ~ T(0)= Te(0) = T,(0) =0.

@ Aplicando a transformada de Laplace na edo

,C{ d-ggt) } + aﬁ{i—(t)} = %E{fe(t)} + Kﬁ{fv(t)}

(sT(s) = T(0) +aT(s) = T Tu(s) + KTos)

T(s)(s+3) = 2 To(s) + KT(s)

SN VL K =
T(e) =5 Tels) + o7 Tuls)
——
Gi(s) Ga(s) . .
~> Gi(s) e Ga(s) sdo as fungdes de transferéncia Gi(s) = T(s) e G(s) = T(s) .
Te(s) v(s)
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Exemplo: solu¢cdo de EDO linear

@ Considerando

~~ temperatura da corrente de vapor constante: T.(t) = T,(0) =0, vt
(T(t)=T.)

~ degrau na temperatura da corrente entrada em t = 0: T.(0)=0°C e
7.(0%) = 10°C

@ Tem-se 1/ K
~ T ~ ~
T(s)= Te — T
(5) = 5 Tels) + 55 7v(s)
. 1/r 10 K
F(s)= L —+
(s) s+as + s+a
=~ 10 1 10 /1 1 o " ..
T(s) = ei1a " 2 <; T a) (expansdo em fragdes parciais)
F=La—e), t>0 = TH=TO)+21-e), t>0
Ta ’ - Ta ' -

@ Resposta em regime permanente ~» Teorema do Valor Final

1 .10 1 10
= lim — = —

T(t=o00)= lim T(t)=limsT(s)=lim ;10
s—0 s—0 7ss+a s—»0 7 s+ a Ta

t—o0
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Sistema linear invariante no tempo

@ Seja um operador linear G(-) representando um sistema linear continuo invariante
no tempo (SLIT). Seja y(t) a saida do sistema a uma entrada f(t).

y(t) = G{f (1)}
Propriedades:
@ G{aifi(t) + axh(t)} = a1G{A(t)} + a2G{H(t)}
@ G{0} =0
@ Invariancia no tempo: y(t —a) = G{f(t—a)},aeR

Resposta ao impulso

Seja g(t) a resposta a uma entrada impulso para o sistema em repouso
(condigdes iniciais nulas):
g(t) = g{s(1)}

Logo,
y(t) = GLF(8)} = GLF(2) » 6(2)} = G{ [ e T)df}
_ / " Fr)GL6(t — )b = / T F(r)e(t — )dr = £(t) 5 g(t)

—o0 —o0
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Sistema linear invariante no tempo

Resposta ao impulso e fun¢do de transferéncia

A func¢3o de transferéncia G(s) entre uma certa entrada e uma certa saida de um
sistema linear invariante no tempo (SLIT) é a resposta do sistema a aplicagdo de
um impulso nesta entrada, ou seja,

G(s) = L{g(t)}
em que

g(t) = G{a(t)}

4

Teorema

A saida de um sistema linear invariante no tempo (SLIT) é a convolugdo da
resposta ao impulso com a entrada,

y(t) = G{f(t)} = g(t) * £(¢)

y(t) =g(t)«f(t) & Y(s)= G(s)F(s)

@ Para entrada impulso f(t) = §(t)
y(t) =g(t) (1) = g(t) & Y(s) = G(s)L{(t)} = G(s)
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Sistema linear invariante no tempo

@ Exemplo: Seja o sinal de entrada e, s € Q, Q, (dominio) é o conjunto de
valores de s para os quais transformada de Laplace G(s) é definida (integral é
finita)

+oo

v =eeg(t)= [ gr)ear

— 00

:/ g(r)e "dre™
0
= G(s)e™

@ Obs.: e* é chamada de auto-funcdo do sistema. G(s) é chamada funcdo de
transferéncia do sistema,

G(s) = /0(X> g(t)e *"dr
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Sistema linear invariante no tempo

Time domain

x(t) —»| h(t) pF—» y(t) = h(t)*x(t)

| | f

Inverse

‘4 aplace .4’ aplace ‘Zaplace

| ¢ |

X(s) —»| H(s) F— YI(s) = H(s)-X(s)

Frequency domain

Fonte: Dominio pdblico, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=644043
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