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Introdugdo
°

Motivacao
o Sistemas n3o-lineares sdo comuns em processos quimicos e industriais
Controle de nivel de um tanque esférico Vélvula de controle

Q(a) = Qmax (2)

S(hYh(t) = u(t) — Sa/2gh(t) (1)
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Linearizagdo
°

Linearizacao

Seja o sistema n3o-linear X = f(x), f : D — R" continuamente diferencidvel e
f(0)=0, 0€ D (origem é um ponto de equilibrio). Pelo teorema do valor médio,
of
fi(x) = £i(0) + T(Zi)x, zi€[0,x], [0.x]€D (3)

Bf of;

= o+ | S-S x (®)

()= Ax g0, com A=5L(0) ¢ g0 = |- T« ©)

A fungdo gj(x) satisfaz

of: of;
001 < |5 - 520 1 (©)
Pela continuidade de [df/dx],
”g"'&XH)” 0 quando x| —0 ©)

*. Na vizinhanga da origem X = f(x) pode ser aproximado por x = Ax.
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Anilise
°

Método Indireto de Lyapunov

Teorema 1

Seja x =0 um ponto de equilibrio do sistema ndo linear x = f(x), com
f:Dw— R" continuamente diferencidvel e D uma vizinhanca da origem. Seja

of

A= g(X)

(8)

x=0
Ent3o,

© A origem é assintoticamente estdvel se Z{A;} <0 para todos os autovalores
de A.

@ A origem é instdvel se Z{A;} >0 para um ou mais autovalores de A.

@Se Z{A;}=0,i=1,..., n = estabilidade de x =0 777
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Estabilizagdo
©000

O problema de estabilizacao

Para o problema de estabilizacdo por realimentacdo de estados, considere o
sistema n3o-linear
x = f(x,u) (9)

onde 7(0,0) =0 e f(x,u) é continuamente diferencidvel no dominio
Dy x D, C R"x R™ que contém a origem (x =0, u=0).

Objetivo

Projetar uma lei de controle de realimentacdo de estados u = Kx que estabilize
localmente o sistema (9).

Linearizacdo de (9) em torno da origem
af of
% = Ax+ Bu, A= —(x,u) , B= —(x,u) (10)
dx x=0,u=0 dx x=0,u=0

Assuma que o par (A, B) é controlavel (estabilizavel). Aplicando a lei de controle
u=Kx em (9), tem-se X = f(x,Kx) e em torno da origem

%= (A+ BK)x (11)
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Estabilizagdo
000

O problema de estabilizacao

Escolhendo K tal que A+ BK seja Hurwitz, a origem é um ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel do sistema em malha fechada de

X = f(x, Kx). (12)
Ent3o, pode-se sempre encontrar P = PT > 0 tal que
P(A+BK)+(A+BK) P <0 (13)

A funcio quadratica V/(x) = x7 Px é uma func3o de Lyapunov para o sistema em
malha fechada (12) na vizinhanga da origem.

o Pode-se usar V/(x) para estimar a regido de atragio da origem.
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Estabilizagdo
feYe] Yo)

Estimativa da regiao de atracao

Regiao de atracao

Ra={x€ D|¢(t,x) -0 quando t— 0} (14)

@ Achar Ry pode ser dificil ~» estimativa de Rg
@ Seja V/(x) tal que V(x)>0em Dy e V(x) <0em Dy —{0} ~ Dy ndo é
uma estimativa de Ry

e Seja V(x1)=c1, x1 €9dDy = V(x) =, & < c1, mas
Xo € Dy 777

Estimativa de Ry

Qc={xeR"|V(x) <c}C Dy (15)

@ Q. ~~ curvas de nivel de V/(x)

@ Q. ~- conjunto positivamente invariante
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Estabilizagdo
oooe

Estimativa da regiao de atracao

Seja V/(x) uma fungdo de Lyapunov do sistema linearizado
V(x) = Vi V(x).f(x) = Vi V(x).Ax 4+ V, V(x).g(x), ViV(x).Ax <0 (16)

e como
lg(x)ll2

12

Existe uma bola {x € R"|||x||2 < r} tal que V(x) <0 em D,

—0 quando |[x]}2—0 (17)

€<, rrH1in V(x) = Amin(P)r? = Q. € Dy (18)
X|[2=r
pois
Amin(P) x5 < xT Px < Amax(P)||x13 (19)

@ Estimativa Q. = {V(x) <c¢} ~- simples mas conservadora

@ Melhores estimativas ~» Teorema de LaSalle (Q € Dy, € invariante)
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Projeto
©00000000000000

Exemplo de projeto

o Considere a equac¢io do péndulo 6=—asen8—bO+cT, T: torque aplicado.

Objetivo
Estabilizar o péndulo em 6 = 6.

o Escolhendo as varidveis x;y =0 — 8 e xp = 0,

X1 =X

. (20)
%o =—asen(x1+6)—bxo+cT

o Em regime permanente, Tgs = a/c send, entdo u= T — T,

M= hilxu)=x £(0,00=0  (21)
BN ,0)=
%o = fo(x,u) = —a(sen(x1 + 6) —send) — bxp + cu

[ o]

o Para 6 = 7/4, projetado u= Kx, K =[-1 —1] tal que (A+ BK) é Hurwitz
o Torque aplicado T = a/c send+ Kx = a/c send + k1 (0 — 8) + k20

o Linearizando,
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Projeto
0®0000000000000

Exemplo de projeto — Simulacao

Retrato de fase para x1(0) € (—7,7) e x2(0) € (=1,1).  Trajetdrias de x(t) para x1(0) € (—7,7) e x2(0) € (—1,1).
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Projeto
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Exemplo de projeto 2

Considere o sistema
_ X

X1 =eu
X0 = x14 X5 + e2u (23)
X3 =X1— X

Objetivo

Estabilizar o sistema em torno da origem e encontrar uma estimativa para regiao
de atrag3o.

o A partir do sistema linearizado
AW+ WAT +BZ4+ZTBT <0 —=P=W1 e K=2zZWw1 (24)

o V(x)<0em {||Ix|l2 <r=1.4} = c < Amin(P)r* =13
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Projeto
000800000000000

Exemplo rojeto 2 — Simulacao

Estimativa da regido de atragdo para o sistema n3o-linear. Trajetérias de x(t) para [x(0)]l2 < 1.4.
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Projeto
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Exemplo 3 — Simulacao

@ Seja a dindmica n3o linear dada por

Foa), Floxu) = {xl(l—xg)—xz-i-m}

X22+ up

com pontos de equilibrio xe, = (14 +v/2,—/2) (estével) e xe, = (1 —v/2,V/2)
(instdvel) considerando ue = (1,—2), ou seja, F(xe;,ue) =0, i=1,2.

~» Deseja obter a dindmica linearizada em torno do ponto de equilibrio estével
Xe, € verificar uma estimagdo para a regido de atragdo para esse ponto.

@ O cddigo Matlab é apresentado na sequéncia.
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Exemplo 3

Projeto
000008000000000

\dot{x} =

x

x(2)72 + u(2)]

3 Equilibrium point
ue = [1 -2];

3 [xe2, fval,exitf

e{l} = [l+sqgrt(2)

9 xe{2} = [l-sgrt(2)

ue

)i

)i

WONOUIAWN R

10 % Checking F (xe,
11 disp(F(xe{l},ue)
12  disp(F (xe{2},ue)

S o] matrix
15 x=sym('x',[2 1]);
16 u=sym('u',[2 1]);
17  dx=F(x,u);
18 Aj = jacoblan(dx X)

25 G = tf(sys_ss);
26 eig(A) % checking

F o= @(x,u) [x( (17

19 Bj = jacobian(dx,u);

20

21 > dx = A*x + Bxu
22 A eval (subs (Aj, {
23 B = eval(subs(Bj,{

24 sys_ss = ss(A,B,eye

stability of the

tput,
-sqrt(2)1;
sqrt (2)1;

i

i

x(1),x(2),u(l),u(2)}, [xe{l} uvel));
x(1),x(2),u(l),u(2)}, [xe{l} uel));
(2),zeros(2));

system
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Exemplo 3 — Simulacao

Projeto
000000800000000

3 Time-simulat

n of NL sys.

1 o

2 Fx=Q(t,x)F(x,ue);

3 x0 = [0 0];

4 [t,xt] = oded5(Fx, [0 10],x0);

5 figure; plot(t,xt);

6

7 % Initial response for linearize

8 [Y,T,X] = initial(sys_ss,x0-xe{l});
9 hold on

10 plot(T,X+xe{l});
11 hold off; grid
12 legend ('x1-NL', 'x2-NL', 'x1-L', 'x2-L")

19 F1 X1.%(1-X2.72)-X2 + ue(l);
20 F2 = X2.72 + ue(2);
21 figure;clf; hold on
22 streamslice(X1,X2,F1,F2,2)
23  xlabel('x_1'");ylabel('x_ 2"

i
)i
'

24 plot (xe{1l}(1),xe{l}(2), "r* jplot (xe{2}(1),xe{2}(2), 'b*"); hold off

Eduardo S Tognetti
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Projeto
000000080000000

Exemplo 3 — Simulacao

Xx1-NL
x2-NL
x1-L
x2-L

Trajetdrias de x(t) para x(0) = (0,0) da dindmica n3o linear (NL) e do sistema linearizado (L) em torno de (xe; , Ue)

(ponto de equilibrio estdvel).
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Exemplo 3 — Simulacao

Projeto
000000008000000

1 % LMIs

2 P = sdpvar (order,order,

3 ILMIs = [];

4 IMIs = [LMIs, P>0];

5 LMIs = [LMIs, A'xP+PxA<0];
6

7

8

'symmetric');

opts = sdpsettings('verbose',0, 'sc
sol = optimize (LMIs, [],opts);
[p,~]=check (LMIs) ;

17 F

20 Vx = @(x)x'*P*x;
21 dotV = 2xx'xPxF2;
22 dotVx = subs(dotV, {
23 xa = []; xa2 = [];
24 for x1i=-5:0.1:5

Eduardo S Tognetti

18 seval (subs (F2, {'x1','x2"'},{0,0})); (O

variable

9 feas 0;

10 = ~ing the 5 (if ones

11 if sum(p < 0 ) 0 % all primals pos

12 feas = 1;

13 P = value(P);

14 end

15

16 % Var. transf. xtil = x xe -> F2(0)=0
=F([x(1)+xe{l} (1) x(2)+xe{l}(2)],ue);

,0) is new eq.

25 for x2i=-5:0.1:5

26 dotVxx = eval (subs(dotVx, {'x1", 'x2"}, {x1i,x2i}));
27 if dotVxx < 0

28 xa2=[xa2; xli+xe{l} (1) x2i+xe{1}(2)];

29 end

30 end

31 end
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Projeto
000000000 800000

Exemplo 3 — Simulacao

X1

Regido Dy = {x € R"™": V(x) < 0} (azul) e
estimativa da regido de atragdo (regido invariante)
do ponto de equilibrio estdvel xe; dada pela maior

Retrato de fase do sistema n3o-linear, pontos de equilibrio Xel  curva de nivel Q. — {xERMN: V(x) = xTPx < c}
e = : =

(estével) e xe, (estdvel), e trajetéria para x(0) = (0,0). contida em Dy (preto) sendo ¢ um escalar

apropriadamente escolhido.
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Projeto
0000000000e0000

Exemplo 3 — Mudanca de coordenadas para xe,

@ Observe a dindmica pode ser reescrita em um novo sistema de coordenadas
X = F(igt)+xel,f1(t)+ ue) =: F(x,11), com X(t) = x(t) — x¢, € U(t) = u(t)— ue,
tal que F(0,0) =0.

1 % oordinate system F2(0,0) = 0

2 Ftil=@(x,u)F([x(1)+xe{l} (1) x(2)+xe{l}(2)], [u(l)+ue(l) u(2)+ue(2)1);
3

4 disp(Ftil ([0 0],[0 01)); % = (0,0)

5

6 % New eqg. points

7 xe2{l} = xe{l} - xe{l}; % (0,0) stable eg. point

8 xe2{2} = xe{2} - xe{l}; % (xe2 - ins
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Projeto
000000000008000

Exemplo3 — Simulacao

@ Observe nas figuras abaixo que a regido Dy = {x € R™": V(%) = 2% T PF(X) < 0} n3o
é invariante e que as regides D, e Q. = {Xx € R™": V(%) = %" PX < c} sdo
conservadoras. Contudo, trajetdrias iniciando dentro de Q. (ciano) tem convergéncia

garantida e V/(X) monotonicamente decrescente.

6

50 025 12]
‘ [ x0=(4.4)| X0=(-1.06,0.45) [ ¥0=(6.28)
48
10
46 02
44 8
0.15
42
= = =
s s B
40
0.1
38 4
*® 0.05
2
34
32 0 o
0 0.1 0.2 0 05 1 15 0 5

Retrato de fase do sistema n3o-linear no novo sistema de coordenadas L = L
Trajetérias de V/(X) para as condi¢des iniciais

%(0) = (4,4) (3 esquerda), %(0) = (—2.45,1)
(centro) e X(0) = (—6,2.8) (a direita).

X=X~ Xe, regido Dy (vermelho), regido Qc (preto), pontos de
equilibrio e trajetéria para as condicdes iniciais X(0) = (4,4) (verde),

%(0) = (—2.45,1) (ciano) e X(0) = (—6,2.8) (magenta).
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Projeto
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Exemplo 3 — Estabilizacao do ponto de equilibrio xe,

@ Deseja-se estabilizar o ponto de equilibrio instavel xe, por meio de projeto do
sistema linearizado.

@ Reescrevendo a dindmica em um novo sistema de coordenadas
X = F(X(t) + xey, () + ue) =: F(%, 1)
tal que F(0,0) =0.
@ Sistema linearizado em torno de (xe,, Ue)
X =A%+ B, X(t)=x(t)—xe,, b(t)=u(t)—ue
~> Sistema em malha aberta instdvel R{1(A)} <0
o Projeto da lei de controle & = KX
AW +WAT +BZ+ZTBT <0 = P=W1>0 e K=2ZW™!

tal que X = (A+ BK)X estavel.
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Projeto
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Exemplo 3 — Estabilizacao do ponto de equilibrio xe,

_o Resposta do sistemas em malha fechada na varidvel de desvio X:
X = F(%,KX) e x=(A+ BK)X para X(0) = (—2,—4)

1 % N oordinate \tilde{F}(0,0) = 0
2 xeq xe{2};
3 Ftil=@(x,u)F ([x(1)+xeq(l) x(2)+xeq(2)], [u(l)+ue(l) u(2)+ue(2)]);
4
5 I'ime imulation of C nonlinea
6 Fx=@(t,x)Ftil (x,K*x);
7 x0 = [-2 -4];
8 [t,xt] = oded5(Fx, [0 14],x0);
9 figure; plot (t,xt);
10
11 % Initial m
12 sys_ss_cl = ss(A+BxK,zeros(2),eye(2),zeros(2))
13 [Ycl,Tcl,Xcl] = initial(sys_ss_cl,x0);
14 plot (Tcl,Xcl); xlabel('t');ylabel ('xtil'");
15 title('Closed-loop resg .1 ;
16 legend ('x1-NL', 'x2 L', 'x2-L'); grid;
@ Resposta em termos de x
1 plot (t,xt+xeq); hold on;
2 plot (Tcl,Xcl+xeq); xlabel('t');ylabel('x'); hold off;
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Projeto
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Exemplo 3 — Estabilizacao do ponto de equilibrio xe,

@ Observe nas figuras abaixo que a regido Dy = {X € R™": V(%) = 2&T PF(%,KX) < 0}
n3o é invariante e que as regides D, e Q, = {Xx € R™": V(X) = X7 PX < ¢} sdo
conservadoras.

@ O ponto de equilibrio xe, se encontra agora em xe = Xe + Xe,, Xe = (48.97,—2.66), ou
seja, F(%e,KXe) =0 ou F(xe, K(xe —Xey) + tie) =0, pois u= K(x —xe,) + e = Kx +c,
C=Ue — Kxe,.

05 Closed-loop response
4
XINL
08 x2-NL
XL
-1 xeL
15
2
25
3
35
. -4
! 0 2 4 6 8 10 12 14

Retrato de fase do sistema n3o-linear no novo sistema de coordenadas . . .
Trajetdrias de X para a condigdo inicial

X = X — Xe,, regido D\, (vermelho), regido Q reto), ponto de equilibrio na
ey reg v ( ) regido Qc (preto), p q (0) = (—2,-4).

origem e trajetéria para a condicdo inicial X(0) = (—2,—4) (magenta).
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Conclusdo
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Conclusao

@ Linearizag3o é capaz de verificar a estabilidade do ponto de equilibrio ou do
projeto de controlador estabilizante.

@ Estimativa da regido de atragdo em geral conservadora ~~ importante do
ponto de vista pratico (regido de opera¢do possivel).

@ Conservadorismo: andlise e projeto do sistema linearizado n3o levam em
conta os termos ndo lineares.

@ Anilise e projeto diretamente a partir do sistema n3o linear ~- dificil e
ad-hoc.
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Conclusdo
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Solugoes menos conservadoras

@ Solucdes menos conservadoras mas resolvidas por métodos de otimizacio
convexos:

@ representagdo do sistema n3o linear como X = Ax+ Bu+ Eg(t,x) em que a
informac3o de g(t,x) é levada em conta na andlise ou projeto (em geral via
S-Procedure). Exemplo:

o lg(t.x)ll < YlIxll, 7> 0

e g(-) verifica condigdo de cone limitado em setor:
(g(z) = M1z)T(g(2) — Maz) <0, g(0) =0, z= Cx (cone
sector-bounded nonlinearity);

o |lg(t,x)|| <y>0, g(t,0)#0, ou g(t,x)" Qg(t,x) <1, Q>0
(ver Quadratic Boundedness: V/(x) <1 — V(x) < 0);

@ representagdo de sistemas n3o lineares por modelos Takagi-Sugeno ou
quasi-LPV: x = A(a(x))x + B(a(x))u, o(x) pertence ao simplex unitério e
representa os termos n3o lineares ~» modelo n3o é linico e vale apenas em
regido compacta do espago de estados 2" D Q = {x: V(x) < 1}.

@ Busca de funcdes de Lyapunov n3o quadraticas (exemplo V(x) = xT P(x)x) e
critérios de otimizacdo para a maximiza¢do da estimativa da regido de atracdo Q
(invariante e contrativo).
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Conclusao

Seja
x = f(x,u), (25)

Objetivo:
@ Estabilizar x = f(x,u) em um ponto p ~~ 3q | f(p,q) =0
@ A mudanga de varidveis z=x—pe v=u—q ~- estabilizacdo da origem

@ Encontrar o sistema linearizado x = Ax+ Bu

@ Projetar lei de controle u = Kx tal que A+ BK Hurwitz

@ Encontrar V(x) = xT Px tal que P(A+BK)+(A+BK)"P <0

@ Encontrar o dominio Dy, = {V(x) < 0} para o (25)

© Encontrar o maior conjunto invariante contido em Dy, ~» Q. ={V(x) <c}
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Conclusdo
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Exercicios propostos

Exercicio 1

Considere o sistema
X1 = a(xp —x1)

Xp = bxy —xp — x1x3+ U (26)
X3 = X1 + X1x2 — 2ax3

com a,b > 0. Usando a linearizagdo, projete uma lei de controle de realimentagdo
de estados que estabilize a origem.

Exercicio 2
Usando a linearizag3o, projete uma lei de controle de realimentagdo de estados
que estabilize a origem do sistema

Xl = equ
)'(2 = X1 —|—X22 —+ ey (27)

X3 =X1—X2

Estime a regido de atrac3o do sistema em malha fechada.
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