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Estabilidade D-Estabilidade

Estabilidade Exponencial

Definição 1 (BEFB:94)

Um sistema é exponencialmente estável com taxa de decaimento γ > 0 se existir

uma constante positiva β tal que, toda trajetória dos estados x(t) ∈ R
n do

sistema satisfaça

||x(t)|| ≤ β||x(0)||e−γt
, t > 0,

em que β =

√

λmax(P)

λmin(P)
e P é a matriz da função quadrática de Lyapunov

V (t, x) = x(t)′Px(t).
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Estabilidade D-Estabilidade

Estabilidade Exponencial de Sistemas Dependentes de Parâmetros

Teorema 1

Dados os escalares positivos γ e µ, se existir uma matriz simétrica positiva

definida W ∈ R
n×n, matrizes Gi ∈ R

n×n e Zi ∈ R
m×n tais que

Tii < 0, i = 1, · · · ,N

Tij + Tji < 0, i < j = 1, · · · ,N
(1)

em que

Tij ,

[

AiGj + G ′

j A
′

i + BiZj + Z ′

j B
′

i + 2γW W + µ(AiGj + BiZj )− G ′

i

⋆ −µ(Gi + G ′

i )

]

(2)

então a lei de controle u(t) = Z (α)G(α)−1
x(t) com

Z (α) =
N
∑

i=1

αiZi , G(α) =
N
∑

i=1

αiGi (3)

é uma lei que estabiliza o sistema com taxa de dacaimento γ para todo α ∈ U .
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Estabilidade D-Estabilidade

Demonstração

Primeiro, defina a matriz do sistema em malha fechada

Ā(α) , A(α) + B(α)Z (α)G(α)−1 (4)

e

T (α) ,
N
∑

i=1

N
∑

j=1

αiαjTij =

[

Ā(α)G(α) + G(α)′Ā(α)′ + 2γW W + µĀ(α)G(α) − G(α)′

⋆ −µ(G(α) + G(α)′)

]

Observe que se as LMIs (1) são satisfeitas então T (α) < 0, pois

T (α) < 0 ⇔
N
∑

i=1

N
∑

j=1

αiαjTij < 0

⇔
N
∑

i=1

α
2
i Tii +

N
∑

j=1

∑

i<j

αiαj (Tij + Tji ) < 0.
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Estabilidade D-Estabilidade

Demonstração

Pré e pós-multiplicando T (α) < 0 por
[

I Ā(α)
]

e pela sua transposta,
respectivamente, tem-se

Ā(α)W +WĀ(α)′ + 2γW < 0. (5)

Seja P , W−1, pré e pós-multiplicando (5) por W−1, tem-se

Ā(α)′P + PĀ(α) + 2γP < 0. (6)

Seja a função de Lyapunov

V (t, x) = x(t)′Px(t),

a LMI (6) é equivalente à

x(t)′
(

Ā(α)′P + PĀ(α)
)

x(t) + x(t)′ (2γP) x(t) = V̇ (t, x) + 2γV (t, x) < 0. (7)
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Estabilidade D-Estabilidade

Demonstração

A resolução de V̇ (x) < −2γV (x) fornece V (t, x) ≤ V (0, x(0))e−2γt e, portanto

λmin(P)||x(t)||
2 ≤ x

′(t)Px(t) ≤ λmax(P)||x(t)||
2
,

implica

λmin(P)||x(t)||
2 ≤ V (0, x(0))e−2γt

||x(t)||2 ≤
V (0, x(0))

λmin(P)
e
−2γt

=
x ′(0)Px(0)

λmin(P)
e
−2γt

≤
λmax(P)

λmin(P)
||x(0)||2e−2γt

.

Assim,

||x(t)|| ≤

√

λmax(P)

λmin(P)
||x(0)||e−γt

.

Portanto, o sistema em malha fechada é exponencialmente estável com taxa de
decaimento γ.
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Estabilidade D-Estabilidade

D−Estabilidade

Definição 2 (D−estabilidade)

O sistema linear invariante no tempo ẋ = Ax é D-estável sse todos os autovalores

de A pertencem a sub-região D ⊂ C do plano complexo.

Definição 3 (Região LMI)

Uma sub-região D do plano complexo é denominada de uma região LMI se

existem matrizes L = L′ e M tais que

D = {s ∈ C : L+ sM + s
∗
M

′
< 0}

em que s = σ + jω.

Exemplo de Regiões LMIs

1 Semi plano D = {s ∈ C : ℜ(s) < α}  L = 2α e M = 1;

2 Disco de raio r e centro em (−c, 0)  L =

[

−r c

c −r

]

e M =

[

0 1
0 0

]

3 Setor cônico com ângulo interno 2θ  L = 02×2 e M =

[

sin θ cos θ
− cos θ sin θ

]
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Estabilidade D-Estabilidade

D−Estabilidade

Teorema 2

O sistema ẋ = Ax é D−estável sse existe uma matriz simétrica definida positiva

P tal que

L⊗ P +M ⊗ (PA) +M
′ ⊗ (A′

P) < 0

Corolário 1

Seja D = D1 ∩ D2 ∩ . . . ∩ Dℓ a intersecção de regiões LMIs dadas, o sistema

ẋ = Ax é D−estável sse existe uma matriz simétrica definida positiva P tal que

Li ⊗ P +Mi ⊗ (PA) +M
′

i ⊗ (A′
P) < 0, i = 1, . . . , ℓ

em que Di = {s ∈ C : Li + sMi + s∗M ′

i < 0}, i = 1, . . . , ℓ.

❀ Para duas matrizes A e B, o produto de Kronecker é dado por

A⊗ B = [AijB]ij .
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Estabilidade D-Estabilidade

D−Estabilidade

Seja o sistema politópico

ẋ(t) = A(α)x(t) + B(α)u(t) (8)

em que

(A,B)(α) =

N
∑

i=1

αi (Ai ,Bi ).

Teorema 3

Para uma dada região LMI D ⊂ C
−, se existir uma matriz simétrica definida

positiva W = W ′ > 0 e uma matriz Z tais que as seguintes LMIs são fact́ıveis

L⊗W +M ⊗ (AiW + BiZ ) +M
′ ⊗ (WA

′

i + Z
′
B

′

i ) < 0, i = 1, . . . ,N

então o sistema (8) com o ganho de realimentação de estados K = ZW−1 é

D−estável.
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