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Abstract: The reconstruction of magnetic resonance
imaging (MRI) data can be a computationally
demanding task. Signal-to-noise ratio is also a
concern, specially in high-resolution imaging. Data
compression may be useful not only for reducing
reconstruction complexity and memory
requirements, but also for reducing noise, as it is
capable of eliminating spurious components. This
work proposes the use of SVD-based low-rank
approximation for the reconstruction and denoising
of MRI data. The Akaike information criterion is
used to estimate the appropriate model order. The
model order is used to remove noisy components and
to reduce the amount of data to be stored and
processed. The proposed method is evaluated using
in vivo MRI data. We present images reconstructed
using less than 20% of the original data size andith

a similar quality in terms of visual inspection. A
quantitative evaluation is also presented.
Palavras-chave: decomposicao em valores singulares;
aproximacao por matriz de baixo posto; ressonancia
magnética; reducdo de ruido em imagens médicas.

Introducéo

ruido [3]. Em sistemas de aquisi¢gdo com variosisana
SVD pode ser utilizado para compresséo dos dados da
bobinas, a fim de trabalhar com menos matrizesndeira

a reconstrucéo [5]. Aproximagdes baseadas em reduca
de ordem a partir de SVD podem ser aplicadas tanto
antes do processo de reconstrugcdo das imagens —
trabalhando com os dados no esplage-como depois

da reconstrucdo — lidando com as imagens e visando
reduzir a quantidade de memoria necessaria para 0
armazenamento.
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Figura 1: Processo de aquisi¢éo e reconstruciadiesd
de RMN.

Este artigo prop6e o uso da selecdo de ordem de
modelo, bem como da aproximac&o por matriz de baixo
posto, para reconstrucdo de dados de RMN, baseados
critério de informacdo de Akaike e decomposicdo por

A ressonancia magnética nuclear (RMN) de tecidos valores singulares. Usando a selecdo de ordem de
humanos vivos comegou na década de 1970. Por sermodelo, é possivel calcular o nimero de componentes
uma técnica muito recente, a RMN € uma area muito necessarios para representar os dados de RMN.,Entdo
proficua de pesquisa nos campos de engenhariauma aproximacio de valores singulares de baix® gost
biomédica e processamento de sinais [1]. O processo utilizada para reconstruir a imagem de RMN, a pédi

geral de aquisicdo e reconstrucédo de dados de RitéN e
ilustrado na Figura 1. A aquisicdo da imagem paxhe u
uma ou mais bobinas, diferentes sequéncias despelso
formatos de gradientes, sendo essa uma area deante
pesquisa e trabalho. Os dados adquiridos correspond
a transformada de Fourier da imageftk.k), que
também sdo chamados de dados no espadmagem

um namero menor de componentes. Com o intuito de
validar essa técnica, as reconstru¢gdes no domiaio d
imagem e no espag¢oséo avaliadas e comparadas por
meio da raz&o sinal-errgignal-to-error ratig ou SER)

e por inspecao visual. Os resultados aqui apredenta
foram originalmente apresentados ¢EE Workshop

on Engineering Applicationsrealizado em Bogota,

é obtida usando algoritmos de reconstru¢do, que Coldmbia, em maio de 2012 [6].

normalmente se baseiam na transformada inversa de

Fourier.
A decomposicdo em valores singularesndgular
value decompositigrou SVD) é uma técnica conhecida

Formulacdo Matematica

Nesta secdo s&do apresentados os fundamentos

de compresséo de dados [2], bem como de remog&o detedricos da reconstrucdo de imagens de RMN e da
ruido [3]. Algumas aplicages ja foram demonstradas decomposicdo em valores singulares.

para RMN em reconstrucéo de dados [4] e remocédo de
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Ressonancia magnética nuclea— O sinal de

reconstrucdo e, com isso, diminuir a quantidade de

ressonancia magnética adquirido em um dado instante dados a se trabalhar e armazenar.

no tempot corresponde a uma amostra da transformada
de FourierA(k,k,) da imagemA(x,y), a saber,

A(kx’ ky) = fx fy A(x’ y)e_jzn(kxx+kyy)dXdyv(1)
em que as coordenadas de Fourier sdo dadas por

¢
ﬁfo Gx(T)dT,
= %fot Gy (1)dr,

(2)
®3)

X

y

ondey € a razdo giromagnética (para o0s protons de
hidrogénioy = 42,57 MHz/T), e G(t) e G,(t) séo os
gradientes variantes no tempo ao longo dos eb@y,
respectivamente.

A imagem A(x,y) € reconstruida utilizando-se a
transformada inversa bidimensional de Fourier agdo
dek, e k,. Os dados no espakoséo valores digitais e
reconstruidos no computador. Assim, a imagem de
RMN reconstruida corresponde a uma matriz de dados
em escala de cinz4,

Decomposicdo em Valores  Singulares —
Considerando-se o sinal correspondente a imageen, qu
€ usualmente uma matriz de tamankopor N, &
possivel obter os seus valores e vetores singutlzes
acordo com:

A=USVT,
= Z?Izl O'iuiviHv

(4)
(5)

em queU é uma matrizM por M, S é uma matriz
diagonal M por N e V é uma matrizN por N.
Considerando que o posto da makigr e queM > N,
entdor < N. A equacao (4) descreve a decomposi¢éo de
A[7,8].

As colunas d&J sdo chamadas vetores singulares a
esquerda, 4§}, as linhas deV' correspondem aos
vetores singulares a direitay ] e os elementos da
matriz S sdo chamados de valores singulares. Além
disso, sy > 0 paral < K <r, enquanto que; =0
para (r+1) <i<N. Os valores singulares sao
organizados do maior para o menor. Com essa

Na matriz de valores singulares, é possivel
identificar a ordem do modelo e com isso aplicar um
algoritmo que trabalhe apenas com a informacdo
relevante a caracterizacdo do sinal e, dessa forma,
propicie reducdo do nivel de ruido. O numero de
componentes a serem utilizados para reconstrucdo do
sinal foi definido a partir do critério de infornéas; de
Akaike (AIC) [9].

Critério de Informacéo de Akaike — O critério de
informacéo de Akaike é usado para selecionar o rmime
necessario de componentes que descreve um sinal sem
perda de informacdo. Ele € um critério matematico
baseado em teoria da informacdo, em que dentre um
determinado conjunto de candidatos de modelosqmara
dados, o modelo preferencial serd aquele que nzaimi
o valor de AIC, dado por:

AIC = 2k — 2In(L), (6)
ondek € o numero de parametros do modelo estatistico
e L é o valor maximizado da fungdo de verossimilhanca
para o modelo estimado [9,10].

Na analise proposta, o nimero AIC é calculado de
acordo com [11]:

AIC = —N-(M—m)-log(%) +m-(2M —m), (7)

em queM e N correspondem ao tamanho da imagem,

€ 0 numero de componentes selecionados — logo o
valor que deve ser encontrado de forma a mininazar
expressdo —g(m) € a média geométrica dosmenores
autovalores dos dadosaém) é a média aritmética dos
menores autovalores. Note que o quadrado dos sgalore
singulares correspondem aos autovalores utilizados

na equacéo (7).

Depois de encontrar o valor de que minimiza a
equagdo (7), é possivel encontrar a ordem do madelo
qual fornecera o numero minimo de componentes que
corretamente representam o sinal. 1sso possibilita
descartar as outras componentes, que passam a ser
considerados ruidosas.

Aplicacdo da Selecdo de Ordem para a

formulacdo, os valores singulares que apresentam osaproximagéo do Sinal por Valores Singulares- Apos
menores indices sdo aqueles que correspondem aosencontrar a ordem do modelo que descreve o sinal, é

componentes mais importantes do sinal. Portanto, é
possivel aplicar um algoritmo para descobrir amrde
modelo que representa esse sinal, possibilitardiazite

0 numero de componentes das matrides e V, mas
obtendo os dados sem perdas de informacdo emaelaca
ao conjunto original e, possivelmente, reduzindove!

de ruido [8].

Modelo Proposto

O modelo proposto visa 0 uso de esquemas de
decomposicdo baseados nas estatisticas do simabpar

reducdo dos elementos nas matrizes usadas na
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possivel reduzir as matrizes dos valores singukaidss
vetores singulares, selecionando apenas os elemento
gue corretamente descrevem o sinal. Para uma rAatriz
de tamanhavl por N, inicialmente descrita na equacdo
(4) — em queJyxm, Suxn € Vxny —, entéo, se a ordem
do modelo é dada pob (1 <D <min(M,N)), é
possivel utilizar apenas d3 valores singulares mais
altos e os primeiro® vetores singulares a direita e a
esquerda para representar o conjunto original desda
Assim:

A = Uss_gVSD,
D H
i=1 OiUV;

(8)
(9)
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em queUs e Vs contém as primeira® colunas deJ e ,

i d i 4 iz di Xi (R k

linhas deV', respectivamente, 8 é a matriz diagonal SER(dB)= Zky Ziey ([Xic(kxkey)| ) (11)

com osD maiores valores singulares. Esse processo é
chamado de aproximagdo por matriz de baixo posto ou
truncamento por baixa ordem.

Métodos

Foram avaliadas as reconstrucdes de dados obtidos a

partir da selecao de ordem proposta, para conjurios
dominio da imagem e da frequéncia. As imagens abtid
foram comparadas qualitativa e quantitativamente, p
meio de inspecdo visual e razdo sinal-erro,
respectivamente.

Os dados de RMN usados neste trabalho foram
obtidos de http://shorty.usc.edu/class/591/fall@éhdo
a imagem apresentada na Figura 2 o resultado da

Zky Zhy(Xic(kxdey )~ A(kdey))

Quanto mais alto o valor da SER, melhor a qualidkde
reconstrucao.
Resultados

Depois de se aplicar a decomposicdo em valores
singulares no dominio da frequéncia e da imagem,
obtém-se os perfis dos valores singulares. A Figura
apresenta o perfil de valores singulares para léisarm
dominio da frequéncia. Os dois perfis sdo similares
variando apenas no valor de amplitude, devido ao us
de transformada ndo ortonormal. De acordo com esses
perfis, os valores singulares mais importantesosas0
primeiros. Entdo, por essa andlise simples, é \mssi

reconstrugdo usando todos os componentes das sua¥erificar que a matriz de valores singulares, alioente

matrizes de valores e vetores singulares. Para,tént

de tamanho 256x256, pode ser reduzida para 50x50,

necessario apenas aplicar uma transformada discretasem perdas significantes de informacdo. Essa reduca

bidimensional de Fourier inversa. Esse resultado fo
usado como referéncia para as analises realizadas.

Figura 2: Imagem tomada como referéncia, obtida pel
reconstrugdo usando todos os componentes da rdatriz
valores singulares.

Essa imagem corresponde a uma matriz complexa
256%256 que gera matrized, S e V de tamanho
256x256. Com o intuito de verificar a validade do
modelo proposto, ruido aleatério Gaussiano €
adicionado ao conjunto original de dados que esta n
dominio da frequéncia. Cabe ressaltar que esteéga
originalmente ruidosos, devido ao processo de &giois
e as heterogeneidades do canal. A seguir, a
decomposi¢cdo em valores singulares € aplicada, no
dominio da imagem e no dominio da frequéncia. A
adigdo de ruido proposta pode ser modelada como:

Xi(ku ky) = A (ke ky) + (ks ky), (10)

em quen(k,k,) corresponde a ruido Gaussiano aditivo
com variancias? =

O numero de valores singulares usado para a
reconstrucéo final é escolhido utilizando-se cécigtde
Akaike e inspecao visual.

Os resultados das reconstrucbes sdo analisados (i)
sob a 6tica qualitativa, em que se verificam visgte
as reconstrucdes e como elas se comportam condeelag
e referéncia (se ha novos artefatos, se as priacipa
caracteristicas da imagem estdo presentes, et€i), e
gquantitativamente, por meio da SER, calculada como:

1170

significa lidar com menos de um quinto dos dados da
matriz S original. Consequentementt), e V também
podem ser reduzidas, o que implicara em menos
operacdes matematicas e um menor uso de meméria de
armazenamento.

Perfil dos valores singulares
18000 T T T T

o H H
50

100 5 00 250
Ndmero de valores singulares

Figura 3: Perfil dos valores singulares para a
decomposicdo no dominio da frequéncia (espaco-

O erro quadratico médio (EQM) em funcdo do
namero de componentes para SVD no dominio da
frequéncia, é apresentado na Figura 4. Com 50
componentes, o0 EQM é proximo a —11 dB, o que é um
bom limite a ser utilizado nas reconstrugoes.

Erro de acordo com o nimero de componentes
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Figura 4: Erro quadratico médio em fungdo do nimero
de componentes, para andlise no espaco-

Ao se aplicar o critério da selecdo de Akaike no
dominio da frequéncia, o critério indica o menor
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namero de componentes a ser utilizado como sendo 30
Entdo, as matrized), S e V ficam com tamanhos
256x30, 30x30 e 256x30, respectivamente. A imagem
reconstruida utilizando esses 30 componentes parde s
vista na Figura 5(a), enquanto o erro da recorsrég

Os resultados apresentados na Tabela 1 mostram que
0 método se comporta quantitativamente bem, visto q
mesmo para pequenos nimeros de componentes, a SER
€ superior a 10dB. Ao se comparar os resultados do
truncamento no dominio da imagem e no espagot

apresentado na Figura 5(b). Embora a imagem de errotermos da raz&o sinal-erro, pode-se concluir quiuas

apresente elementos coerentes com a imagem doabordagens

cérebro, a SER dessa reconstrugdo é 18,8 dB, & que
um valor alto e indica que o processo foi realizado
corretamente.

(b)

Figura 5: Resultados obtidos utilizando a abordagem
AIC/SVD proposta e apenas 30 componentes, para o
dominio da frequéncia: (a) imagem reconstruida; (b)
erro residual, com relacdo a imagem de referéncia,
apresentada na Figura 2.

Aplicando o mesmo processo para os dados no
dominio da imagem, o AIC retorna como nimero
suficiente de componentes, 0 mesmo numero obtido na
analise anterior: 30. A imagem usando o truncamento

com 30 componentes da SVD é apresentado na Figura 6Figura 7:

Como esperado, os dois resultados sdo bem similares
sendo que a maior diferenca entre dois pixels das
imagens obtidas em ambas reconstrucdes’d pOque
pode ser considerado erro de quantiza¢do. Desse, mod
os dois resultados podem ser considerados idénticos

Figura 6: Imagem reconstruida utilizando a aboroage
AIC/SVD proposta, para o dominio da imagem.

Na Figura 7, sdo apresentadas as reconstrucdes nos

dois dominios, utilizando-se apenas 10 componentes.
Vé-se que ambos processos apresentam resultades rui
e 0 processo de remocédo de ruido nao é muito rtfcie
Nesse caso, dados significativos séo interpretadio®
ruido e sdo removidos no truncamento. Com isso, a
imagem de erro € muito coerente com a imagem
original, o que indica que importantes componentes
foram descartadas.
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sdo idénticos. Logo, € equivalente
implementar o algoritmo no dominio da imagem ou no
espaco-k, isto é, antes da reconstrucdo. Esse é um
resultado importante, pois permite que os dadaaTse]
reconstruidos a partir de um conjunto de dados meno
implicando assim em um menor custo computacional,
sem diferencas na qualidade da reconstrucéo.

(©) (d)

Imagens obtidas utilizando apenas 10
componentes das matrizes da SVD: (a) reconstrugsio d
dados com o processamento no espacod)
reconstrucdo com o processamento no dominio da
imagem; (c) erro entre a reconstrucao no espaEG
imagem de referéncia; e (d) erro entre o resul@dalo
processamento no dominio da imagem e a referéncia.

Tabela 1: Raz8es sinal-erro (em dB) para recorgic
no dominio da frequéncia (DF) e dominio da imagem
(DI), além do erro quadratico médio para diferentes
nimeros de componentes.

NUmero de SERye SERp, EQM
componentes (dB) (dB) (dB)
10 13,4 13,4 -6,7
31 19,0 19,0 -9,5
55 22,4 22,4 -11,2
79 24,9 24,9 -12,5
88 25,8 25,8 -12,9
97 26,7 26,7 -13,3
109 27,9 27,9 -13,9
118 28,8 28,8 -14,4
124 29,4 29,4 -14,7
130 30,1 30,1 -15,0
Usando o AIC para selecionar o numero de

componentes (30), a SER é de 18,8 dB, 0 que € um
resultado aceitavel. Entretanto, quando o esforco
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computacional ndo € um problema, pode-se aumentar aespacgds, visto que os resultados apresentados séo
SER usando-se um numero maior de componentes, idénticos tanto para a analise qualitativa comaa par

como, por exemplo, 128 (isto é, 50% dos dados
originais). Isso resultaria em matrizes maiores,
entretanto a SER subiria para 29,8 dB.

Realizando uma andlise qualitativa, é possivel
identificar o ponto aproximado em que a reconstruca
se torna visualmente similar a referéncia e aqaele

guantitativa. Desse modo, é viavel e recomendado
utilizar o processo ainda no espdgadsto €, antes da
reconstrucdo, possibilitando assim reduzir o custo
computacional deste procedimento.
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uso de memoria vs numero de componentes

80|

60|

40|

uso de memoria (%)

—Quantidade restante de informagao %

OK — Visual

20 ® Nao OK - Visual

/ ! === Tamanho Maximo
GD 5‘0 160 15‘\0 200 EE‘vD 300
numero de componentes
Figura 8: Quantidade de memoria de

armazenamento para os dados reconstruidos de acordo

com o numero de componentes utilizados no processo.

Por fim, também se verificou a quantidade de
memdria requerida para armazenamento dos dados
utiizando a reconstrucdo proposta, visto que essa
abordagem é comumente utilizada para compressédo de
dados. Usando o AIC, o processo de reconstrucdo usa
11,7% da memoria usada para a reconstrugdo com o
conjunto completo de dados. Entretanto, como citado
anteriormente, a reconstru¢cdo usando a metodologia
proposta se mostra similar a imagem de referéncia,
obtida sem descartar componentes. Portanto, além de
reduzir as componentes ruidosas, 0 uso da
decomposicao por valores singulares e selecaoddaor
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