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... 7.3 - Projeto LGR digital 
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Especificação        →     Plano z

ess 2%    »spec2_z(0.5,1.8,10,1)

z0



... 7.3 - Projeto LGR digital - P 
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»spec_z(0.5,1.8,10,1)



... 7.3 - Projeto LGR digital – Avanço 

CDig2-ENE/UnB 4D(z)z=1 = 7.2797*(1-.83) = 1.2375  OK!



... 7.3 - Projeto LGR digital –Avanço 2
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D(z)z=1 = 7.1671*(1-0.9048) = 0.6823  NOK!



... 7.3 - Projeto LGR digital –Avanço 3
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D(z)z=1 = 6.1*(1-0.93) = 0.4668  NOK!



... 7.3 - Projeto LGR digital –Av-Atr
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D(z)z=1 = 6.2319*(1-.93)*(1-.9)/((1-0.0853)*(1-.96)) = 1.1923  OK!



... 7.3 - Projeto LGR digital –PI
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Instável  NOK!



... 7.3 - Projeto LGR digital –PID (1-ze)2
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D(z)z=1 → infinito => ess = 0, para a rampa!                  Rejeita perturbações constantes!



... 7.3 - Projeto LGR digital –PID

CDig-ENE/UnB 10
D(z)z=1 → infinito => ess = 0, para a rampa!                  Rejeita perturbações constantes!



... 7.3 - Projeto LGR digital –PID causal

11
Realizável!   U/E =Kp(1-z1.z-1)(1-z2.z-1)/(1-z-1) -> U(1-z-1) = E Kp{1-(z1+z2).z-1+z1.z2.z^-2}



7.4 Métodos no Domíno da Frequência
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Critério de Estabilidade de Nyquist
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Exemplo - Estabilidade via Nyquist (s)
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Exemplo - Estabilidade via Nyquist (z)
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Exemplo - Estabilidade via Nyquist
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Exemplo - Estabilidade via Nyquist
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Exemplo
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Polos sobre o círculo unitário

>nyquist(G)



Exemplo
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Exemplo
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Polos sobre o círculo unitário

|A|=8.1639 db = 2.5597               |B|       |C|    |G|    

                                                                               |H|           

/A                                              /B          /C/D                                B’     C’ 
                 A’                   H’           
                                       G’             
                                                                         F’    
                        

|D||E||F|   
       

/E      

/F/G    /H 
          

                                         E’

D’     

        N=1    

                            N=2 
              

        N=0    

                                   
    

-1/K= 
-2.5597

w=0 rad/s

Estável para 0 < K < 0,3907

K= 0,3                                          K=0.4
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 ↑ ωBP  =>  ↓ tempos tr, ts, tp 

Especificações no domínio- ω (Sistema Contínuo)

Banda Passante: -3 dB

G(s)

  

  KG(s)
-----------
1+KG(s)

w → 0
w → inf
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 ↑ ωBP  =>  ↓ tempos tr, ts, tp 

Especificações no domínio- ω (Sistema Discreto)

Banda Passante: -3 dB

G(s)

  

  KG(s)
-----------
1+KG(s)

w → 0
w → pi/T
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Especificações no domínio- ω
Margem de Ganho MG e Margem de Fase MF
O que “falta” para em o sistema fique instável
        GM|G(jωF)|=1      /G(jωG) + ΦM =180º
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 MF ~ 100ζ 

Especificações no domínio- ω
Margem de Fase x Fator de amortecimento
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Sistemas com atraso de transporte no domínio- ω
g1=zpk([-2],[0 -10 -10 -100],20000); g2.InputDelay=.1; (G3(s)e-0.1s)        g3=c2d(g2,0.02)    

step(feedback(g1,1)) step(feedback(g2,1))
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Especificações no domínio- ω
Erro em Regime Permanentes: Kp
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Erro em Regime Permanentes: Kv

Metodo 2 - ω0 |G(jω0)| 

Método 1 – prolongamento da assintota

Mas, só temos 
o Diagr. Bode!!
   (dB, º, w)
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Erro em Regime Permanentes: Ka

Metodo 2 - ω0
2

 |G(jω0)| 

Método 1 – prolongamento da assintota
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Exercício: Controle P
Considere a resposta em frequência G(jω) 
de dois sistemas que tem um polo no SPD. 

Para (I) e (II):

a) Esboce os diagramas de Nyquist 
correspondentes. 

b) Em malha fechada, quais valores de 
K , – ∞  < K < ∞ , produzem respostas 
estáveis?

c) Para quais valores de K se tem a 
maior margem de fase possível?

d) Nas condições do item c), qual o 
erro em regime permanente para um 
degrau de referência.

e) Para quais valores de K o erro em 
regime permanente para um degrau de 
referência é ess ≤ 0,01.
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Compensador PI
Muito utilizado 

s→∞,  K db

3dB

 z

-45°
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Metodologia
Projeto PI

 1 . Buscar a fase 
especificada em ωF

 

 2. Buscar o ajuste de 
ganho K → 0dB em ωF

 

 3. Posicionar ze = 
0.01ωF

 ( /D(j0.01ωF) = 0,8°)

                                         2.

3.

          

                                         1.
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Projeto PI (em s)
 Especificações:

     - MF ≥70°
      - max Kv

 A MF = 70° ocorre em ω = 932 rad/s
 → atenuar ganho 13,8 dB (0,2042)

 A posição do zero:

Quanto maior z → maior Kv

Para z = 0.1 ωC  => MF -5.73°      nOK

Para z = 0.01 ωC  => MF -0,825°  OK
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Projeto PI (em s)
 Especificações:

     - MF ≥70°
      - max Kv

MA→ Instável

MF→ Estável
Zoom no atraso



8 - Controle no Espaço-de-Estados
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Notação:



Controle no Espaço-de-Estados
 Modelo Discreto Equivalente
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







uy

u
EstadosdeEq

JHx

GFxx
.

Solução Homogênea

(Exponencial da Matriz)



Propriedades – Exponencial da Matriz
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Solução Completa
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Para um período de amostragem:

ZOH:



Solução Completa
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ZOH:

Definindo:

Espaço de Estados Discreto 
Equivalente ZOH



Exemplo EE
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Cálculo das Matrizes
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onde



Cálculo das Matrizes
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onde



Exemplo: Função de Transferência

CDig-ENE/UnB 44



Controle no Espaço de Estados

Projeto direto - Emulação (em ”s”)
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uy

u

JHx

GFxx




ZOH

Onde:

> sysC = ss(F,G,H,J)

> sysD = c2d(sysC,T)

> [sysD.A, sysD.B, sysD.C, sysD.C]



• Realimentação de Estados

Projeto da Lei de Controle
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Eq. característica

Eq. Característica desejada
→ igualar potências



Exemplo
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Equação característica desejada:



Utilizando a forma canônica controlável
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Possíveis componentes de um sistema

Subsistemas
- Controlável e Observável
- Não controlável, Observável
- Controlável, Não observável
- Não Controlável e Não Observável

Função de Transferência 

          Y(z)/U(z) = Sco    (pólos)

Autovalores consideram

      Sco, Sno, Scn, Snn    (estabilidade)
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Controlabilidade

• Em malha aberta

CDig-ENE/UnB 50

Na forma canônica de Jordan (pólos distintos)

Controlabilidade → Nenhum Gi pode ser nulo



Posicionamento de pólos CACSD

• Para s e para z 
>> place
>> acker

Fórmula de Ackermann (1972), SISO, até n=10, pólos repetidos
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Matriz de controlabilidade

Eq. Carcterística desejada



Posicionamento de pólos CACSD

• Place (Kautsky, Nichols & Von Dooren, 1985)
MIMO, ordem elevada, não aceita pólos repetidos
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Exemplo: antena 1/s2



Observabilidade

• Também via Fórmula de Ackermann» Lp’=acker(Phi’, H’, pe)

                                                          erro de observação (estimação)
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Matriz de Observabilidade

Eq. Car. desejada



Exemplo: Processo Massa-Mola-Amortecedor 
       (4ª ordem)
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Ex. Processo de 4ª ordem
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Cont.
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Cont.
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a)



Resposta à condição inicial
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Simulação EE
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 acker(gd.a,gd.b,[.9 .9 .9 .9])
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2
acker(gd.a,gd.b,[.9+.05i .9-.05i .8+.4i .8-.4i])

 

 

u
d

u
d

Step 2

Scope 2

Gain 7

.968

Gain 6

.568

Gain 5

-.249

Gain 4

-.458

Discrete State -Space 2

y(n)=Cx(n)+Du(n)
x(n+1)=Ax(n)+Bu(n)

Add 1



LGR Contínuo
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LGR Discreto
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Projeto do Observador de Estados 
(Estimador)
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


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EstadosdeçãoRealimenta
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kyinclusiveusacorrenteestimativakx



Controle no Espaço-de-Estados
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               .            ..
y(t) →der. y(t)→der. y(t)…
                                             => amplifica o ruído
y(k) →dif. y(k-1)→dif. y(k-2)...

Estimador em Malha Aberta Observador de Estados



Princípio da Separabilidade

• Projetar o controlador como se as variáveis de 
estados estivessem disponíveis

• Projetar o observador como se não fosse utilizar 
realimentação de estados

→Realimentar as variáveis estimadas

Assintóticamente 
“O observador não é observável” 
(não aparece na função de transferência)

xx ˆ
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Princípio da Separabilidade:   
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Observador 
de Estados

5s  +6s+72

s  +2s  +3s+43 2

G(s)

1
s

x3

1
s

x2

1
s

x1

Scope1

Scope
Ref.

Pert.
Nb

-K-

L3

-K-

L2

-K-

L1

-K-

K3

-K-

K2

-K-

K1

5

6

7

3

2

u

y

x1

x2

x3

FCO1

u

y

x1

x2

x3

FCO

u

y

x1

x2

x3

FCC1

4

y _est

y _est

u

u

u

e

y

x1

x3

x2

O observador de estados
pode utilizar diferentes
representações do processo!!

Processo
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Observador 
de Estados

5s  +6s+72

s  +2s  +3s+43 2

G(s)

Processo

A saída estimada (y_est ) 
segue a saída real (y)

...   bem como os estados.
apesar de Condições Iniciais distintas!!

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-1

0

1

2

3

4

5

 

 

r

y
yest

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-0.6

-0.4
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0
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

 

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-0.5

0

0.5

1

1.5

 

 

x1

x1est

x2

x2__est

x3

x3__est

CDin14 - 67Complementos - Controle Dinâmico – ENE/UnB Prof. Adolfo Bauchspiess



Observador 
de Estados

5s  +6s+72

s  +2s  +3s+43 2

G(s)

Processo

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.2

0.4

0.6
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1

 

 
r
y
y
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x2
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x1
x1__est

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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0

0.5

1

 

 
x3
x3__est

A saída estimada (y_est ) 
segue a saída real (y)

...   apesar de as variáveis de estado 
estimadas serem distintas das reais!!
(representações distintas)
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Fator de Ajuste de Ganho, Nb
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ssMF=ss(A-B*K,B,C,D,T);gf=tf(ssMF);
Nb=sum(gf.den{1}(1,:))/sum(gf.num{1}(1,:))



Posicionamento dos Pólos no EE

• Teoricamente seria possível posicionar os pólos no EE de 
forma arbitrária

• Prática – alterações substanciais da dinâmica do processo 
levam à saturação do atuador

• Considerar os zeros!! (cancelar polos...)

Projeto do Observador
>>Lp=acker(Phi’,H’,[polose])’
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Exemplo

5s  +6s+72

s  +2s  +3s+43 2

G(s)

% Forma Canônica Controlável
A=[0 1 0;0 0 1;-4 -3 -2];
B=[0;0;1];C=[7 6 5];D=0;

Em malha aberta:
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Pole-Zero Map

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

%Projeto 1
p=-10; o=3*p; K=acker(A,B,[p,-.6-1.02i,-.6+1.02i])

%Projeto 2
p=-10; o=3*p;  K=acker(A,B,[p,p,p])
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Eqs. do Sistema Completo
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Função de Transferência em MF

 

 

b

b

x

b

xx

BNBKAsIC
sR

sY

BN

LCAsI

LCAsIBKBKAsIBKAsI
C

sR

sY

e

x
Cy

w
F

F
r

BN

e

x

LCA

BKBKA

e

x

1

1

111

)(
)(

)(

0)(0

)()()(
0

)(

)(

0

0)(0

)(































































































A dinâmica do observador  não 
aparece na F.T. !!
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Canal Integral
Para compensar
- Perturbações
- Modelamento inexato (inclusive p/ sistemas não-lineares)
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Sistema Aumentado
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Código:
%Projeto 2 - Canal Integral - Sistema Aumentado
 Aa=[1 -C;       % xi=x1
    0 A(1,:);
    0 A(2,:);
    0 A(3,:)]
Ba=[0;B];
Ca=[0 C];

Ka=acker(Aa,Ba,[p,p,p,10*p])
Ki=-Ka(1),K=Ka(2:4),
L=acker(A',C',[o,o,o])';
Nb=0;

 
%Projeto 3 - Canal PI - Sistema Aumentado
Aa=[A(1,:) 0
    A(2,:) 0
    A(3,:) 0
     -C     0]  %xi= x4
Ba=[B; 0];
Ca=[C  0];
 
Ka=acker(Aa,Ba,[p,-.6-1.0198i,-.6+1.0198i,p]) 
Ki=-Ka(4),K=Ka(1:3),
 
L=acker(A',C',[o,o,o])';
Nb=-Ki/p; % Zero do canal PI cancela um polo

% Controle EE com observador
g=tf([5 6 7],[1 2 3 4])
 
% Forma Canonica Controlavel
A=[0 1 0;0 0 1;-4 -3 -2];
B=[0;0;1];C=[7 6 5];D=0;
 
%Polos MF - controlador e observador
p=-1; o=10*p;
 
K=acker(A,B,[p,-.6-1.02i,-.6+1.02i])
L=acker(A',C',[o,o,o]);L=L'
 
ssMF=ss(A-B*K,B,C,D);gf=tf(ssMF);
Nb=gf.den{1}(1,4)/gf.num{1}(1,4)
 

xi:
O que importa é a topologia!

Tanto faz se xi=x1 ou xi=x4. 



Canal Proporcional-Integral do erro

- Canal  Proporcional torna o sistema mais rápido
- Cancelamento de um pólo (via zero de (sNb+Ki)/s)
  permite não aumentar a ordem em M.F.
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Anti-Windup do Canal Integral
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Controle EE – 
Processo de Nivel 2ª ordem

Ponto de Operação !
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Controle EE – PI
Processo de Nivel 2ª ordem
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Sistema de 
nível de líquidos 
- LARA/UnB
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Controle EE – PI
Processo de Nivel 2ª ordem
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Controle EE – PI – Anti-Windup
Processo de Nivel 2ª ordem
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Controle EE – PI – Anti-Windup
Processo de Nivel 2ª ordem
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Observador de Perturbações
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Observador de Perturbações Constantes

- Projeto aumentado do Observador
- Canal integral não aparece na F.T.
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Canal Integral comoObservador de Perturbações



Observador de Perturbações Constantes
- Sistema de 1ª ordem

- Y(s)/R(s) = 2/(s+2)
- Canal integral não aparece na F.T.



Observador de Perturbações

- Projeto aumentado do Observador
- Canal integral não aparece na F.T.
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Observador de Perturbações
- Perturbações em degrau, rampa e senoidal
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Observador de Perturbações 

- Projeto aumentado do Observador
- Não aparece na F.T.
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..

Constantes 
(por partes)

Rampa

Senóide



Observador de Perturbações
- Referência (1,0 em 100 s)
- Perturbação 0.3*sen(0.5t), degrau (0,2 em 140 s), rampa (0,01 em 400 s)
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Ex:Projeto de Controlador EE
g=tf([5 6 7],[1 2 3 4]) % Função de Transferência do Processo 

%     (b2s2+b1s+b0)/(s3+a2s2+a1s+a0)

% EE na Forma Canônica Controlável (Fórmula de Mason)
A=[0 1 0;0 0 1;-4 -3 -2];B=[0;0;1];C=[7 6 5];D=0;
 
% Especificação da dinâmica EE:
% polinômio característico desejado em Malha Fechada ã(s)=(s-p)^3; 
% dinâmica do observador Δ(s)=(s-o)^3
p=-1; o=3*p; 
 
K=acker(A,B,[p,p,p]) % resolve det(sI – A + BK) = ã(s)
K=acker(A,B,[p,-.6-1.0198i,-.6+1.0198i]) % cancelamento dos zeros do processo 

% (redução de ordem!)
 
L=acker(A',C',[o,o,o])’; % resolve det(sI – A + LC) = Δ(s)

ssMF=ss(A-B*K,B,C,D)
gf=tf(ssMF) % função de transferência malha fechada
Nb=gf.den{1}(1,4)/gf.num{1}(1,4) % fator de ajuste de ganho ã0/b0



Ex:Projeto de Controlador EE



Ex: Projeto de Controlador EE – canal PI

g=tf([5 6 7],[1 2 3 4])            % Processo (b2s2+b1s+b0)/(s3+a2s2+a1s+a0) = b(s)/a(s)

A=[0 1 0;0 0 1;-4 -3 -2];B=[0;0;1];C=[7 6 5];D=0;             % FCC

% Sistema aumentado com xi  ,nova variável de estado integra  o erro (r-y)
Aa=[A(1,:) 0    % x1

        A(2,:) 0    % x2

        A(3,:) 0    % x3

         -C     0]   % xi

Ba=[B; 0];
Ca=[C  0];
 
p=-1; o=3*p; % Especificação da dinâmica EE
Ka=acker(Aa,Ba,[p,p,p,p]) % resolve det(sI – Aa + BaKa) = ãa(s)
Ki=-Ka(4),K=Ka(1:3), % xi não tem realimentação negativa como x1, x2, x3. Trocar sinal!

L=acker(A',C',[o,o,o]);L=L’ % resolve det(sI – A + LC) = Δ(s), não precisa observar xi!
  
Nb=-Ki/p; % Canal Proporcional à Referência e Integral do Erro

% (sNb + Ki)/s   tem zero em –Ki/Nb       que cancela um polo de ãa(s)



Ex:Projeto de Controlador EE – canal PI



g=tf([5 6 7],[1 2 3 4]) % Processo (b2s2+b1s+b0)/(s3+a2s2+a1s+a0)

A=[0 1 0;0 0 1;-4 -3 -2];B=[0;0;1];
C=[7 6 5];D=0; % FCC

K=acker(A,B,[p,p,p]) % Controlador por realimentação de Estados
%  det(sI – A + BK) = ã(s)

ssMF=ss(A-B*K,B,C,D); gf=tf(ssMF);
Nb=gf.den{1}(1,4)/gf.num{1}(1,4); % Fator de ajuste de Ganhao

% Observador aumentado com xi ,nova variável de estado integra  o erro (y-ŷ)
Ac=0; Cc=1; % Modelo do Integrador – Obs. Pert. Constantes
Aa=[A     B;
    0 0 0 Ac];
Ba=[B;0]; Ca=[C 0];
 
L=acker(Aa',Ca',[o,o,o,o])'; % Resolve det(sI – Aa + LaCa) = Δa(s)
Lc=L(4); % Ganho do Observador de Estados e Perturbações

 

Ex: Projeto de Controlador EE com 
 Observador de Perturbações Constantes



Ex: Projeto de Controlador EE com 
 Observador de Perturbações Constantes



g=tf([5 6 7],[1 2 3 4])                                                           % Processo (b2s2+b1s+b0)/(s3+a2s2+a1s+a0)

A=[0 1 0;0 0 1;-4 -3 -2];B=[0;0;1];C=[7 6 5];D=0;

K=acker(A,B,[p,p,p])                                                           % Controlador por realimentação de Estados
ssMF=ss(A-B*K,B,C,D); gf=tf(ssMF);
Nb=gf.den{1}(1,4)/gf.num{1}(1,4);                % Fator de ajuste de Ganhao

% Observador aumentado com xc , xs2 , xs2 , novas variáveis do obsevador integram  o erro (y-ŷ)

Ac=0; Cc=1;                                             % Modelo do Obs. Pert. Constantes (Integrador)

As=[0          1;
       -w0^2 0];
Cs=[1         0];                                            % Modelo do Obs. Pert. Senoidais
 
Aa=[A     B*Cc B*Cs;                                                          % [x1, x2, x3]T 

    0 0 0  Ac   0 0;               % xc 

    [0 0 0 0;0 0 0 0]   As];                                            % [xs1 , xs2]T
 

Ba=[B;0;0;0]; Ca=[C 0 0 0];

L=acker(Aa',Ca',[o,o,o,.3*o,.3*o,.3*o])’; % Resolve det(sI – Aa + LaCa) = Δa(s)

Lc=L(4);Ls1=L(5);Ls2=L(6);                                          % Ganhos do Observadores de Perturbações

Ex: Projeto de Controlador EE com 
 Obs. de Pert. Constantes e Senoidais



Ex: Projeto de Controlador EE com 
 Obs. de Pert. Constantes e Senoidais

Princípio da Separabilidade



Ex: Projeto de Controlador EE com 
 Obs. de Pert. Constantes e Senoidais



Comparação de Rejeição de Perturbações 
Controlador aumentado x Observador aumentado



Seguimento de Referência 
Controlador aumentado x Observador aumentado



Comparação de Rejeição de Perturbações 
Controlador aumentado x Observador aumentado



Exercício Extra 7
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Considere o seguinte circuito,  com C1=2 µF; C2=1 µF; R1=R2=R3=R5=R6=R7=10 kΩ; R4=30 kΩ.

 Mostre que 

.
• Derive uma representação deste sistema no espaço de estados. Variáveis de estado relativas a Va(s) e Vo(s).
• Verifique se o sistema completo é observável.
• Verifique se o sistema completo é controlável.
• Simule o circuito e comente sobre os sinais obtidos.



Exercício Extra 8
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      Considere o controle de um processo de nível de líquido de 2ª ordem em um determinado 
ponto de operação, onde as variáveis de estado x1 e x2 correspondem aos níveis do 1º e do 2º 

tanque. O sinal de entrada u é uma vazão em cm3/s e a saída é o nível x1 em cm. 

      Para lidar com perturbações, erros de modelo e apresentar uma resposta rápida sem 
oscilação deve ser projetado nesta questão um controlador por realimentação de estados com 
canal integral. Em malha fechada o sistema deve apresentar a função de transferência do 
modelo de referência indicado abaixo (bloco azul).

• Obtenha, utilizando x1 e x2 indicados, a representação do processo no EE: 

• Calcule L1 e L2 de tal forma que a equação característica do observador seja s2 + 20s + 100.
• Obtenha as matrizes Aa e Ba do sistema aumentado que permitem projetar uma 

realimentação de estados com canal integral |sI - Aa + BaK| (Kp = 0, por enquanto).
• Calcule K=

.

• Acrescente um canal proporcional (Kp) que reduza o sistema em MF a 3/(s+3). 
• Simule o processo.                                                                            

Sistema aumentado:
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