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Lugar Geométrico das Raizes - LGR

Root Locus Editor for Open Loop 1(OL1)
25 I ] As raizes da equagdo caracteristica

em funcdo de um parametro (K)

/!
R(s) _ E(s) 1 C(s)

s(s2 +a;s+ag)

Controlador Processo
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Poles

Step response

LGR

* Aresposta ¢
funcao dos
polos 0<t<l
dominantes
(mais lentos)

y~r
— ou

aproximacao
de 2% ordem! oo
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Especificacoes de Projeto
dominio-t & dominio s
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Especificacoes:t © s sen

Aproximacao para uma

0.5 o

dindmica dominante de 2% ordem (0 = {w ):

0
-Tempo de acomodacao (2%) t_=4/a,
-Tempo de subida t (10-90%) = 1,8/w , 05
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Representacao vetorial
de numeros complexos:

Plano s

Jjo
s-plane
a.s= o+ jw 1O
] M
b. (s + a); ) b
C. representacao ¢
alternativa de (s + a);
d' (S + 7)|s—>5 +j2
(a)
Plano s
Jjo
s-plane 4
Jjo /
\_/M l el
—a c

(0

Plano s

Jjo
i
s-plane
JO -
» O
ota
(b)
Plano s
Jjo
i
s-plane
2F
—O/ ' > O
=7 5

(d)
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Representacao Vetorial
de Numeros Complexos

(s+1)
(s+2)

Fa)

-3 -2 -1

-~ j3  s-plane

. [] zerolengths -

[TiGs+ 2]
=1

i=

[] pole lengths -

I|(5 +p;)|

j=1

# = > zeroangles — > pole angles

i=1

= ZZ(S +z;) — ZZ(.‘&' +p;)
j=1
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Funcao complexa de um vetor

Jj@
M/ 60=0,217/£-114,3°
4 j4
s +1 -~ j3  s-plane
s(s+2) gm—34 jd . i
N\

(s + 1)
(s +2) \\jl
;( ), = O

I
-3 -2 -1 0
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LGR - Sistema em Malha Fechada

Funcao de
Transferéncia

sinal do canal direto
Entrada atuante Saida

Ris) + E (s) C(s)
—>®—> KG(s) -

)
R(s) KG(s) C(s)
1+ KG(s)H(s)
H(s) |«
Funcao de
Transferéncia
da retroacao
() (b)
Sistema em Malha Fechada Func¢ao de Transferéncia Equivalente
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Quais pontos no plano s podem ser LGR?

KGl(s)

T(s) =+
1+ KG(s)H(s) | mm)  Eq. Caracteristica

KG(s)H(s) = =1 = 1£(2k + 1)180° k =0,41,42 43 ...

KG(s)H(s)| = 1 m) Condic¢io de Modulo

ZKG(s)H(s) = 2k + 1)180° | mm) Condicdo de Fase
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Regr ra tracar o LGR

Equacao caracteristica em MF :

KG(s)| =1
LKG(s)=180"+360'/

a(s)

1+KG(S)=OOM1+K@=O :LGR{

1.  Desenhar no plano s os polos x € zeros o
- Os segmentos do LGR comegam nos polos

Jeo

e terminam nos zeros de MA |

s-plane

(02

1)

K =0=a(s)+ Kb(s) =0 ¢ satisfeita p/ a(s) =0
K =0 =a(s)+ Kb(s) =0 é satisfeita p/ b(s) =0
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Regr ra tracar o LGR

Parte real do LGR:
a esquerda de um nuimero 1mpar de polos mais zeros reais

angulos de polos ou zeros complexos conjugados se cancelam
(condicao de fase)

jo A
A

s-plane S—p] ane
O % X -0 —e O ) X @
-3 -2 -1 P 4 P3 p2
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Regr ra tracar o LGR n

3. Assintotas para K — o (1 + KG(s)=0)

Root Locus Editor for Open Loop 1(OL1) Root Locus Editor for Open Loop 1(OL1)
2.5 ; ; | . T T 25
2t 20|
151 15|
1L 10 L
0510 5|
B2} (%)
< 3
L e L e i
g =2 0 mof
E E
051 5L
1L -10 |
-1.5¢ -151
21 -20 |
-25 I I I I I I I I I -25 I I I I I I I I I
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10
Real Axis Real Axis

- De uma posi¢ao bem longe da origem:
m zeros cancelam m polos e restam n-m polos (assintotas)

E%mPVLﬁrHW 9‘%51%?6“%%11%91%?miil%lcl)ﬁcgl\:l E@%@-BLEW?‘C PAl%PIf\%(ET ﬁoulgpt?g]isepslgss 14/45



Regr ra tracar o LGR n

3. Assintotas para K — o (1 + KG(s)=0)

G(s) = b(s)/a(s)=-1/K — 0

Dois casos
a) G(s) =0 se b(s) = 0 (ramos terminam nos zeros)

m m-1
b)1_|_Kb(S) 0 1+k5 +b,s 1+"'+b’”=0
a(s) s"+as"" +..+a,

Sistema fisico n > m G(s) — 0 se s — o©
(n-m)polosem s = a
- De uma posi¢ao bem longe da origem
m zeros cancelam m polos e restam n-m polos
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Regr ra tracar o LGR n

Para s, = Re’? do LGR com R bem grande (n-m)g, =180° +360°/

180° +360°/

n—m

@

Ha (n - m) assintotas radiais com angulos
[=0,£1,£2,...(oul=0,1, 2, ... n-m-1)

por exemplo n-m=3 — ¢, =060",180"¢ 300°
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Regr ra tracar o LGR n

1

- Centroide: s"+ais"T . +a,=(+p)s+py).(s+p,)

l

Soma dos pdlos a; = zpj, e soma dos zeros b, = zz-;

b(s)

a(s)

1

1+ K +ota, +KGE" +bs" " . +b )=0

=0=s" +a;s""

se m < n—1— 2p, independe de K

— ¢ a soma dos polos (tanto em MA como em MF!)

r, — raizes da eq. Caracteristica: polos— o +
pOlos—zeros
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Regr ra tracar

r, —raizes da eq. Caracteristica

alguns polos — oo; 0s demais polos — zeros

E = (n- m)a+z Ep]

MF

Pi— 2 Z;
Centroide o = -z /

n—m

iy s

251

-1.5¢1

251

L

R

n

Root Locus Editor for Open Loop 1(OL1)

1

Cs(s? +25+2)

a

@, = 60° 180° ,300°.

_2.
37
15

-1 —0.5
Real Axis

0

0.5
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Regr ra tracar o LGR n

4 - Angulos de chegada (o) e partida (x)

Ponto bem préximo ao pélo: Ezpi - 2¢j =180" +360°/
Bpare = Ewi - E¢f ~180° -360°/

J# part

onde Ez/Ji — somatorio dos angulos dos zeros

Eq)j — somatorio dos dangulos dos demais polos

J# part
Angulo de partida, de g polos: 9P par = E% - E ¢; —180" -360"/
J# part
Angulo de chegada, em q zeros: QY cheg = E P - y; +180° +360°/

[=cheg
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Regr ra tracar o LGR n

Utilizar pontos de teste “bem” proximo aos zeros (o) e aos poélos (x)

s-plane s-plane

& a

Y
Y

-61+02+63 -04-05+05=(2k+ 1)180 \ -1 +l2+603 —64—-05+0g=(2k+ 1)180

63 (@ 3 (b)
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Regr

Ex: Angulos de partida (x)

Ris) +

_—

X)—

|

. 1
—6) — 6y +63 — 6y = —6; — 90° + tan I(T) — tan '(3

K(s+2)

(s +3)(s%+25+2)

#=—251.6"=108.4°

Jjw
A [
- j4
II'-. Angle of | | s-plane
| departure | 2
gy
I
1
171
63
¥ =
3 | ¢
: 62
A
20 /
= 180 /
/
x; ] _jz
,-f
|IllIII
13
| 1
Y
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Regras LGR — Interse¢ao com jw

5 — Intersecdao com o eixo imaginario

Critério de I?OU’[h (5= jw) = (j@,)’ +8(j@,)’ +32(j@,)+256=0

Ex: 1+ - =0 Resolvendo para a parte real e imaginaria:
sils+4) +16 . i
((s+4) ] [—8af +256=0 —
= @, =32 =15.66

3 —
- -, +32m, =0
— 57 +857 +32s+ K =0 |- +320,

Root Locus Edior for Open Loop 1({0L1)

ol |

Arranjo de Routh: 6 |

- i

5> 1 32 |

2 8 K ’
S 8 5 K }, 0 = ':* """"""

L it "l :

. 8 |

3 K 8k +

— 0<K<256 K=256— s=jw-, . . '

Real Axis )
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Regras LGR — Pontos de Ramificacao

6 — Polos multiplos e seus angulos de chegada e partida

6-a — Pontos de ramificacdo
Polindmio de grau >1 pode ter raizes multiplas. Polo multiplo — K

ds ds\ G(s)
. b(s) da db
- L~
a(s) s S
dK . o . .
Obs: (f— =0 E condi¢do necessaria, porém nao suficiente!
<
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Regras LGR
— Ramificacao (cont.)

K(s—3)(s—5) K(s2—8s+15)

KG(s)H(s) = s+1)(s+2)  (+3s+2)

roots(conv([1 -8 15],[2 3])-conv([1 3 2],[2 -8]))

= 3.816, -1.453

[

L

s-plane

3
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Regras LGR — Pontos de Ramificacao

6-b — Angulos de chegada e partida (pontos de ramificacio)
“Principio da continuidade do LGR”™

|

G(s)=——— = eq.carc. MF :s* +s+K =0
s(s+1)
] 1 - R S I R
G,(s) = — =>eq.carc. MF : s +s+—+ K, =0 ,S-i——J +K, =0
(s +0.5)° 4 . 2

Aplicar regras de angulo de chegada e partida para o LGR de K|

- 2 ramos sempre se encontram com um angulo relativo de 180°

e se separam com uma rotacdao de + 90°
- 3 ramos sempre se encontram com um angulo relativo de 120° e se
separam com uma rotaciao de =+ 60°

UnB/ENE0077 Controle de Sistemas Dinamicos: CSD8-LGR — Prof. Adolfo Bauchspiess 25/45



Regras LGR — Ramificagao (cont.)

Exemplo: “continuacao” do LGR

Root Locus Editor for Open Loop 1(0L1)

Foot Locus Editor for Open Loop 1{0L1) Root Locus Editor for Open Loop 1(0L1) 4
1 . —@— r il | r r T T
nel K:125 i 08t i al i
06| - 06} . 5L ,
D4l i 04l i "
1% -
0D2F g 0D2F R ,
0o ——— - Of-—-————m e - — e I
02} K=1/4 . 02} , 1k i
| ]
04t , 04| il )
06} - os| i
a3k |
D8 E -08} _
" 28 05 ¥ 04 12 0 o2 03 02 o 0 95 D02 D3 02 o 0
Real Axis Real Axis Real Axis
1 1 1
9=—— = GWe—— = G)=—— _
s(s+1) (s+0.5) (s—0.5+ j)(s—0.5—j)
.1 . .
4
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Regras LGR — Ramificagao (cont.)

Exemplos:
Root Locus Bfitor for Open Loop 1{0L1)
4 1 1 1 1 1 L] 1 1
a3l i
2 i
|
1} .
=
':% O ——-— - e e - -—--——%
E
Ak i
| |
a2k i
ak i
A 1 1 1 1 1 L 1 1
] -B T s - -4 3 2 1 ]
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Imag Axis

Root Locus Editor for Open Loop 1 (OL1)

2
/
/
1.5k "
1 x\ .
0.5} - | :
|
N I S e
| I
\ | |
ook S/
1
[ |
1k » ! 1
I
i
1.59}) | .
|
|
_2 1 1 1 1 ;
25 -2 -1.9 -1 -0.5 0 05
Real Axis
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Regras LGR — Ramificagao (cont.)

7 — Completar o LGR

- LGR comeca nos polos e termina nos zeros ou em .

- De cada polo parte um ramo.
- O LGR ¢ simetrico em relacao ao eixo real.

oot Locus Foot Locus
10 T | 8 . |
I Gt |
| |
- =13 : e 41 :
@ ! E |
E | g 2 |
] | ] —~
@ Of-—-—- — e @ D)oo LQ-*— --------
. ’ 2 |
E : s -2t :
[ ! =
g | g X
E -5t i E 4L I
| i
| & |
| 1
| |
| |
-0 . . . -8 ; |
5 -4 -2 ] 2 -0 -5 0 5
Real A xis {secmds'1] Real Axis isecnr:js"]
173 =0-L74+097; 1123 = 0:—3:-3
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Imaginary Axis (Seconds ')

Root Locus
10 :

|
sl |
I
1
i
e |

Op---—- - ff—(—"?:li- ——————
I
I
i
=l i
|
I
|
I
_1|'_'| 1 1 1

15 10 5 0 5
Real Axis (seconds™)

7123 =0:—-231.-518
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Exemplo - aplicacao do LGR

Roat Locus Editor for Open Loap 1 (OL1)
6 T T T T T

r P
> }b_, 242541 %
_ st +457 — 552

Imag Axis

————————

Controlador Processo

=T T . R

Real AxE
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X

- O aumento do ganho estabiliza
o0 sistema (instavel em MA).

- Ganho critico (Routh)
- Estabilidade relativa (s-c)

- Maior C possivel?
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Exercicio Extra 4

Apresentando os calculos relativos a aplicacdo dass regras 1) a 7), esboce o LGR
do seguinte sistema em malha fechada, em funcao do ganho - < K < e,

Para os ganhos que permitem a operacao estavel, sugira, justificando, um valor
adequado de K.

s-1 | |
( .) _H op
(s+1)(s+2-2))(s+2+2))
referéncia Controlador Zero-Pole Saida
3
(s+3) N

Sensor
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LGR p/ K<0: LGR

KG =]
L KG(s) = 0ou1+ k2O o mror|  [KOWI-1
a(s) LKG(s)=180"+360°]

Se K <0,|K|/180°- Condicdo de Fase_|K|/G (s)=0°+360°I

Root Locus

Root Locus
1 : :
1+ LGR™
: 05+ |
0.5 E
0 [0 S S O i o -
; K K K=0 K=0 -
-0.5 :
§ 05
A1+
i
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LGR*

-10

LGR

Imaginary Axis (seconds'1 )
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LGR p/ K<O L GR™  condigiode Fase K|/G(s)=0°+360°!

Root Locus

Real Axis (seconds'1 )

o
L

Sentido da seta: K crescente, de—w g +w
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LGR p/ K<O: LGR_ Condicdo de Fase( |K|/G(s)=0°+360°I

Root Locus

N
I

o
p

Imaginary Axis (seconds'1 )

1
N
I

8 ! | \ \ |
6 -4 2 0 2 4 6 8

Real Axis (seconds'1 )
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LGR p/ K<O: LGR_ Condicdo de Fase( |K|/G(s)=0°+360°I

Root Locus Root Locus
3 T T T 3 T T T T
2t 1 2t g
7% i i ‘-.% 1L i
+ -
5 LGR g LGR
o 3
K23 @
2 0 1 20
2 2
>
5 :
&) D
® - I . | -
E” £
2 - . oL 1
=3 L L L L ! I 3 | | | | | | i |
6 5 -4 -3 ;2 -1 0 6 5 -4 3 2 -1 0 1
Real Axis (seconds™") Real Axis (seconds™)
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LGR p/ ganho negativo

>> g=zpk([1 1],[-1-1 -2 -5],1);
>> rlocus(-g)

Root Locus Editor for Open Loop 1 (OL1)

251

0.5

Imag Axis
o

-0.5 -

251

|
-6 -4 -2 0 2 4 6
Real Axis

UnB/ENE0077 Controle de Sistemas Dinamicos: CSD8-LGR — Prof. Adolfo Bauchspiess 36/45



LGR p/ Sistemas de Fase ndo-minima

. [P(’)Io Ou Zero no SPD]

K(A-Ts)
s(Ts +1)

Ex. G(s)=

<G(S) _ -K(T s -1) _ K(T,s-1) L180°
s(Ts +1) s(Ts +1)

Condicdo LGR Fase: <G(S) =0°+360°/

UnB/ENE0077 Controle de Sistemas Dindmicos: CSD8-LGR — Prof. Adolfo Bauchspiess
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Amplituae

Ex. Sistema de Fase nao-minima x Fase minima

(5) s +s+1 (5) s +s+1
Step Response Bode Diagram
1.4 T T T T T T 10 [ A T
—
12| ] 0
’/
AN g 10l
1 e s
— o
2
‘c -20L
08 | - &
=
-30 -
0.6 - o
-40
041l | 1 360
270
02 ]
| 2 180
©
0 o
2 90
<
o
0.2 - 0 ]
0.4 ! ! ! ! ! ! -90 L L Ll T
0 2 4 6 8 10 12 14 10'2 10'1 100 101 10
Time (sec) Frequency (rad/sec)

g=tf([-1 11,[1 1 1]);f=tf([1 1],[1 1 1]);step(g,f)
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Condicoes de Fase: 180° x 0°

K(s+1)(s—1)

Gl (S) = s(s+2)(s+3)
_ K(s+1)(1-s)
Gz (S) = s(s+2)(s+3)
_ K(1-s)(1-s)
63 (S) = s(s+2)(s+3)
_ K(1-s)(1-5)
64(5) - s(s+2)(3-5)
Pole-Zero Map
1 Ponto de teste s, _
o)
<
g
'é-o.s—
E
'1-3 -2J.5 2 -1I.5 1 -ol.5 o 015 1

.1\

Raal Avie learnnde

K >0 - LGR 180°

K >0 - LGR 0°

K >0 - LGR 180°

K >0 - LGR 0°

(Fase nao-minima)

(Fase nao-minima)

(Fase ndao-minima)

(Fase ndo-minima)

Root Locus

LGR™ G,(s), K<0

LGR" G,(s), K>0

Imaginary Axis (seconds'1 )
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0 2 4 6 8

_1\

Raal Avie (earnnde
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LGR™ (K>O) R(s) _ E(s) K(-T,s) |Cls)

_ s(Ts +1)

Condicao de Fase: Zero-Grau Controlador  Processo

Root Locus

5] f

05¢1

051

Imaginary Axis (seconds™)

5] o .

‘ !
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Real Axis (seconds™)
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LGR™ (K<O) RS @ B[ | [Ka-z,0 |o
- s(7s +1)
Controlador  Processo
Root Locus
150 | | .
1L |
oo LGR- (K<0) LGR- (K<0) LGR+ (K>0) |
g 0L o o T )
g
£
051 |
AL ,
1.5 ‘ o 4
a5 A 05 0 05 | 15 2 25 3
Real Axis
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Selecao do ganho a partir do LGR

Root Locus Editor for Open Loop 1 (OL1)

C=05

Imag Axis

Real Axis
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1
s[(s +4)" +16]

Gs) =

]

G(s)

K=4.0%2.1%*7.7=65
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LGR de Sistemas com Saturacao

T} £ T P
Step Gain  Saturation  Transfer Fen Scope
+al-a

rt = K-> Kl-> M1

Root Locus Editor for Open Loop 1 (OL1)

081

0.6

» K, - Ganho efetivo

0.4}

021

o

Imag Axis

-0.21

-0.4 1

-0.6 1

kL

-0.8}

| |
-2.5 -2 -1.5 -1
Real Axis
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=}

Step

0.2
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