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Infroducao

o

» No presente capitulo serdo apresentados algoritmos para
estimacdo de pardmetros de representacoes que sdo
lineares em tais pardmetros. Serd suposto que os modelos
sdo ndo-lineares, o que necessariamente implicard o
problema de ter que escolher a sua estrutura dentre uma
ampla gama de possibilidades.
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% Algoritmos M&) Orfogonais

O ponto de partida é a equacdo matricial

sendo
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NARX

i Maftriz de regressores de um modelo

» Considere o seguinfe vetor de regressores:

Pk—1) = [y(k—1) y(k—2) u(k—1) y(k—1)* y(k—1)y(k—2)
y(k—2)? u(k—1) y(k—Du(k—1) y(k—2)u(k—1)] .
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Maftriz de regressores de um modelo

NARX

:

» Considere o seguinte vetor de regressores:

P(k—-1)

» As primeiras 4 linhas da matriz de regressores sQo
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y(k=1) y(k=2) u(k—1) y(k=1)% y(k—1)y(k—2)
y(k—2)* u(k—1)* y(k—Du(k—1) y(k—2)u(k—1)]".
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» Além disso, fem-se

y(0)

o — y(1)

| y(N-1)

e assim sucessivamente.

; P

_ y(—1) _

y(0)

| y(N=2) |

; g

y(—1)u(0)
y(0)u(1)

| y(N=2u(N-1)
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O método classico de Gram-Schmidt

(CGS)

» O objetivo neste método & fatorar a matriz de regressores v,
que é de posto pleno, da seguinte forma ¥ = Q A, sendo que

0

é uma matriz triangular superior de dimensdo ng x ng, € Q €
uma matriz de dimensdo N x ng com colunas ortogonais tal
que Q*Q = D, sendo D uma matriz diagonal, definida

positiva.,
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RN 77
ATQTQAB
ATDA6
DA6

A6

sendo que a Ultima equacdo fornece os parémetros g = A6
do modelo no espaco orfogonal.

» Portanto, a partfir da equacdo normal, fem-se

U'y
ATQy
ATQy
Q'y
D™'Q"y,
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RN 77
ATQTQAB
ATDA6
DA6

A6

sendo que a Ultima equacdo fornece os parémetros g = A6
do modelo no espaco orfogonal.

» Portanto, a partfir da equacdo normal, fem-se

U'y
ATQy
ATQy
Q'y
D™'Q"y,

» Portanto, tais pardmetros podem ser determinados

usando-se a Ultima equacdo ou

o (Qi,y)
(Qi, Qi)

i=1,2,.... ng.
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» Finalmente, os parGdmetros do modelo original
(representado Nno espaco de regressores NAo ortogonais)
podem ser determinados como 8 = A~ 1g.
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O método modificado de Gram-Schmidft
(MGS)

» O método modificado de Gram-Schmidt objetiva resolver
problemas de sensibilidade a mal-condicionamento
numérico observados no método classico. A fim de atingir
esse alvo, o método MGS determina a matriz A uma linha
por vez e ortogonaliza ¥ de tal forma que na i-&sima
iteracdo as colunas i + 1,...,ng sGo feitas ortogonais a
i-€sima coluna.,
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* O método de Golub-Householder (GH)

» Pré-multiplicando o modelo por uma matriz Q € R™ "¢,
fem-se

Qylk) = Qv 0+ Qt(k)
y (k) = *T0+ (k).
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O método de Golub-Householder (GH)

» Pré-multiplicando o modelo por uma matriz Q € R™° "¢,
fem-se

Quk) = Qv 0+ Qt(k)
yr(k) = PO+ (k).

» A funcdo custo de minimos quadrados neste caso torna-se

N

1=1
_ y*Ty* . y*T\Ij*é . éT\IJ*Ty* + éT\IJ*T\IJ*é
= Y'Q"Qy —y"Q"QVO -0 VTQTQy +6 VTQTQUH
= (y—-96)"Q"Q(y — 19).
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» Para que Jyq = Juq = (y — ¥6)*(y — ¥6), necessariamente
Q*Q = I, que é a condicdo para que a matriz Q) seja
orfonormal. Além disso, impoe-se que

Ut = QU =

sendo que V € friangular superiore V e IR™*"?,

v
0
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» Para que Jyq = Juq = (y — ¥6)*(y — ¥6), necessariamente
Q*Q = I, que é a condicdo para que a matriz Q) seja
orfonormal. Além disso, impoe-se que

v
U* = QU = :
0

sendo que V € friangular superiore V e IR™*"?,

» Enfdo,

\P*T\Ij* — [VT OT]

- V'V
= UTQTQU
= U0
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» Reescrevendo Jy,. fem-se

UINTS
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» Reescrevendo Jy,. fem-se

p— — p— — T p— — p— —

>k V R k V .
Jho = A - 0 YL 6
2| | 0 Y2 | | O]
AT y* V ~
- (L - pe o) ([ ]| ]

~ T

= ¥y yyTys — 0 Viyi —yiTVO+ 0 VTV
= (yi-VO)"(y; - V) +y3"ys.

» Claramente, Jj;, € minimizado quando y; = V6. Nesse

Caso, tem-se que 9MQ = V~lyr e consegUentemente
g =y5'ys. Como V é triangular superior, a estimativa

éMQ = Vv_lyi<

-p.12/3:

pode ser calculada com relativa facilidade.



A Taxa de Reducqao de Erro

» A fim de definir a taxa de reducdo de erro, serd considerado
o seguinte modelo NARMAX geral:

y(k) = ¥"(k—1)0+¢(k)

= Y ik — 1) +¢(k)
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A Taxa de Reducao de Erro

» A fim de definir a taxa de reducdo de erro, serd considerado
o seguinte modelo NARMAX geral:

y(k) = " (k—1)0+ (k)

= Z 00 (k — 1) + (k)

. ~

» e o modelo auxiliar y(k) = >, giw;(k —1)+£&(k) . sendo que
0S regressores w; Sao ortogonais sobre os dados, ou sejq,

~ D wilk)wji(k) = 0,

wi(k)wj—l—l(k) = 0, Vi#y,

ou simplesmente (w;, w;) = 0, sendo que
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» A soma dos valores quadrdticos de y(k) € (y,y) ou yTy.
Portanto,

(Zgzwzk 1)+€(k ) (Zggwgk 1)+(k ))
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» A soma dos valores quadrdticos de y(k) € (y,y) ou yTy.
Portanto,

ST -

» Tomando-se o valor médio de sobre os dados, tem-se

no

Z gz W’MWZ Z 2§z§]<w’mwj> +

i=1,j=1,Vi#j

(y,¥)
+QZ gi(wi, &) +(&,8)

— Zgz Wzawz £ €>
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» Se o -ésimo regressor for acrescentado ao modelo, a
parcela de (y,y) que passa a explicar € g(w;, w;). Portanto,
a faxa de reducdo de erro devido d inclusdo do i-€simo
regressor expressa como uma fracdo da soma dos valores
quadrdticos dos dados é

~2
[ERR]; = &

<W’i7 WZ>

(¥, ¥)

Y

sendo que a sigla ERR vem do inglés error reduction ratio.
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Identificacdo da equacado logistica

» O presente exemplo considerard poucos (oito) valores
gerados pela equacdo logistica
y(k) =3,9y(k—1) —3,9y(k —1)?. Inicializando-se tal equacdo
com valores entre 0 e 1, obtém-se uma sequéncia de
nUumeros que € cadtica.
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Identificacdo da equacado logistica

» O presente exemplo considerard poucos (oito) valores
gerados pela equacdo logistica
y(k) =3,9y(k—1) —3,9y(k —1)?. Inicializando-se tal equacdo
com valores entre 0 e 1, obtém-se uma sequéncia de
nUumeros que € cadtica.

» A fim de obter um modelo a partir dos dados, geram-se
todos os possiveis regressores candidatos até segunda
ordem com grau de ndo-linearidade até dois, ou seja, para
ny=2el=2
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» Usando-se o algoritmo GH (exlog @), chega-se & seguinte

matriz

~2.8284 —1,2701 —1,7023 —1,2874
0,9446  0,8170 —0,4957

~0,1641  0,4364

—0, 7097

~1,7113
—0, 2807

0, 3867
—0,6961

—0, 9264

0, 4001
—0,0263
—0, 3622
—0,0383
—0, 1232
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» Usando-se o algoritmo GH (exlog @), chega-se & seguinte

mMatriz
| _2.8284 —1,2701 —1,7023 —1,2874
0,9446  0,8170 —0,4957
—0,1641  0,4364
V —

—0,7097

~1,7113
—0, 2807

0, 3867
—0, 6961

—0, 9264

0, 4001
—0,0263
—0, 3622
—0,0383
—0, 1232

Pivotando-se a matriz de regressores originais chega-se aos
termos: constante, y(k — 1)2, y(k — 1) e y(k — 2)%, com as

respectivas taxas de reducdo de erro: 0,8302; 0,0524; 0,1175

e 6,74x1073? ~ 0. Estimando-se os par@dmetros dos 1rés

primeiros regressores obtém-se, respectivamente:
—1,15 x 10714, -3,9 e 3.,9. O regressor constante € espurio e

pode ser omitido do modelo.
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Escolha de agrupamento de fermos
para oscilador elefronico

» Os dados uftilizados neste exemplo foram coletados de um
oscilador eletrénico ndo-linear (dsve1 @). Foram tomados o
termo constante e as combinacdes até terceiro grau dos
monomios y(k — 1) e y(k — 2), ou seja, foi considerado n,, = 2
e ¢ = 3, ao fodo sAo dez regressores.
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» O resultado foi o seguinte:

Regressor QAZ ERR
y(k —1) 2,0318 9,8444 x 10~1
y(k — 2) —9,6099 x 101 11,3762 x 1072
y(k —1)%y(k — 2) 6, 5580 9,6521 x 104
y(k —1)2 2,5508 x 1072 11,3457 x 1075
y(k —1)3 —2,5916 1,8259 x 1076
y(k — 1)y(k — 2)? —5, 6382 4,8803 x 107°
y(k —2)3 1,5341 2,3595 x 1076
y(k — 2)? 3,3658 x 1072 2,9550 x 1078
y(k—1Dy(k—2) —6,4813 x 1072 11,1252 x 10~°
constante —1,6458 x 10~% 11,4065 x 1078
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» Os termos quadrdticos e o constante sGo os Ultimos na lista.
O termo y(k — 1)? que aparece em quarto lugar na lista de
prioridades do algoritmo. O coeficiente do agrupamento
Q,2 que & X,» = —5,6471 x 1072, Isso sugere um possivel
cancelamento, o gque, normalmente, pode ser entendido
como evidéncia de que 2,2 € um agrupamento espurio.
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Identificacao de modelo com fermo ex-
ponencial

» Foram gerados dados usando-se o0 seguinte modelo com
fermo exponencial:

yk) = 0,4y(k—1)+0,5y(k—2)+u(k—1)
—0,3y(k — Dexp[—u(k — 2)%] + e(k),

sendo que u(k) e e(k) foram escolhidos como variaveis
aleatdrias independentes, com distribuicdo gaussiana,
média zero e varidncias o2 = 0,9 € 02 = 0, 0025,
respectivamente,
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Identificacao de modelo com fermo ex-
ponencial

» Foram gerados dados usando-se o0 seguinte modelo com
fermo exponencial:

yk) = 0,4y(k—1)+0,5y(k—2)+u(k—1)
—0,3y(k — Dexp[—u(k — 2)%] + e(k),

sendo que u(k) e e(k) foram escolhidos como variaveis
aleatdrias independentes, com distribuicdo gaussiana,
média zero e varidncias o2 = 0,9 € 02 = 0, 0025,
respectivamente,

» Foram tomados 490 valores, gerados pelo modelo, e um
conjunto de 21 regressores candidatos (extended @). Além
de todos os multinOmios de grau ¢ = 2 e ordem dois
n, = n, = 2, foram gerados regressores exponenciais da
forma y(k — j)exp[—z(k —1)?], comi,j = 1,2 € z(k) = u(k), y(k).
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» O uso do algoritmo descrito resultou na escolha dos
regressores u(k — 1), y(k —2), y(k — 1) e y(k — 1)exp[—u(k — 2)?]
com 0s seguintes pardmetros, respectivamente: 1,0022;
0,5016; 0,3978 e -0,2928 com taxa de reducdo de erro de
0,54778; 0,37039; 7,1152 x 1072 € 9,1295 x 1073,
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Algoritmos para Modelos Racionais

» Assume-se que um modelo racional do fipo

a(y(k—1),...,y(k—ny),u(k—1),...,u(k—ny,))
bly(k—1),...,y(k—ny),u(k—1),...,u(k—ny))
+c(e(k—1),...,e(k—ne)) + e(k),

y(k)

sendo que o ruido € modelado como sendo um polindmio,
podendo ser linear ou ndo.
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Algoritmos para Modelos Racionais

» Assume-se que um modelo racional do fipo

a(y(k—1),...,y(k—ny),u(k—1),...,u(k—ny,))
bly(k—1),...,y(k—ny),u(k—1),...,u(k—ny))
+c(e(k—1),...,e(k—ne)) + e(k),

y(k)

sendo que o ruido € modelado como sendo um polindmio,
podendo ser linear ou ndo.

» Assim sendo, sugere-se o seguinfe procedimento:
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1. Faca: = 0. Monte a matriz de regressores e estime os
coeficientes usando MQ

= [wv] Ty,

sendo que o indice ¢ indica a interacdo. Além disso,

Yu(k—1) Yar(k—1)

Yo (k+N-—-2) ¥Pi(k+N—2)

Analogamente, o vetor y* € RV *! & formado tomando 3* (k)
sobre os dados, ou sejaq,

y© =ly(k)y(k+1) ... y"(k+ N —1)].
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2. Facai =i+ 1. Determine os residuos e a sua varidncia,
respectivamente, como:

€k = y(t) — ol

=D | o

. 1 N,

(08) = ¥ o > (E(k)”
t=mq+1

sendo que N & o tamanho dos dados e mgq = max(ny, 1, ne).
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3. Usando-se os residuos determinados no passo 2, atualize
UTU e UTy* usando (-15), a seguir. Além disso, atualize (no
caso de i = 1, essa matriz deverd ser formada) a seguinte
matriz;

Yo (k—1) y(k)Yar(k—1) Pe(k—1)

Yo (k+N—-2) y(k)vg(k+N—-2) s (k+N—-2)

sendo que 1, € o vetor de regressores do modelo de ruido.
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4. Determine:

0 0 0
=10 0 LYSY 2
s y( ) Zk:l Pao
N
_ 0 ... 0 y(k) Zk:1 PdAN4DPd2
0 0 ... 0|

y(k)fozlpdzpde 0O ... 0

N
yB)SN P2 0 0
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e estime novamente os pardmetros usando

= [UT0 — (&) [Py — (&)'9).

0

—y(l‘?) Z]/j:l Pd2Pd1

—y(k) Y p_y PN, Pd1
0

0
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5. Volte ao passo 2 até atingir convergéncia (de pardmetros
ou de varidncia de residuos).
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Mapa de conversor CC-CC buck

» Este exemplo considera um modelo racional estimado a
partir de dados gerados por um modelo de um conversor
CC-CC do tipo buck. O mapa obtido a partir das equacoes
do circuito tem a seguinte forma:

h(d,)*BE[E — y(k —1)]
y(k —1) ’
sendo «=0,8872,3=1,2e E = 33. d,, € um sinal de tensdo

que implementa a acdo de controle e a saturacdo h(d,) €
dada por

y(k) = ay(k —1) +

y

0 se d, <0,
h(dy,) =4 1 se d,, > 1,
d,, caso conftrario.

\
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* » Modelos polinomiais ndo resulfam em bons modelos para a
din@mica do mapa. Um modelo com estrutura ad hoc é:
aylk —1)> —by(k—1)+c

y(k—1) ’

sendo a = 2,6204,b=99,875 e c=1,4171x10°.

y(k) = 46,429exp[22 — y(k — 1)] +
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» Modelos polinomiais ndo resulfam em bons modelos para a
din@mica do mapa. Um modelo com estrutura ad hoc é:

aylk —1)> —by(k—1)+c
y(k —1) |

sendo a = 2,6204, b =99,875 € ¢ =1,4171 x103.

y(k) = 46,429exp[22 — y(k — 1)] +

» Por outro lado, o seguinte modelo racional

y(k) = £x{8,658 +0,1223x1072y(k — 1)3
—0,441x 10"t y(k — 1)2},

com
D = 1-0,8381x10"ty(k—1)+0,1766 x 1072 y(k — 1)2,

aproxima bem a dindmica em questdo.

-p.31/3:



32 T T T T T T T T

30

29

28

|
\
!

27

|
-
-""
5 '|.
\
NN
i .
\
]

26

'.‘\‘.

25

T
T
\

\

|

24

T

7
\
]

23 1 1 1 1 1 1 1 1
23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

Figura 1: Eixo = & y(k) e eixo y € y(k + 1), ambos em volts. Mapas
de primeiro retforno do mapa original: pontiihado denso; do mo-
delo racional: pontilhado leve; do modelo ad-hoc: fraco-ponfto.
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