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Infroducao

A"

Serd que € possivel ufilizar os dados seguencialmente para
atualizar o vetor de pardmetros de um determinado modelo? A
resposta € afirmativa e o procedimento € conhecido como
estimacdo recursiva.

No presente capitulo serdo estudados alguns algoritmos
recursivos. Algumas pequenas modificacoes serdo feitas na
nomenclatura. Neste capitulo, o subindice k indicard a iteracdo
do respectivo algoritmo recursivo.
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Atualizacao Recursiva

» Seja o sistema y(k) =" 0 + e(k), sendo Ele(k)]=0 e
coVvle(k)] = R. Um modelo para o sistema acima pode ser
escrito da seguinfe maneira:;

y(k) = o5 (k — 1), + £(k),

sendo que o vetor de regressores ¥, (k — 1) € formado na
iteracdo k£ com informacdo disponivel até aiteracdo k —1 e
6, indica o vetor de par@metros estimado na iteracdo k.
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4 Atualizacao Recursiva
o

» Seja o sistema y(k) =" 0 + e(k), sendo Ele(k)]=0 e
coVvle(k)] = R. Um modelo para o sistema acima pode ser
escrito da seguinfe maneira:;

y(k) = o5 (k — 1), + £(k),

sendo que o vetor de regressores v, (k — 1) € formado na
iteracdo k£ com informacdo disponivel até aiteracdo k —1 e
6, indica o vetor de par@metros estimado na iteracdo k.

» Propdoe-se, entQo, escrever

0, = JuOr_1 + Kpy(k),

e J, e K;, sao maftrizes que deverdo ser defterminadas de tal
nManeira a garantir que 8; seja uma boa estimativa.
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Serdo usadas as seguintes restricoes:

) 8, deve ser ndo polarizado, ou seja, E[6;] — 6 = 0;
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Serdo usadas as seguintes restricoes:

) 8, deve ser ndo polarizado, ou seja, E[6;] — 6 = 0;

i) cov(@,) deve ser t&o pequena quanto possivel.
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Atualizacao recursiva nQo polarizada

» Impondo-se ndo-polarizacdo, tem-se

0 = E[0]
= JyE[0r_1] + KxE[y(k)]
=  J0 + K E[¢T0,] + K E[¢(k)].
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Atualizacao recursiva nQo polarizada

» Impondo-se ndo-polarizacdo, tem-se

0 = E[0]
= JyE[0r_1] + KxE[y(k)]
J0 + KkE[zp”,;’ék] + KiE[¢(K)].

» Considerando a média dos residuos nula e os regressores
deterministicos, tfem-se

0 — Ji0+ KppTo
= Jip + Kyty,
Ty = I— Kyl
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» Portanto,

D
o
|

= (I — Kph3)0_1 + Kry(k)
= Op_1+ Ki(y(k) — ¥505_1).

D>
™
|
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» Portanto,

D
&
I

(I — Kptp})0p_1 + Kry(k)
On_1 + Ki(y(k) — ¥p05_1).

D>
oy
|

» Ainovacado &

- P.6/3¢



Afualizacqo recursiva nQo polarizada de
minima covariancia

» A seguir, P, = cov|0;] indicard a matriz de covari@ncia
calculada na iteracdo k.

Pi = B|(Bx —E[6.)(8x — BI6.)"]

(1~ Kop})Bun + Kiy(k) — 0) ()]

= kK
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Afualizacqo recursiva nQo polarizada de
minima covariancia

» A seguir, P, = cov|0;] indicard a matriz de covari@ncia
calculada na iteracdo k.

A

(61 — E[84))(8x — E[B,])")

((I — K 7)0k 1 + Kry(k) — 9k:) (°)T} :

P, = E

= kK

» Somando-se e subtraindo-se a matriz K1, 0 Nos parénteses

da equacdo (-4), chega-se a

P = B[((I - Kw})(Or 1 —0) + Kely(k) — $708) ) ()"

= B[((I - Kxt])Br1 - 0) + Kie(k)) (o)"].
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» Considerando-se que o ruido e(k) ndo estd correlacionado
com o vetor de regressores ¢, nem com (8, — ) pode-se
escrever

Po = B[( - K] Br - )@ s ~ 0] (- K|
+E [Kre(k)e(k)" K] .
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» Considerando-se que o ruido e(k) ndo estd correlacionado
com o vetor de regressores ¢, nem com (0,1 — 0) pode-se
escrever

Po = B[( - K] Br - )@ s ~ 0] (- K|
+E [Kre(k)e(k)" K] .

» Considerando-se os regressores deterministicos, fem-se

P = (I-Kp})B |y — 0)(Brs — 0)"| (1 - Kitp)"
+ KB [e(k)e(k)™] KT.
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» Considerando-se que o ruido e(k) ndo estd correlacionado
com o vetor de regressores ¢, nem com (0,1 — 0) pode-se
escrever

Po = B[( - K] Br - )@ s ~ 0] (- K|
+E [Kre(k)e(k)" K] .

» Considerando-se os regressores deterministicos, fem-se

P = (I-Kp})B |y — 0)(Brs — 0)"| (1 - Kitp)"
+ KB [e(k)e(k)™] KT.

» Finalmente, supondo que o ruido fem média nula, tem-se

P, = (I—Kgp)Pr—1(I — Kptpy)" + K RK},,
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» No caso monovaridvel, e(k) € um escalar e, portanto, R = o2
é simplesmente a varidncia do ruido.
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» No caso monovaridvel, e(k) € um escalar e, portanto, R = o2

é simplesmente a varincia do ruido.

» P, € uma funcdo discreta e nesse caso deseja-se minimizar
a variacdo AP, provocada por uma variacao AKj;. Assim,
chamando P} = P, + AP, 0 novo valor de P, devido a uma

variacdo em Ky, tem-se

AP, = (I—(Kp+ AKp)YF) Pooq (I — (K + AK)YE)" +
(Kr + AK)R(Kr + AKg)" —
(I — Kipy ) Po—1(I — Kppp)” — K RK, .
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» No caso monovaridvel, e(k) € um escalar e, portanto, R = o2

é simplesmente a varincia do ruido.

» P, € uma funcdo discreta e nesse caso deseja-se minimizar
a variacdo AP, provocada por uma variacao AKj;. Assim,
chamando P} = P, + AP, 0 novo valor de P, devido a uma

variacdo em Ky, tem-se

AP, = (I—(Kp+ AKp)YF) Pooq (I — (K + AK)YE)" +
(Kr + AK)R(Kr + AKg)" —
(I — Kipy ) Po—1(I — Kppp)” — K RK, .

» Desprezando-se os termos quadrdticos em AK;, e
igualando-se a expressdo resultante a zero, obtém-se

AP, =~ AKy[—v¢pPe—1(I —,Ky)+ RK}]
— (I = Kp¥y,)Pr_1%), — Kp R AK.
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» Para que AP, = 0, ambos 0s termos entre colchetes devem
ser nulos. Essas condicoes geram as seguintes equacoes:

0 = —tpPe1(l — v Ky)+ RKg
0 = (I—Kgyp?)Pe_1v;, — KiR.
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S

» Para que AP, = 0, ambos 0s termos entre colchetes devem
ser nulos. Essas condicoes geram as seguintes equacoes:

0 = —tpPe1(l — v Ky)+ RKg
0 = (I—Kgyp?)Pe_1v;, — KiR.

» Finalmente, da dltima equacdo, tem-se

Kp(YpPe1¥, + R) = Pr_1¢,
Kip = Pia,(YpPe1vp, + R
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» Portanto, um algoritmo recursivo para a estimacdao do vetor
0é

Ky = P19, (Y, Pe—1%, + R)™ Y

P, = (I — Kk?,DZ)Pk_l(I — Kk’l,bz)T + KkRKkT
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» A dimensdo da matriz [¢, Pr_1; + R] € igual ao numero de
saidas medidas.
Na primeira iteracdo tem-se

y(l) = '¢Pr1ré_1
= Y, _90 + K (y(l) — ¢r1réo>}

= W} |80+ Povpy (W Potpy + B) ™ (1) — 976s) |
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» A dimensdo da matriz [¢, Pr_1; + R] € igual ao numero de
saidas medidas.
Na primeira iteracdo tem-se

y(l) = Tél
= _éo + K1 (y(l) - rfé’o)}

= ] :90 + Potp1 (Y1 Potpy + R) ™ (y(l) B ¢”1F90>} '

» Se ] Py, > R (issO pode ser conseguido para valores
elevados de Py) a ultima equacdo pode ser aproximada
por:

§(1) ~ 700+ T Porpy (Wi Porpy) " y(1)

—pT Potpy (95 Potpy) ™ 70,
160+ y(1) — 700 = y(1).

Q
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Estimador Recursivo M&Q)

O ponto de partida é o modelo y(k) = ¥*(k — 1)0 + £(k) e uma
sequéncia de dados, representadosem y(k) e v(k—1). k=1,...

» O objetivo nesta secdo € derivar um algoritmo recursivo
baseado no estimador MQ que pode ser escrito da seguinte
forma
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» A seguir serd usada a seguinte notacdo:

Pk = Z’l’bl—l ’1,—1) ,

Pt = Z¢z—1 Ti—1)| + k-1 (k—1)
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» A seguir serd usada a seguinte notacdo:

- —1

Pk = Z'l,bl—l ’1,—1) ,

Pt = Z¢z—1 Ti—1)| + k-1 (k—1)

B - DTk 1)

» O estimador pode ser rescrito

/\

b, = P Zw—l )+ bk — Dy(k) |
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» Escrevendo-se o estimador para o instante k — 1, obtém-se

3wt 0976 0 = [ St 0wt

sendo gque o l.e. da eq. pode ser representado em forma
compacta como sendo P,;_llek_l, resultando em

A

0, = P

- P

P06+ (k= Dy(k)]

:(Pk_l —ap(k — )" (k — 1)) Op_1 + p(k — 1)y(k)}

= 01— Pyp(k — 1)y (k — 1)ék—1 + Ppap(k — 1)y(k)
= Oy + Pk — 1) y(k) — " (k — 1))
— ék—l + Kkn(k)a

sendo Ky = Pyw(k — 1) uma matrizde ganho e
n(k)=y(k) =" (k — 1)0,_1 a inovacdo no instante k. s



» Aplicando-se o lema da inversdo tem-se

P, = Pr_1—
—Piatp(k —1) (" (k — 1) Pe_atp(k — 1) + 1)~

1

Y (k—1)Py_1,

e, como antes, o termo a ser invertido serd um escalar para
modelos com apenas uma saida.

-p.16/3¢



!

» Aplicando-se o lema da inversdo tem-se

P, = Pr_1—
—Poap(k—1) (P (k= 1) Portp(k — 1) +1) " " (k — 1) Py,

e, como antes, o tfermo a ser invertido serd um escalar para
modelos com apenas uma saida.

» Finalmente, chega-se a

_ Peap(b -1y (k= 1)Petp(k — 1)
Y (k—1)Pe1tp(k—1) +1

Ky, Pr_1¢(k—1)

Pr_19p(k — 1)
P (k=) Pe1tp(k— 1)+ 1
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» Portanto, o algoritmo recursivo de MQ (RMQ) &

\

Pk—ll'vbk

K = — :
¢kpk—l¢k+1

ék = ék—l + Ky, [y(k) — ¢Zék—1] ; %

Py = Py 1—Kyvp Pr_1,
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QOutros Estimadores Recursivos

Nesta secdo serdo mencionados os estimadores recursivos EMQ
e VI, além do estimador para aproximacdo estocdstica.

» Seja o modelo ARMAX

y(k) = —ary(k—1)...—an, y(k —ny) +bru(k —74—1)...
it by ulk —Ta —ny) ek —1) .+ E(k—ne) + E(K)
= |ylk—1)...ylk—ny) ulk—71a—1)...u(k — 19 — ny)
E(k—1)...&(k —ne) 0+ (k)
P (k —1)0 + (k).
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Estimador

recursivo  estendido

minimos quadrados

» O estimador recursivo estendido de minimos quadrados é a

seguinte:

sendo que, na primeira iteracdo, v, Ndo contém residuos

E(k).

Ky = P19, [Yy Pe—1%), + 171
0, = 0;,_1 + K, [y(k) — ¢zék—1} ;
Py = Py_1 — Kyt Pr_1;

E(k) = y(k) — 70y,

J

de
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Estimador recursivo de variaveis instru-
mentais

» Chamando de z;, o0 vetor de varidveis instrumentais na
k-é€sima iteracdo, o estimador recursivo de variaveis
insfrumentais pode ser implementado como se segue:

N

My = My _1—My_12z [1 + lbr/ng—ﬂk]_l Y My _1;
Ky = Myzy;

0, = 0,_1+ Ky [y(k) — }gék—1 ;
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Deve estar claro que no estimador VI a matriz M ndo é simétrica

A

e Ndo Mais corresponde & matriz de covaridncia cov().

-p.21/3¢



Deve estar claro que no estimador VI a matriz M ndo é simétrica

A

e Ndo mMmais corresponde d matriz de covarincia cov(6).

Se a matriz de ganho for Ky, # Py, , O estimador continuard
sendo ndo polarizado, porém ndo serd de variGncia minima.
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Estimador recursivo de aproximacQo es-
focastica

Em casos nos quais as limitacoes de tempo de computacdo sao
criticas pode-se usar uma matriz de ganho do tipo K = g1, O
resultado é o estimador recursivo de aproximacdo estocastica

\

Ky = ypthy;

A

0, = 0;,_1 + K, [?J(k) O0k_1|; ¢

E(k) = y(k) — 936k,

/

para uma dada sequéncia ;. Uma forma de escolher v, é
v = Ck™;0,5 < a<1e C uma constante positiva. A escolha
de ~; deverd ser um compromisso entre tempo de

convergéncia e covaridncia do vetor estimado. s
-p. ¢



Estimacdo de Paradmetfros Variantes no
fempo

» Comeca-se pelo estimador MQP

0, = sz Y (i— DT (i— 1) Zwi(k)'(p(z’—l)y(z’)

= Pka.

sendo que w; (k) € o valor do i-€simo peso na k-&sima
iteracao (k > 7).
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» A sequéncia de pesos deverd satisfazer as seguintes
restricoes:

wk(k) =1
fwz(k> = )\”wz(k — 1),

OU s€ja, 0O Maior peso sempre corresponde ao Ultimo valor
recebido e € igual a um. Quando um novo dado &
recebido, fodos 0s pesos sao multiplicados por um fator A,
que na prdtica recebe valores na faixa 0,95 < \ < 0, 99.
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k—1
Zwi(k)iﬁ(i— Dep™ (1= 1) + wi (k) (k— D~ (k— 1)

k—1
Z Awi(k = 1)p(i— DY (i— ) + p(k— Db~ (k— 1)

AP + ap(k— D™ (k— 1),

k—1
= > wilR)p(i— Dy(i) + wi (k) (k= Dy(k)

= A1+ (k- Dy(k).
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» Apds algumas substituicoes, chega-se @
0, = P.F
= Pp[MFp—1 + (k= Dy(k)]
= Py [APCL 01 + (k- Dy(k)

- n{x [Pk_l D D o+t i}

= 01+ Puap(k— 1) [y(k) — " (k— 1)ék—1} :
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» Apds algumas substituicoes, chega-se @

A

0, = P.F,
= Py [AFir—1+Y(k— Dy(k)]
= Py [APCL 01 + (k- Dy(k)

- n{x [Pk_l D D o+t i}

= 01+ Puap(k— 1) [y(k) — " (k— 1)[91@—1} :

» Aplicando-se o lema da inversdo, fazendo-se A = AP, ;.
B=D"=v¢(k—-1)eC=1,Ttem-se

Pr._1 Pr_a T
o= Peot Pty [T (k- 9P sk )

1 (P Py (k= D)y (k- 1)pk_1)
AN T = )P (k=D A )

-1 )\’(PT(k— 1)Pk_1
A
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» Finalmente,

Ky = Pyp(k—1)
1 Pyayp(k— DY (k— DP9 (k— 1)
= 3 (e - A )
Pr_1¢(k— 1)

V' (k— DPy_19p(k— 1)+ X
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» Portanto, o estimador recursivo de minimos quadrados com

fator de esquecimento X é

Pk—lwk

Ky = — :
’()bk Pk—l"pk—i_)‘

0, = 0y_1 + Pr1p, [y(k) — ¢Zék—1} ;

T
Pk; _ % (Pk—l B Pk—1¢k¢k Pk1> |

N~
.
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Estimacao recursiva de ganho e cons-
fante de fempo

O processo consiste basicamente de uma resisténcia elétrica
dentro de uma caixa metdlica sendo que a temperatura
externa da caixa é medida e armazenada.

@

14
S 124
8 104
O 8]
(&)
g

4
o

2 | |

0] 5000 10000 15000
(b)

___60
8\0/
ac 50r
=
©
5 401
o
g 30

0] 5000 10000 15000

tempo (s)

Figura 1: Dados de teste de um processo térmico Dados de teste
realizado em malha aberta de um processo térmico. (a) entrada
u(k), razdo ciclica, e (b) saida y(k), temperatura. e



» Uma vez que se deseja estimar ganho e constante de
tfempo, utilizou-se um modelo de primeira ordem do fipo

Y(s) K
U(s) 7s+1
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» Uma vez que se deseja estimar ganho e constante de
tfempo, utilizou-se um modelo de primeira ordem do fipo

Y(s) K
U(s) 7s+1

» Mas como o modelo a ser estimado é discreto, utilizou-se a
aproximagcao g = |y(k+ 1) — y(k)]/Tq, com Ty = Ty,
resultando em y(k) = a1y(k — 1) + biu(k — 1), sendo que

T.K

s
CL1:1——; bl— .
T T
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(a)

constante de tempo 1 (S)
P P
o o1
o o
Cl) @]

500
O 1 1
0] 5000 10000 15000
(b)
4
3 L .
o
=) -
<
(@))
1 .
O 1 1
0] 5000 10000 15000
tempo (s)

Figura 2: Constante de tempo e ganho recursivamente esfimao-
dos Constante de tfempo e ganho recursivamente estimados a
partir dos dados da Figura 1. (a) constante de tempo e (b) go-
Nnho.
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» A constante de tempo e o ganho estimados na k-ésima
IferacAo sAo, respectivamente,

—1T5 b1k

k= T

Tk = 7
alk—l’
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Figura 3. Efeito do fator de esquecimento Efeito do fator de es-
guecimento na estimacdo recursiva da constante de fempo a
partir dos dados da Figura 1.
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Complementos - Estimacao de matrizes

de estado

Neste exemplo os dados serdo gerados pelo seguinte modelo

em espaco de estados:

0,8 0.1 0,005

x(k) = | 0,0 0,7 0,1 |x(k—1)+

0,0 0,0 0,9

+]0,0 1,0 0,05
0,0 0,0 1,0

1,0 0,05 0,0025 |

u(k — 1) + e(k),

sendo que o vetor de entradas u(k) € composto por trés varidveis
aleatérias de média zero, distribuicdo gaussiana e varidncia
unitaria. Semelhantemente, e(k) € também composto de trés
varidveis com distribuicdo gaussiana e varidncia tal que resulta

numa relacdo sinal ruido igual a 50 dB.
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Foi considerada a matriz de observacdo Cyq = [1 1 1], portanto

CdX(k)

Cax(

sendo k(k) = dx(k — 1) + Tu(k — 1).

Os autovalores do modelo original sdo 0,7; 0,8 € 0,9. Os
autovalores da matriz de estado estimada séo eig(®)=(0,6953;

0.8143; 0,8923).

),
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I
1

0 20 40 60 80 100
numero de amostras
Figura 4. Desempenho de modelo em espaco de estados Saida

(—) y(k) e saida estimada (— - —) g(k) utilizando o modelo em
espaco de estados.
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