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Infroducao

» O objetivo deste capitulo & apresentar alguns conceitos
relevantes ao assunto de representacdes matemdaticas para
sistemas ndo-lineares. Serdo descritas em mais detalhes a
representacado polinomial e a racional NARMAX.
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A série de Volterra

A saida y(t) de um sistema ndo-linear com entrada u(t) pode ser
representada pela chamada série de Volterra definida como

y<t):i/:--/_zhj(Tl,...,Tj)Hu<t—n>dn,

J
j=1Y~ i=1

sendo que as fungoes h; sdo denominadas kernels e
claramente sao generalizacoes ndo-lineares da resposta ao
iMmpulso hq(t).
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Modelos de Hammerstein e de Wiener

SA0 uma composicado de um modelo dindmico linear H(s) em
cascata com uma fungcdo estatica ndo-linear f(+).

» No caso do modelo de Hammerstein, a ndo-linearidade
estatica precede o modelo dindmico linear, ou seja,

U*(s) = F(U(s); e Y(s)=H(s)U*(s).
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Modelos de Hammerstein e de Wiener

SA0 uma composicado de um modelo dindmico linear H(s) em

cascata com uma fungcdo estatica ndo-linear f(+).

» No caso do modelo de Hammerstein, a ndo-linearidade
estatica precede o modelo dindmico linear, ou seja,

U*(s) = f(U(s)); e Y(s)=H(s)U"(s).
» No caso do modelo de Wiener, o modelo dindmico linear
precede a ndo-linearidade estdtica, isto &,

Y*(s) = H(s)U(s); e Y(s)=f(Y"(s))
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Figura 1: (a) Modelo de Hammerstein, (b) Modelo de Wiener. Em
aplicacdes prdaticas ndo se tem acesso a varidvel intermedidria,
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Algumas represenfacoes NARX

Um modelo NARMAX (do inglés nonlinear autoregressive moving
average model with exogenous variables) € normalmente
representado da seguinte forma:

y(k) = Flylk—1),...,y(k —ny), ulk —714),...
culk —ny), e(k), e(k—1),...,e(k —n¢)l.

» Duas representacoes NARMAX comumente usadas para F
sAo a polinomial e a racional.

Uz Ne

y(k):ZCi H y(k —5) 1] u(k—r) ] ek - q).

r=1 q=0
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Algumas represenfacoes NARX

Um modelo NARMAX (do inglés nonlinear autoregressive moving
average model with exogenous variables) € normalmente
representado da seguinte forma:

y(k) = Flylk—1),...,y(k—ny), u(k —74),...
culk —ny), e(k), e(k—1),...,e(k —n¢)l.

» Duas representacoes NARMAX comumente usadas para F
sAo a polinomial e a racional.

Ne

= T vt T k= [T etk - o)

q=0

» Modelos racionais sado formados pela razdo entre dois
polinbmios
> Ci H]  y(k—J) H:}i1 u(k —r) Hgi1 e(k —q)

+e(k).  _pem
Y. d; Hr; L y(k—7) Hgi1 u(k —r) ng:1 e(k —q) (k)

y(k) =



Modelos polinomiais continuos

Um modelo polinomial para este sinal pode ser formado
utilizando-se o sinal e suas derivadas como base, da seguinte
forma:

y(t)
Y = ()

Z = ieml,
=1

sendo ¢! = X'YiZ*F e, j, k € IN.

Y
|
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Funcoes de base radial

As funcoes de base radial (RBF do inglés radial basis functions)
sA0 mapeamentos do Tipo

fly) = wo + Z wid(|| y =i |),

sendo que y € R%,
c; € IR% s@o os centros € ¢(-) : RT — IR & uma funcdo,
normalmente escolhida a priori, como, por exemplo:

—c: |2
olly — i) = exp (12220

)

sendo o; constante e || y —¢; [|?°= (y — ¢;)"(y — ¢;). A funcdo de
base acima € chamada de gaussiana.,

| - || € a norma euclidiana, w; € IR sAo0 pesos,

- p.8/4¢



* Outras funcoes de base usadas sQo:

Multiquadratica inversa :  ¢(r

(7)
Linear : o(r)=r
Ctbica : P(r) = r3
Multiquadratica : o(r) = r2 + o2
Thin — plate spline : d(r) = r#log[r],

sendo que r =|| y — ¢; || € o define a largura do “chapéu”, no
caso das funcdes gaussiana e das multiquadraticas.
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B

No contexto de identificacdo de sistemas, € comum
acrescentar fermos aufo-regressivos lineares, bem comao termos
de enfrada, resultfando em

y(k) = wo+ D wiolly(k—1)—cil)+

sendoy(k—1)=[y(k—1)...y(k—ny) u(k —1)...u(k —ny)|". € e(k)
€ o erro.
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+

3.5

25

phifr)

Figura 2: Funcdo multiquadrdatica inversa para varios valores do
pardmetroo: (—) o =1,(---)o=0,5e(---) o =0, 25,
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Redes neurais artificiais

.

A saida de um Unico neurdbnio com n entradas é do tipo

x=f ija:j—l—b :
j=1

sendo que b (bias) e w,; sdo constantes e f &€ chamada de
funcdo de ativacdo. Ha varios tipos de funcdo de ativacdo
sendo que uma das mais comuns € a sigmaoide

1

F) = T

Normalmente a saida de um neurdnio € conectada d entrada
de um outro neurdnio. Nesse caso, a saida de uma rede com
um Unico nodo na camada de saida e uma camada oculta é
uma funcdo ndo-linear nos pardmetros do tipo
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Em aplicagdes de identificacdo, € comum escolher f(xz) = x €
bs = 0; assim (-3) fica

y(k) = sz’fq; sz’jxj +0; |
i=1 j=1

que ainda é ndo-linear nos pardmetros.
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Modelo polinomial NARX

Neste exemplo a funcdo F*[-] & expandida como um polindmio
de grau dois, ou seja, F2[-].

y(k) = coo+ Z c1.0(n1)y(k —n1) + zu: co.1(n1)u(k — nq)

ni1=1 ni=1
373 cop(nn, na)y(k — na)y(k — ng)
375 era(n, na)y(k — nyulk — ng)

+ Z Z co,2(n1, n2)u(k —ni)u(k —nsa).

mn1 n9o
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Regressores de um modelo polinomial
NARX

Assumindo-se n, =2 e n,, = 1 para o modelo do exemplo
anferior, fem-se o seguinte vetor de regressores:

Pk—1) = [y(k—1)y(k=2) u(k—1) y(k—1)% y(k—1)y(k—-2)
y(k—2)? u(k—1) y(k—1u(k—1) y(k—2)u(k—1)] .
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% O Modelo Racional NARMAX

» Um modelo racional NARMAX tem a seguinte forma geral:

_aly(k=1),. . y(k—ny), u(k—=1), ... u(k—ny),
b(y(k—1),...,ylk—ny), u(k—1),... u(k—ny),
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O Modelo Racional NARMAX

» Um modelo racional NARMAX tem a seguinte forma geral:
a(y(k—1),...,y(k—ny),u(k—1),...,u(k—ny,),
bly(k—1),...,y(k—ny),u(k—1),...,u(k—n,),

e(k—1),...,e(k—ne))
k1), e(kong) TR

y(k)

» E conveniente definir o numerador e denominador de (0)
como sendo, respectivamente,

Ng
= pajba; = Pk —1)8a.
j=1
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» Manipulando-se os termos, chega-se a

Ng
y*(k) = alk=1)=y(k) }_paja; +blk = 1e(k)
N j_Nd
= anjenj —y(k) Zpdjedj + ¢(k)

= p(k—1)0n —y(k)p a1 (k —1)8a + ((k),

_ b(k‘ L 1)pd1 +pd1€<k),

C(k) = blk = Dye(k) = (imﬂdj) e(k)

sendo e(k) branco. Como e(k) € independente de b(k — 1) e

tem média zero, tem-se E[((k)] = E[b(k — 1)]E[e(k)] = 0.
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Um modelo racional NARX

Um modelo racional € normalmente representado como a@
razao entre dois polindmios. Um exemplo de tal tipo de modelo
e

ag+ar1y(k—1)+asu(k—1)+asy(k—1u(k—1) + asu(k—1)?

ylk) = bo + byu(k — 1) ’

sendo que apenas os regressores relacionados a y(k) e u(k) sQo
mMostrados.
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Agrupamento de Iermos

» Um modelo para o gqual n,, = n,, abrange uma janela de
dados de comprimento (n, — 1) x 1. Se essa janela de
dados for suficientemente suave, as seguinfes aproximacoes
podem ser escritas
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Agrupamento de Iermos

» Um modelo para o gqual n,, = n,, abrange uma janela de
dados de comprimento (n, — 1) x 1. Se essa janela de
dados for suficientemente suave, as seguinfes aproximacoes
podem ser escritas

» entdo a equacdo um modelo polinomial NARX pode ser
aproximado por

Ty s Ty £ m

y(k) ~ Z Cp’m_p(nl, Cee nm) Z Zy(k — 1)pU(k _ 1)m—p

ni,MNm m=0 p=0
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» A equacdo anterior serve como motivacAo pdara a seguinte
definicAo

As constantes 3 1w ¢y p(n1, ..., ) $QO 08 coeficientes
dos agrupamentos de termos 2, p,,m-», que confém termos
da forma y(k — i)Pu(k — 7)™ P para m=0,...,f e p=0,...,m
Tais coeficientes sGo chamados de coeficientes de
agrupamentos e sAo representados por X, m-».
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Agrupamentos de fermos de um modelo
polinomial NARX

Seja o modelo e seus pardmetros

y(k) = 1,4269y(k —1) —0,41549 y(k — 3) 4+ 0,012 y(k — 2)
+0,11736 u(k—3)—0,04904 y(k—1)3+1, 2007 y(k—1)?u(k—3)
+0,252y(k — 3)%u(k — 2) — 0,078346 u(k — 2)

—0,47759 y(k — 2)y(k — 3)u(k — 3) — 0,030695 y(k — 3)>
40,05843 y(k—2)°—0,39072 y(k —2)*u(k—3)
—1,0272y(k—1)*u(k—2) + 0,44085 y(k — 2)y(k — 3)u(k — 1)
—0,20771x107% +0,032643 y(k — 1)* — 0,054208 y(k — 2)?
+0,023113 y(k — 3)?
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=

C1,0 1) — 1,4269,

(
c1,0(2) = 0,012,
c3.0(1,1,1) = —0,04904,
c2.1(3,3,2) = 0,252,
c2.1(2,3,3) = —0, 47759,
c3.0(2,2,2) = 0,05843,
co1(1,1,2) = —1,0272,

co0 = —0,20771 x 1072,
61,1(2, 2) = —0054208,

c1.0(3) = —0, 41549
co.1(3) = 0,11736
co1(1,1,3) = 1,2007,
co.1(2) = —0,078346,
¢3.0(3,3,3) = —0, 030695,
c2.1(2,2,3) = —0, 39072,
c2.1(2,3,1) = 0,44085,
c1.1(1,1) = 0,032643,
c1.1(3,3) = 0,023113.

No préximo exemplo tais pardmetros ser&o usados para
determinar os coeficientes de agrupamentos.
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Coeficienfes de agrupamentos de um
modelo polinomial NARX

» Os coeficientes de agrupamentos do modelo anferior sGo
Yy =c10(1l)+c1,0(3)+c1,0(2) =1,0234,
¥ =c30(1,1,1) +¢30(3,3,3) + ¢30(2,2,2) = —2,1305x 102,
Yo = c01(3) +¢0.1(2) = 3,9019x 1072,

EyQU = (32’1(1, 1, 3) + (12,1(3, 3, 2) + 62’1(2, 3, 3)
+¢2.1(2,2,3) + c2.1(1,1,2) + ¢2,1(2,3,1) = —1,9184x 1073,

= Co,0 = —2,0771 x 10_3,
¥z =c20(1,1) +¢20(2,2) + ¢2,0(3,3) = 1,54771x 1077,

que correspondem aos agrupamentos €2, 2,3, 0, 2, Qo ©
2, respectivamente.
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» Um agrupamento da forma Q,,,m-» € um conjunto de
termos do fipo y(k — i)Pu(k — 7)™ P para m=0,...,¢ e
p=0,...,m, € 0s respectivos coeficientes, ¥ p,m-r, SO0 O
somatoério dos coeficientes de todos os fermos no modelo
que pertencem ao referido agrupamento. No limite, tem-se

limTS_>0 Zy = 1,

lim7, 0 Xypym-» =0, para todos os demais agrupamentos.
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Pontos Fixos - Numero de pontos fixos

» Os pontos fixos ou pontos de equilibrio de um modelo
discreto autdbnomo sdo definidos como aqgueles pontos para
os quais y(k) = y(k + 1), i € Z. No caso de modelos nGo
autdnomos, os pontos fixos satisfazem y(k) = y(k+1i), i € Z
para um dado valor constante do sinal de entrada
u=ulk)=ulk+1i),ieZ.
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Pontos Fixos - Numero de pontos fixos

» Os pontos fixos ou pontos de equilibrio de um modelo
discreto autdbnomo sdo definidos como aqgueles pontos para
os quais y(k) = y(k + 1), i € Z. No caso de modelos nGo
autdnomos, os pontos fixos satisfazem y(k) = y(k+1i), i € Z
para um dado valor constante do sinal de entrada
u=ulk)=ulk+1i),ieZ.

» Os pontos fixos de um modelo polinomial NAR (autdnomo)
com grau de ndo-linearidade ¢ sGo as raizes do seguinte
polindbmio "agrupado”:

y(k) = coo + y(k) > crolm) + y(k)> > caolning) + ...
TL1:1 mn1,no

. + y(k)e Z Cg,()(nl,...,ng>,

ny,ny
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» OU

Syt eyt + (B, -1y + X =0,

sendo Xy = cp,p UMa constante.
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» OU

Syt eyt + (B, -1y + X =0,

sendo Xy = ¢p o UMa constante.

» Em muitos casos praticos Xy = cp o = 0, € neste caso

Sy L+ Sy + (B, - 1]y =0.
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Localizacao de pontos fixos

» Os pontos fixos de um polinbmio linear (/=1) sdo dados por

220
—5,

g:
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Localizacao de pontos fixos

» Os pontos fixos de um polinbmio linear (/=1) sdo dados por

220
—5,

g:

» Para polindmios quadraticos (£=2),

1-%, £VA
2%,

A = (B, —1)°—4%,:2.

Y12 =
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» Os pontos fixos de um modelo polinomial cubico (¢=3) sGo

Y1 = (Ag —+ Ag) — Ey2/(32y3),
gg,g = —0,5(A3—|—A2)—Ey2/(32y3):|:j \/§<A3—A2>/2,
sendoj=+—-1 e
A = V3R, -1)Es — (X, —1)2X, —18(2,—1)%08,2 %3
+27 58825 + 450%2,]%0 /52,
Ay = [8,2(8,—1)/652 — 5/25, — £3, /27535 — A /18]'/3,

'
||

[X,2(2,—1) /652 — 5o /25,5 — X2, /2753, + A, /18]"/3,
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Pontos fixos de um modelo polinomial
NARX

» Substituindo os coeficientes de agrupamentos calculados
no exemplo 23, os pontos fixos do modelo podem ser
facilmente calculados como sendo (1,150; -1,155; 0,078).

- P.29/4¢



Pontfos fixos de um modelo polinomial
NARX

» Substituindo os coeficientes de agrupamentos calculados
no exemplo 23, os pontos fixos do modelo podem ser
facilmente calculados como sendo (1,150; -1,155; 0,078).

» Pelo fato de o agrupamento €2,s ser o agrupamento do sinal
de saida de mais alto grau, e porque X # 0, a versdo
autonoma do modelo (-8) tem frés pontos fixos NAo triviais,
como ja era esperado.
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Estabilidade de pontos fixos

Um modelo polinomial NAR de ordem n,, pode ser representado
como um mapa f : IR™ — IR™ da seguinte forma:

y(k) = f(y(k—1)),

sendo que y € IR" € o vetor de estado, ou

- (h . - 0 1 . 0 - 0 ) -
—n _|_ — N
Y Y 0 0 .0 Y Y
y(k—ny+2) , , , y(k—ny+1)
0 0 . 1
] y(k) | £ £ fo - y(k=1)
= y(k_”y) y(k_”y‘i‘l) T y(k—l) -

sendo f;/y(k —i)=0se f;(-) ndo inclui y(k — i) € a matrizndo &
Unica. Em outras palavras, hd diversas fungdes f;(+) tais que
y(k) = fi+ fo+ .o+ fa,.
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Por outro lado, a matriz jacobiana de f é

e €& Unica.

0
0

of
L Oy(k—ny

N—r

1 0
0 1
0 0
of of
Oy(k=ny,+l)  Oy(k—=n,42)

oy(k—1) -
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Auto-esfrutura de um modelo polinomial
NARX

» Avaliando a matriz jacobiana do modelo do exemplo 23 nos
pontos fixos calculados no exemplo 29 percebe-se que tais
pontos fixos sao dois focos e uma sela, respectivamente.
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Auto-esfrutura de um modelo polinomial
NARX

» Avaliando a matriz jacobiana do modelo do exemplo 23 nos
pontos fixos calculados no exemplo 29 percebe-se que tais
pontos fixos sao dois focos e uma sela, respectivamente.

» Mais especificamente, os autovalores da matriz jacobiana
do modelo (-8) sdo -0,601 e 0,942+40,185 no ponto fixo 1,150
(foco instavel); -0,602 e 0,9424-50,188 no ponto fixo -1,155
(foco instavel) e -0,506, 0,824 e 1,079 no ponto fixo 0,078
(sela).
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Simefria de ponfos fixos

Tabela 1: Agrupamentos de termos necessarios para simetria

¢ | nUmero de pontos | agrupamentos de termos
fixos friviais permitidos no modelo

] ] Q,

2 0 Q,2, Qo

3 ] 3, Q,

4 0 Qa. 2, Qg

4 2 Oy, Qo

5 1 Q5. Qys, Q,

5 3 Qs Qs

6 0 Quo. Qya, Qyz, Qo

6 2 Qo Qya, Q2

6 4 6, o




Simefria de ponfos fixos

» Considere a equacdo logistica y(k) = Ay(k — 1) — Ay(k — 1)?
que ndo tem pontos fixos simétricos. O fato de ndo ter
pontos fixos triviais pode ser constatado notando que
polindbmios quadrdticos tferdo pontos fixos simétricos se
Y0#£0,3,=0¢e 3,2 #0.
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Simefria de ponfos fixos

» Considere a equacdo logistica y(k) = Ay(k — 1) — Ay(k — 1)?
que ndo tem pontos fixos simétricos. O fato de ndo ter
pontos fixos triviais pode ser constatado notando que
polindbmios quadrdticos tferdo pontos fixos simétricos se
Y0#£0,3,=0¢e 3,2 #0.

» Para a equacdo logistica é claro que ¥;=0, X,=\ e

N2 =—A
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4 Simefria de ponfos fixos
il

» Considere a equacdo logistica y(k) = Ay(k — 1) — Ay(k — 1)?
qgue ndo tem pontos fixos simétricos. O fato de ndo ter
pontos fixos triviais pode ser constatado notando que
polindbmios quadrdticos tferdo pontos fixos simétricos se
Y0#£0,3,=0¢e 3,2 #0.

» Para a equacdo logistica é claro que ¥;=0, X,=\ e

N2 =—A

» Por outro lado, a equacdo logistica impar
y(k) =Ay(k —1) = y(k —1)*tem Xy=0,2,=AX,2=0¢e
¥,s=—\ e, de acordo com a terceira linha da Tabela 1, essa
equacdo tem pontos fixos NGo triviais simétricos em torno de
um ponto fixo trivial.
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Complementos - Modelos polinomiais

NARMAX MIMO

» Seja

y(k) =

sendo F|-

y(k) =

gue pode ser escrito como m equacoes escalares, uma

F[Y(k_l)v”' 7y(k_ny)7u(k_

e(k—1),--- ek —ne)] +e(k),

T

)
)

y1(
ya (

&

Ym (k)

yu(k)

para cada subsistema.

uma funcao vetorial qualquer e

7u(k_nu)7
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» COMO Sse segue:

yitk) = Fily(k—1), yi(k—nin), - ym(k— 1), ym(k — nim),
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I

\

.*l P COMO se segue.
ur(k—1),--- ,ul(k—nibl),--- cur(k—1),--- ,ur(k—nir),
€1 1

k—1), - ,e1(k—n), - em(k—1), -, em(k—ni,)] +

» No caso de F|-] ser aproximado por uma fungdo vetorial
polinomial de grau ¢ fem-se parg o i-€simo subsistema

By =06+ > 0haa () + > > 05,20 (k)zi, (k) + -

11=1 11=110=11

—I—Z Z 0r, .0, iy (K) -z, (k) +ei(k), i=1,---,m
11=1 lpg=1p_1
parai: =1,...,m, sendo gue 6, sdo os pardmetros a estimar,
x; 0S MondmMios que compdem 0s regressores, y; a saida do
i-€simo subsistema e ¢; (k) € o erro da equacdo de regressdo
desse subsistema, e M, = m(n, + n.) + 7 X n,. TR



Estimacao de derivadas

» Seja um sinal amostrado (k). Primeiramente deve-se obter
uma aproximacao polinomial g,, do sinal de interesse numa
(normalmente estreita) janela de tempo.
Matematicamente, tem-se

y(k) = gn, ki <k <k,

sendo o0 caso polinomial

gn = Qo + a1k +...+ Ozn_lkn_l + o, k™.

- p.37/4¢



» A fim de estimar «; pode ser usada a seguinte equacado de
regressao

y(k) = ag +ark+ ...+ a1 k"1 4+ ank™ + e(k),

para k; < k < k¢ e sendo e(k) o erro de regressqo.
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» A fim de estimar «; pode ser usada a seguinte equacado de
regressao

y(k) = ag+ ark+ ...+ op_1k" "+ ank™ + e(k),

para k; < k < k¢ e sendo e(k) o erro de regressqo.

» Portanto, fomando-se k¢ — k; 4+ 1 restricoes chega-se a:

%)

y(ki) 1 k... kMOED o1

| y(ke) | 1 ke BPTU R ]| ano
- an —

efh=[X"X]"1X"y. "



!

» Finalmente, as estimativas das derivadas de y(k) podem ser
obtidas derivando-se a aproximacdo polinomial
andliticamente e avaliando as funcoes resulfantes no ponto
de interesse, k, OU seja

) d g, A ) . o
y(ko) ~ % =a1+...+(n—1)a&,—1k] 2 4 non k| 1
k=ko
o d2 dn A A n—3 A n -
(ko) =~ 72 = do+...+(n—=2)(n—1)ap_1k{ "+ (n—1)nd, kg
k=ko

e assim por diante.
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Pontos fixos estimados de dados reaqis

» O primeiro conjunto de dados considerado foi o atrator
dupla-volta. A série temporal original tem N = 5.000 valores
amostrados com T, = 21 5. Nesse caso escolheu-se L = 900 e
A = 5. Os pontos fixos estimados com a matriz ¥ incluindo
todos os agrupamentos foram:

{—2,25+0,02; 0,034+0,13; 2,154 0,02} V.
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(b)
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0.05
or———m—— T — ] 1t
—-0.05
_Ojo 200 400 600 800 Hes 200 400 600 800
(c) (d)
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0.05
O bty e Of
—-0.05 T
=015 200 400 600 800 —0-5 200 400 600 800

Nnumero de iteragdes

numero de iteragdes

Figura 3: Coeficientes de agrupamentos estimados a partir de
dados sobre o atrator dupla-volta (dsvcl). (a) g, () Xy, (C) X2,
(d) Xys.
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» A Figura 3 claramente revela que os agrupamentos Qg € 2,
sdo espurios. Portanto, eliminando-se as colunas de ¥
correspondentes aos agrupamentos espurios 2y e 2,2, 0s
seguintes pontos fixos simétricos foram estimados:
{£2,2040,01p; 0,00} V.
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» A Figura 3 claramente revela que os agrupamentos Qg € 2,
sdo espurios. Portanto, eliminando-se as colunas de ¥
correspondentes aos agrupamentos espurios 2y e 2,2, 0s
seguintes pontos fixos simétricos foram estimados:
{£2,2040,01p; 0,00} V.

» A seqguir, 3.000 observacdoes foram tomadas do atrator
espiral do mesmo oscilador eletrénico (spive1 @). Os
seguintes valores foram usados T, = 20uS, L =900 e A = 5.
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pontos fixos estimados
|
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0 50 100 150 200 250 300 350 400
numero de iteragdes

Figura 4: Pontos fixos estimados a parfir de dados do afrator es-
piral. As linhas tracejadas indicam a faixa em que se encontram
0s dados medidos.
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» A variGncia de um ponto fixo &€ muito maior do que a dos
demais, além de os valores estimados estarem fora dos
limites dos dados (aproximadamente -6 e 0). Pode-se
concluir que o algoritmo pode estimar corretamente
apenas dois pontos fixos e, portanto, as colunas de ¥ que

correspondem a €2, devem ser removidas. Fazendo-se isso,

0s seguintes pontos fixos foram finalmente estimados:
{-3,65+0,02;0,00} V.
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Caracteristicas estaticas de modelos
ARX e NARX

» Considere os seguintes modelos obtidos de (mydin2 @)

y(k) = 1,3817y(k—1) 40,0411 u(k—1) — 0, 4296 y(k—2)
—0,0077 u(k — 2) + £(k),

y(k) = 1,3920y(k—1) +0,0454u(k—1)* —0,4235y(k—2)
—0,4388 y(k—1)u(k—2) + 0, 3756 y(k—2)u(k—2)
40,0218 u(k—2)%+0,0097u(k—Du(k—2)+£(k).
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Figura 5: Caracteristicas estaticas de um pequeno aguecedor
elétrico. @ é o valor em volts em estado estaciondrio da tensdo
elétrica da enfrada e § € o valor em p.u. correspondente &
temperatura atingida em estado estaciondrio. Caracteristica
estdtica (—) medida em teste estatico, (- -) do modelo linear e
(— . =) do modelo ndo-linear.
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