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Aluno:

Matricula:

Instrucoes

* A prova consiste de trés questdes discursivas
* A provatera a duracdo de 2h
* A prova pode ser feita a lapis ou caneta

* Naio é permitida consulta a notas de aula, todas as féormulas necessarias serdo dadas no
final da prova.

* Toda resposta devera esta contida nas folhas da prova. Folhas de rascunho serdo
fornecidas caso necessario, mas ndo devem ser entregues.

* Calculadoras podem ser utilizadas, mas todas as contas e respostas devem ser
justificadas
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Questdo 1 (3 pontos)

Para a transmissdo de dados digitais ¢ usual a fragmentagdo de uma mensagem em diversos
pacotes, que, por motivos diversos, podem ndo chegar todos ao receptor. Este tipo de situagdo ¢
tratado com um modelo de apagamento, ou seja, além de erro de bit podemos ter o caso de ndo
termos informacdo nenhuma sobre este bit, caso que chamamos de apagamento (erasure).
Chamando de 4 o evento de apagamento, o bit na saida do canal pode ter trés valores diferentes,
0,1 ou 4. Sendo b o bit enviado e r o valor recebido, e supondo as seguintes probabilidades:

Pr(b 0)=0,3

Pr(r=4)=0,05
Pr(r=1/b=0)=0,01
Pr(r=0[b=1)=0,02

a) Qual a probabilidade de erro? (0,8)

b) Sabendo que o bit recebido foi 1, qual a probabilidade de ter sido enviado também o bit 1?

0,7)

¢) Criamos agora uma variavel aleatoria y= (2)7 -1or= (1)4011 r=1 . Calcule a média e a
b r=

variancia de y. (0,7)

d) Suponhamos agora que os bits sejam agrupados em pacotes de 1000 bytes e que sejam
acrescentados 500 bytes de redundancia por meio de um cddigo corretor de erros. O codigo
permite uma deteccao correta desde que f+ 2e < 200, em que e representa o nimero de erros e f°
o numero de apagamentos. Qual a probabilidade aproximada de erro na detec¢do do pacote?
(0.8)

P ( )ZP( 0)Pr(r=1/b=0)+Pr(b=1)Pr(r=0/b=1)
=1)=1-Pr(b=0)=0,7

Pr(e)=(0,3)(0,01)+(0,7)(0,02)=0,017

b) |
B _ Pr(r=1/b=1) Pr(b=1)
Pr(b=1]r= Pr(r=1)
Pr(r=1b=1)=1—-Pr(r=0[b=1)— Pr(r=4)=0,93
Pr(r=1)=Pr(b=0) Pr(r=1|b=0)+Pr(b=1)Pr(r=1/b=1)=(0,3)(0,01)+(0,7)(0,93)=0,654
T 0,93(0,7) _
Pr(b=1|r=1)= —0,654 =0,9954
c)

Pr(y=—1)=Pr(r=0)=Pr(b=0) Pr(r=0/b=0)+Pr(b=0) Pr(r=0/b=1)=0,296
Pr(y=0)= Prr=4=0,05
Pr(y=1)=Pr(r=1)=0,654

Ely|=D. yPr(y=y)=-0,296+0,654=0,358
>

E{y2}=z y Pr(y=y)=0,296+0,654=0,950
))

var|y|=E|y*| - E*[y|=0,822
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d) podemos criar a variavel aleatéria z;= 1 se houver um apagamento no i-€simo bit, z;= 2 se

houver um erro e z;= 0 se a transmissao for correta.

N
Desta forma temos que z=f +2e= Z z,

i=1
Queremos saber Pr(z<200) e podemos usar o teorema do limite central.

’ . ;g =_ = ‘A . 2 __ 2
z é uma v.a Gaussiana commédia Z=N Z; e varidncia 0,=No, .

Z,=1%0,05+2X%0,017+0x Pr(C)=0,084

E|7|=1x0,05+4x0,017=0,118
ol=E|z|-7'=0,1109

1

N= 1500 (8) = 12000

Portanto
z=1008
o.=1331

Pr(e):Pr(z>200)~Q(200—Uz

z

UnB

/
o

):Q(—22,1)~1
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Questdo 2 (3 pontos)

—alt|

Um processo aleatério tem fungio de autocorrelagio iguala R (7)=e
a) Qual a sua poténcia média? (0,6)
b) Qual a sua densidade espectral de poténcia?(0,6)
¢) Supondo que este sinal seja transmitido por um canal com ruido branco aditivo de densidade
espectral de poténcia Ny/2, qual o filtro de recepgdo 6timo, que maximiza a razao sinal-ruido na
saida? Escreva e esboce o filtro tanto no dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia.
(0,0)
d) Qual a RSR na saida do filtro?(0,6)
e) Repita os itens (c) e (d) considerando agora que o ruido tem uma densidade espectral de
N,

poténcia S (f)=———= (0,6)

2+(Bf)

Deixe indicado qualquer integral que nao tenha solugéo indicada no final da prova.

a)
P=R,(0)=e =1
b)
()=l 2
a+4m f
c)
queremos achar o filtro de Wiener
2a
H (f): Sx(f) — a2+47T2f2 — 2a 2b
T S()+S.S) 2a Ny Nobp'+4ms?
a+4m’ 12
com b= %‘Z—i—az
Portanto
h(1)=—2L N
N,B
d)
P,
RSR=—2~
P,
© 2a 4a 1 ?

P=f" sl ar=] v

~d’+4 2| N, 4a

0

—|—az+47'r2f2
2

o 2
8a’ [4a 1 df

T No| Noda, oy g2 g

0

» N, 2
p=] ST dr=]
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2a
a2+41T2f2 _ 4a+2aBzf2
2a__ N,y 4a+a’N,+(2a B’ +41'N,) f*
c12+47'r2f2 2—|—Bzf2

2a 4a+2aB’ f* 2d
2 2 o2 2 2 2 2 f
a*+41° 2\ 4a+d Ny+(2a B +4T0 N | f
N, (4a 1

Pl sl ar=]",

ar

e A R =

+32.f2 N o 4_a_|_a2_|_4-,—rzf2
N,

UnB 18

/
o

elétrica



Comunicagdes Digitais
Prof. André Noll Barreto

Questdo 3 (4 pontos)

Um sistema binario emprega modulacado PWM (Pulse Width Modulation), em que os bits sdo
mapeados da seguinte forma:

2t
0: q(t):Aprect(?)

N

1: p(t)ZAprect(TL)

N

a) projete e desenhe o receptor linear 6timo. (1,0)
b) Suponha que o receptor tenha um ruido branco com densidade espectral de poténcia igual a

702—130 dBm/Hz , qual a poténcia de recepgdo necessaria em dBm para que tenhamos

uma probabilidade de erro de bit menor que 10 para uma taxa de transmissdo de 100kbps?
(1,0)

¢) Ache um espago de sinais, ou seja, encontre as fungdes ortonormais base, que permita a
representacdo destes sinais transmitidos. Escreva os sinais p(¢) e ¢(¢) em funcdo deste espago de
sinais e os represente graficamente no plano Euclideano. (1,0)

d)repita os itens (a) e (b) para o seguinte esquema de transmissao: (1,0)

0: q(t)ZAptrect(%)

N

1: p(t)ZAptrect(TL)

N
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2
2:Ep+Eq—2qu:Ep_Eq:2Eq:ﬁﬂ
N,/2 NJ2 N, 3N,
E B E
P.=Q 3];0)<10 4=J3]§0>3,8:Eb><3,8>2<3)N0
N
7":—130 dBm/Hz=10""mW/Hz= N ,=2x10""mW/Hz
P,=E,R,>(3,8)°(3)(2x107"7)(10°)=8,6 X10"'mW=—60,6 dBm
c)
o espaco de sinais mais 6bvio ¢
st W,(¢] S
R ~ :
. ' c =
J—
L Th 7
e/ 1 d“:":_/
AT,
p(6)=[@, (1) +, (1) =5
AT,
q(1)=a(1)—5—
b _
% |9 P
e

-
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rir 5, AT
E=[, 4 dr=—>=
_ T /4 2 2 _Asz_
Eq_f_u4 A, A==t 2=E,,
2 2
z :Ep+Eq:3ApTS
b2 64
Os filtros casados sdo
(T ]
\\ N
\\'.
A
e o receptor 6timo €
Q 2
’p(]::’() AFZ 4

“‘/ QP o \ﬁ %51 e

|
N,L( S |

.__“’ ) )
—ol8
g EtE2E, 28 E,
N,/2 9 N,
16
E,=3E,
2
E=E,=%E,
1 |28 E, 7E, —4 29
= — | —— | = — < > —
Pe Q 2 9 NO Q 9N0 <10 :>Eb—(378) 7 NO

PRX:EbRbZ(3,8)2(2

= (2%107%10°=3,7x 107" mW =—64,3 dBm
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Férmulas Uteis

Identidades Trigonométricas:
sin(2x)=2sinx cosx
2 2
cos(2x)=cos x—sin" x
-2 2
sin“x+cos x=1

coszxZ%(1+cos2x)

.2
sin“x=—(1—cos2x)

1
2(
sin(x+y)=sinxcos y*cosxsin y
cos(x =+ y)=cosx cos yFsin xsin y
tan x+tan y
)=
I ¥tanxtan y

acos x+bsinx= Va2+bzcos(x+tan_1(—b/a))

tan(x+y

Integrais:
. 1, .
fxsmaxdx:—2(smax—axcosax)
a
1 .
f xcos ax dx=—(cosax+ axsin ax)
a

2 . 1 . 2.2
fx sinax dx =— (2axsinax+2cosax —a” x” cosax)

)

2 1 . 2.2 .
fx cos ax dx=—(2axcos ax—2sin ax+a” x"sinax)

a
fxe“xdxzez(ax—l)
a
f e®=£ 3 (a>x°—2ax+2)
a
f 21 za’letan_lﬁ
X ta a a
X 1 2, 2
dx=—=In(x"+a
J'x2+az 2 ( )
f 4x 4dx: 12tan_1x_z
a +x 2a a
Funcgdes Importantes:
1, |e<1/2
rect(7)={1/2 , |t|=1/2
0 ,|t|>1/2

A(t)=rect (¢)(1-2|¢|)
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Tabela de Transformadas de Fourier:

g(l‘):]?. G(f)ejzrrftdf é G(f):‘of g(t)e—j2rrftdt

5 (1)
1

tn e—utu (l’)

—alf
ea||

eﬂ"fﬂ
cos(2 f,t)
sin (271 f 1)
u(t)

sgn ¢
rect(—t)

-

sinc(27 Bt)

UnB

g~ g= g~

g~

$= g~

ﬁj’ II.” II"’ II"'i ﬁ‘rj II*:’

g~

= 0~ Q=

g~ ¢~ 0= g~ g~

1
5(f)

n!
(a+ j2m f)"*!
__2a
612+4T('2f2
6(f_fo)

Ls(r=ro+6(r+ )]

2
1
7 (8(f=1)=8(f+10)]
1
j2m f

—o(f)+
L
jmf

|T|sinc(m fT)

Lrect(f/ZB)
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Probabilidade
_P(AnB)_P(A|B)P(B)
Py = Pl
eventos s3o independentesse P (B|4)=P(B) .

N
se A;, 1<i<N sioeventosdisjuntose U 4=S = P(B)ZZ P(B|A,)P(4,)

i=1

Variaveis Aleatorias
y)zz Px,y(xi’ y)
dF (x)

CDF Fy(x)=Pr(x<x| PDF p (x)= -
X

1 — _ %) 2
v.a exponencial px(x)ZAe_Mu(x) v.a. Gaussiana p,(x)= 5 o I
VLZTTO

_ 1 o2
OO O(x)=r=[ e "d
=] r@pxdc p(x)=[" p. (x y)dy

X;,—H

Teorema Central do Limite y, = T2 Z — Normal (0,1)

Desigualdade de Chebyshev Pr (‘x—ﬂSkU)Zl—é

Correlagdo ny:E{(x_x)(y_)_/)} Coeficiente de correlagdo P, = UU’;
y-y
Estimagdo LMS
a Ry Ry - Ry ||R,
:iaixi com a.2 =| R Rp e R R,02 , e Rij:E[Xin}
a‘n R, R,, R.On

E{Ez}:Roo_(al Ry ta,Ry++a,R,)

Processos Estocasticos

R (T)=E|[x(¢t)x(t+7)| Sx(f)ZFT[RX(T)}
y(O)=x()xh ()= S (/)=[H(fIS,(f) ¢ y=H(0)x
Rx’y(T):E{X(l‘)yU-FT)J
x e y sdo descorrelatados se R, ,(T)=X¥ esdoortogonaisse R, ,(7)=0

Filtro de Wiener

H, (f)=—snl/)

Sulf)+Sa(f)
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Transmissao Digital

_ -j2nfT,
filtro de recepgdo 6timo  H (f )=k Pl=fe

$,(f)
(B E +E —2E r,
roff)  peEERES em s[] pig

banda de transmiss3o com pulsos de Nyquist B=(1+r)R,

Fungdo Q

z Q(z) z Q(z)

0.0 0.50000 2.0 0.02275
0.1 0.46017 2.1 0.01786
0.2 0.42074 2.2 0.01390
0.3 0.38209 2.3 0.01072
0.4 0.34458 2.4 0.00820
0.5 030854 2.5 0.00621
0.6 0.27425 2.6 0.00466
0.7 0.24196 2.7 0.00347
0.8 0.21186 2.8 0.00256
0.9 0.18406 2.9 0.00187
1.0 0.15866 3.0 0.00135
1.1 0.13567 3.1 0.00097
1.2 0.11507 3.2 0.00069
1.3 0.09680 3.3 0.00048
1.4 0.08076 3.4 0.00034
1.5 0.06681 3.5 0.00023
1.6 0.05480 3.6 0.00016
1.7 0.04457 3.7 0.00011
1.8 0.03593 3.8 0.00007
1.9 0.02872 3.9 0.00005

N | e,
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