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Aluno:

Matricula:

Instrucoes

* A prova consiste de trés questdes discursivas
* A provatera a duracdo de 2h
* A prova pode ser feita a lapis ou caneta

* Naio é permitida consulta a notas de aula, todas as férmulas necessarias serdo dadas no
final da prova.

* Toda resposta devera esta contida nas folhas da prova. Folhas de rascunho serdo
fornecidas caso necessario, mas ndo devem ser entregues.

* Calculadoras podem ser utilizadas, mas todas as contas e respostas devem ser
justificadas

Questio Nota
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Q3
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Questdo 1 (3,5 pontos)

Um sistema de transmissdo digital transmite com poténcia ImW e sofre uma atenuagdo de
80dB. Queremos transmitir a maior taxa de bits possivel em um canal em banda passante com
largura de banda igual a 1MHz, desde que seja atingida uma taxa de erro de bit menor ou igual a

10" . Sdo utilizados pulsos de Nyquist com fator de roll-off igual a 0,25. Sabendo que
temos na recep¢do um ruido com densidade espectral de poténcia igual a -190 dBW/Hz.
Podemos usar qualquer esquema M-PSK ou M-QAM (com constelagdo quadrada). Qual a taxa
de bits que podera ser alcancada?

A poténcia recebida ¢ dada por
Pp=10"P,=10"W

A taxa de simbolos ¢ dada por

B 10° 6
ST+ 1,25 0,8x10

Temos também que

No_ -19 B -19
—=10 "W/Hz=N_=2X10 ~“W/Hz

2
€
P —11 E
== 10 -=1,25x10""7=—2=0,625x10
R, 0,8x10 N,
Com BPSK,
2E 2FE —
P,=0 t1=0 \/ : =QW1,25><102):Q(11,2):2,5><10_29
N, N,
ComQPSK,
2F E -
P,=0Q \/ - =Q( S)=QW62,5)=Q(7,9)=1,3><10‘5
Ny Ny
Com 8-PSK,
P~—2 0 \/2E‘Ysin 2\ =2 0(V1,25%10%sin [Z)| =2 0(4,2785)=6,3x 10~
log, M N, (M]3 8] 3

Com 16-QAM, a probalidade de erro de simbolo em cada componente de fase e quadratura é

1 3 E; 3 3 3 —4
]l — —— |=2| = —62,5]1==—013,54)=3X%X10
W)Q( M—INO) (4)Q( 15 ) 2Q( |
Como em cada componente sdo transmitidos (10g2 M )/ 2=2 bits, a probabilidade de erro de
bit é

1 _
Py~ Pye=1,5%10 !

Devemos usar portanto 8-PSK para garantir a taxa de erro de bit desejada.

Neste caso, temos 3 bits por simbolo, e a taxa de bits é
R,=R,log, M =3(0,8x10°)=2,4 Mbps

departamento
n =  |de engenharia
elétrica

/
o



Comunicagdes Digitais
Prof. André Noll Barreto
Questdo 2 (3,5 pontos)

Queremos transmitir 3 bits por simbolo utilizando modulagdo digital em fase e quadratura. Para
isso temos a disposi¢do trés moduladores diferentes: 8-PSK, 8-QAM retangular ¢ 8-QAM em
cruz. Qual deles apresenta o melhor desempenho em termos de BER para uma dada razao sinal
ruido? Qual o pior? Considere uma RSR alta.

Para altas razdes sinal-ruido, a probabilidade de erro ¢ dominada pelos pontos mais préximos da

constelagdo. Seja a distancia entre dois pontos igual a d, a probabilidade de erro para um ponto
vizinho ¢ dada por
Pe:Q(dlz) ,com 0=y Ny/2 .

o

Para o 8-PSK a BER ¢ dada aproximadamente por (ver notas de aula)
2F E
P,~ 2 0 \/ *sin [ 2 =3Q 0,54124/—
log, M N, M 3 N,

Para o 8-QAM retangular, temos a constelagao

e a distancia ¢ dada por 2A.
A energia média por simbolo ¢ dada por

4 4

E=22a)+Z(4£+94)=64" ¢ P,=0 4

E 2
— =Q -
VN, /2 6 N,
Sabendo que metade dos simbolos tem 3 vizinhos ¢ a outra metade 2 vizinhos, e supondo
apenas um bit errado a cada erro de simbolo

51 1E | 5 E
P”ZEEQ(\/ENO):EQ(O’WM NO)

Alternativamente, poderia ser feito considerando-se dois PAMs, um 2-PAM e um 4-PAM, mas
neste caso deve ser tomado cuidado, pois a Eb a ser usada na formula para cada PAM ¢
diferente.
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Para 0 QAM em cruz

e-----0

e , .
“~__,queequivalea

A energia média por simbolo ¢ dada por

4 4 3 E
E="(A4)+2(24)=24" ¢ P,=0|-2|=0 \/ s
8 8 2 VN, /2 3N,
Sabendo que todos simbolos tém 2 vizinhos, e supondo apenas um bit errado a cada erro de
simbolo

P :3Q \/l £, =3Q 0,5774 £,
b3 3N, 3 ’ N,

Sabendo que quanto maior o argumento da fun¢do Q, melhor ¢ o desempenho, temos na ordem
do melhor para o pior:
8-QAM em cruz, 8-QAM retangular, e 8-PSK.

Al2

departamento
n =  |de engenharia
elétrica

/
o



Comunicagdes Digitais
Prof. André Noll Barreto
Questdo 3 (4 pontos)

Um sistema BPSK apresenta um modelo de canal discreto
h[k]=0,58[k]+0.28[k—1]—0,18[k—2]

Ap6s o filtro casado temos um ruido com varidncia 0120,02 , € suponha que os simbolos

BPSK amostrados tém amplitude unitaria.

a) Desenhe a trelica do decodificador MLSE de Viterbi

b) Qual a resposta no dominio da transformada z do equalizador zero-forcing ideal?

¢) Projete um equalizador ZF ¢ um MMSE com 4 taps cada. (Para o ZF utilize a formula para o
MMSE, porém sem ruido, e lembre-se que neste caso teremos um ZF aproximado)

d) Qual o erro quadratico médio para os dois equalizadores do item (c)?

(Lembre-se, MSE=E“y[k]—x[k]|2} )

a)

o sinal recebido pode ser modelado como
vik]=x[k]xh[k]+n[k]=0,5x[k]+02x[k—1]-0,1x[k—2]+n[k]

o decodificador MLSE tem Af*"!' estados s, em que cada estado corresponde aos L-1 ultimos

bits, que podem ser descritos pela tabela abaixo

s[k]=(x[A-2],x[k-17) blk] yIk] s[k-1]
L) -1 -0,5-0,2+0,1= -0,6 (-1,-1)
’ 1 0,5-0,2+0,1= 0,4 (-1,1)
L) -1 -0,5+0,2+0,1= -0,2 (1,-1)
’ 1 0,5+0,2+0,1= 0,8 (1,1)
-1 -0,5-0,2-0,1=-0,8 (-1,-1)
(15_1)
1 0,5-0,2-0,1= 0,2 (-1,1)
-1 -0,5+0,2-0,1= -0,4 (1,-1)
(1,1)
1 0,5+0,2-0,1= 0,6 (1,1)

Que corresponde a trelica

(1,1
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b)
A transformada z do canal ¢ dada por
H(z)=0,5+02z"'-0,1z"
O equalizador ZF ideal teria a resposta
| 1
H(z) 05+02z"'-0,1z"

c)
Podemos considerar um atraso u = 0 para simplificar. Com 4 taps (M=3), a equacdo fica
equacao

R[[0] R[-1] R[=2] RI[=3] r[o] 1’0
R,[1] R0} R[=1] R[=2]If r[1]|_f | o
R,[2] RJ1] RJ[O] RJ[-1]||/[2]] | © '
R3] R,2] RJ1] R,0] | fI3] 0

Para ZF, consideramos ruido igual a zero

R,[0]=E|y[k]y [k])=E(0,5x[k]+0,2x[k—1]-0,1 x[k—2]]’]

Sabemos que E{(x[k—m])2]=E3=l e E{x[k—m]x[k—l]}ZO,‘ m#l  portanto

R,[0]=0,25+0,04+0,01=03 .

Da mesma forma

R [1]=E[y[k]y"[k+1]}=R,[~1]
=E[[0,5x[k]+0,2x[k—1]—0,1x[k—2])(0,5x[k+1]+0,2x[k]—0,1 x[k—1]]|
=0,1—0,02=0,08

R,[2]=E | y[k]y'[k+2]=R,[-2]
=E[[0,5x[k]+02x[k—1]—0,1x[k—2])(0,5x[k+2]+02x[k+1]—0,1 x[])|
=—0,05

*

R,[3]=E {ymy [k+3]j=R,[-3]
=E[[0,5x[k]+0,2x[k—1]=0,1x[k—2])(0,5x[k+3]+0,2 x[ k+2]—0,1 x[k+1])]
=0

Ou seja, temos que resolver o sistema

03 008 —005 0 | 7[0o]] {05 /10] 1,96

0,08 03 008 —005 f[1]|_| 0| seja SO|=|-0.728)
—-0,05 0,08 03 008 | [f[2]| |0 ] " f12]] | 0,596 | -

0 —005 008 03| 7[3]] |0 713]] [—0,28

estimativa apds equalizacdo sera
%,:1k]=1,96 y[k]—0,728 y[k—1]+0,596 y[ k—2]—0,28 y[ k— 3]
Para o MMSE muda o calculo dos R/[n], sabendo que E{(n[k—m])zlzofvzo,(ﬁ e
E|n[k—m]x[k—l”=0 , portanto
R,[0]=E|y[k]y [k])=E |(0,5x[k]+0,2x[k—1]—0,1 x[k—2]+n[k]]’|=32 . Todos
os outros valores sdo iguais, ja que E[n[k—m]n[k—l]}=0; m#l .

Agora, temos que resolver o sistema
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032 0,08 -005 0 |[£[0]] os SLO]| | 1,788
0,08 032 008 —005| f{1]|_j 0| o sl -0602|
—0,05 0,08 032 0,08 | r[2]| |0 f[2]] | 0484 | -

0 —005 0,08 0321 7[3]] |0 f13]] |-0,215

estimativa apds equalizagdo sera

Ease LK 1=1,788 y[k]—0,602 y[k—1]+0,484 y[k—2]—0,215y[k—3]

d
L)embrando que
y[k]=05x[k]+02x[k—1]-0,1x[k—2]+n|k]
2,0 [k]=1,96 y[k]-0,728 y[k—1]+0,596 y [k —2]-0,28 y[k—3]
Portanto para o ZF
%, k]=0,98 x[k]+0,028 x[k—1]—0,0436 x [k —2]+ 0,052 x[k—3]—0,1156 x[ k — 4]
+0,028x [k—5]+1,96n[k]—0,728 n[k—1]+0,596 n[k —2]—0,28 n[ k —3]
MSEZF=E[ 3cZF[k]—x[k]ﬂ=0,022+0,0282+0,04362+0,0522+ 0,1156°+ 0,028 +...

...+1,967(0,02)+0,7287(0,02)+0,287(0,02)=0,1089

e parao o MMSE
%ZF[k]:0,8942x[k]+0,0569x[k—1]—0,0574 x[k—2]+0,0494 x[k—3]—0,0913 x [k — 4]
+0,0215x[k—5]+1,7885n[k]—0,6016n[k—1]+0,4836n[k—2]—0,2149n[k—3]
~ 2
MSE yyi55=E || 2 s [~ x [k ] 20,1058
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Formulas Uteis

Integrais:

1
2
a

f xsinax dx=-—(sinax —ax cosax )

1 .
f xcos ax dx=—(cosax+ axsin ax)

) . 1 . 2 2
fx sin ax dx=—(2 axsinax+2cosax—a" x” cosax)
a

2 1 . 2.2 .
fx cos ax dx=—(2ax cosax—2sinax+a”x"sinax)

a a
ax eax 2 ax eax 2 2
fxe dx=—(ax—1) x === (a"'x"—2ax+2)
a a
1 1 X X 1 2 2
dx=—tan — dx==In(x"+a
[ o dv=gan's [ =g (¥ +a)
X 1 _1x2
dx= tan —
J‘a4+x4 2a° a’

Fungdes Importantes:

1, tl<1/2
rect(£)={1/2 , |t|=1/2 A(t)=rect (¢)(1-2|¢|)
0 ,Jt|>1/2

Tabela de Transformadas de Fourier:
g=J 6N ar&air)=] glye” "

5(1) & 1 1 & 8(f)
t"e_atu(t) ; n! e—a|t| é} 2a
(a+ j2m f)! a’+4t 7
cos(2m for) & L[5 F+8(f+10)] e S B(f=10)
sniam ) & Lfo(r- (74, u(t) & F8(N g
sgn ¢ & ﬁ rect(%) & |t[sinc(T £ T)
sinc (2Tt Bt) & |21—mrect(f/23) A(%) S %sincz(%)
belhg() & KG(f)+kG.(f) > sl-ar) & 33 o[ r-7]
G & gl-1) sl & holZ]
gli=t) & Gf)e’™" g)e™" & G(f-1,)
gilt)xgalt) & Gi(f)G()) gil)ga(t) = Gi(f)*G(f)
d'glt) r .. ., ‘ ro G(f) 1
—5= e J2mfrG(f) Je(war = Z=rt7G0)5(f)
1
= unB Bl o
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Identidades Trigonométricas:

sin(2x)=2sinx cos x cos(2x)=cos’ x—sin’ x
. 1
sin” x+cos’ x=1 cos’x=—(1+cos2x)
2

. 1 . . .
51n2x=5(1—cos2x) sin(x+ y)=sinxcos y*cosxsin y

_ . . tan x =+ tan
cos(x+y)=cosxcos yFsin xsin y tan(x+y)=—mX=1AV

lFtanxtan y
acos x+bsin x= \/a2+b2cos(x+tan_1 (—b/a))

Probabilidade

_P(AnB) P(A|B)P(B)
PBlA=— = pa)
eventos s3o independentesse P (B|A4)=P(B)

N
se A;, 1<i<N sioeventosdisjuntose U A4.=S = P(B)=) P(B|4,)P(4,)
i=1
Varidveis Aleatérias
:pr,y(‘xi’y)
dF (x)

CDF Fy(x)=Pr(x<x| PDF p (x)= -
X

v.a exponencial px(x)=?\e_7‘xu(x) v.a. Gaussiana pX(x):\/Z— e
o

:J':f(x)px(x)dx (x) Z_’m Pyy(x, y)dy

X;—H

— Normal (0,1)

Desigualdade de Chebyshev Pr (|x—f‘ﬁk0)21—#

Teorema Central do Limite y,= \/— Z

Correlagdo ny=E{(x—x)(y—)7)} Coeficiente de correlagdo pXYZUU’:;
vy
Estimacao LMS
a, R, R, - R,|R,
)fozzn:aixi com |%|= Ry Ry o Ry, R_02 ,e Ry:E{xixj}
a,| |R, R, | R,

E{€2]=R00—(a1 Ry +a, R02+"'+anR0n)
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Processos Estocasticos
R (v)=E[x(t)x(t+7)]  S,(f)=F|R(7)]

X

y(O=x(6)xh(1)=S,(/)=|H (/) S,(f) ¢ y=H(0)x
Rx’y(T)ZE{X(Z‘)y(t-FT)}
x e y sdo descorrelatados se Rx,y(T)ZX}_’ e sdo ortogonais se Rx,y(T)ZO

Filtro de Wiener

_ Sa0)
Hol =S )+ 8.07)
Transmissao Digital |
filtro de recepgdo 6timo  H (f )=k (—S)(ef*’) i

(B E +E —2F .
Pe—Q(E) , pP=—L NZ/Z 2, com qu:fo p(t)q(t)dt

banda de transmissdao com pulsos de Nyquist:

R
B=(1+r)R; parasistemas em banda passante, B=(1 +r)7s em banda base

Probabilidade de Erro de Simbolo (P.) e de Bit (P,) de Esquemas de Modulagao Comuns

2Eb Eb
N, Pb,OOK:Q Vo

Pb,BPSK :Pb,QPSK =0

Eb(l—sinc(21TAfTs)) _ 1 —gyw,
Pb,2—FSK,coerente:Q \/ N Pb,2*FSK,ndofcoerente_Ee
0
M—1 6log,M E,
PevM—PAM=2(7)Q ( =R
Pe,MfQAle _(I_Pe,MﬁPAM)(l _Pe,MfPAM)» M\ M,=M

P, y-psxk™~20

2F, log, M T
\————sen—-
N, M

Equalizagdo TSE

1 F (z)= H (2)
Fp(z)= MMSE 2 S.(2)
H(z) 7=+
MMSE: ] .
7 [u]
R[0]  R[-1] R[-MT| rlo] h [u—=1]
Ry:[l] Ryz[o] Ry[l._M] f[l] :Es h*to] ,
RIM] R[M-1] R,[0] |[/[M] 0
0
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Equalizagdo FSE

ZF: Z F(z)H (z)=z"

Il
N

Il
=~
I
(=}

Equalizagdo MLSE

gueremos obter a sequéncia xi que minimiza Z ‘J’[i]_z h [k]xi—k

Fungdo Q

z Q(2) z Q(z)

0.0 0.50000 2.0 0.02275
0.1 0.46017 2.1 0.01786
0.2 0.42074 2.2 0.01390
0.3 0.38209 2.3 0.01072
0.4 0.34458 2.4 0.00820
0.5 0.30854 2.5 0.00621
0.6 0.27425 2.6 0.00466
0.7 0.24196 2.7 0.00347
0.8 0.21186 2.8 0.00256
0.9 0.18406 2.9 0.00187
1.0 0.15866 3.0 0.00135
1.1 0.13567 3.1 0.00097
1.2 0.11507 3.2 0.00069
1.3 0.09680 3.3 0.00048
1.4 0.08076 3.4 0.00034
1.5 0.06681 3.5 0.00023
1.6 0.05480 3.6 0.00016
1.7 0.04457 3.7 0.00011
1.8 0.03593 3.8 0.00007
1.9 0.02872 3.9 0.00005
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