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Instrucoes

/

A prova consiste de quatro questdes discursivas

A prova tera a duracdo de 3h
A prova pode ser feita a lapis ou caneta

Nao ¢ permitida consulta a notas de aula, todas as formulas necessarias serdo dadas no

final da prova.

Toda resposta devera esta contida nas folhas da prova. Folhas de rascunho sero

fornecidas caso necessario, mas ndo devem ser entregues.

Calculadoras podem ser utilizadas, mas todas as contas e respostas devem ser

justificadas
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Questdo 1 (2,5 pontos)

Em um canal de comunicag¢des é enviado um simbolo x aleatério com funcdo densidade de
probabilidade uniforme entre o intervalo 0 e 1. Em dois receptores diferentes sdao recebidos o
sinais

yi=-x+n,

Y2 =2 X+ 1,
em que n; e n, sdo componentes de ruido gaussiano independentes com média 0 e varidncia
012: 0,2 (& 022: 0,1

a) Qual o coeficiente de correlagdo entre os sinais recebidos y,; € y,?
b) Qual o estimador LMS do sinal x baseado nos sinais recebidos y; e y,? Qual o erro quadratico

médio?

a)

° 3
3_’1=—X+ﬁ1:—%, §,=2%+n,=
0§1=Oi+0f:é_(7)
052=40i+0§:%

sabendo que os ruidos sdo independentes e t€ém média nula
_ _ o 21, 1 2 1
OylyZ:E{(Y1_Y1)(Y2_Y2)}:E{Y1Y2]’_Y1Y2:_2E X }+5=_§+E:_g ,

€ portanto

-1
OY)’ 6
Oyy=G 06 = =-0,8771
vy, O, Oy \/ﬁ&
60 60
b) o estimador LMS pressupdoe um sinal com média 0. Podemos entdo considerar
Y. =y,=¥, , ¥, =¥, ¥, e x'=x—X .Queremos achar
-1
R'=a,y,'+a,y," com ||= Ri Riol | Ry , em que
a,| |Ru Ryp| [Ry
_, _ 17 _, _ 26
R11:E{Y1 ZJZE{(Yl_YJZ}:% RzzzE{Yz Z}ZE{(Yz_Yz)ZJZE

R12:R21:E[}_’1 'Y> ,}:E[(}ﬁ_yﬁ)(}’z_}_’z)}:_%
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e _ _ __ 1

Rm:E{X Y1 }:E[(X_X)(Y1_Y1)}:E{XYJ’_XYIZ—O?Y:—E
_ 1
Roz_E[XY2}_XY2:20i:€
ou seja

17 1.
a, 60 6 12 (_| —0,0877
a,| |_1 26 1 0,3509

6 60 6

Sabendo que ROOZE{X J:E[(x—)—()zlzi
E[€2}2R00_<Q1R01+a2R02+'"+anR0n)=0,01754
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Questdo 2 (2,5 pontos)

Um sistema de comunica¢des emprega modulacdo on-off com detecgdo de energia (atengdo, o
receptor nao ¢ como o como visto em aula). Ou seja, para um bit igual a 1, ¢ enviado um pulso

p (t)= p '(t) Cos (2 thct) com energia E,, em que p' (¢) ¢ um pulso retangular com duracdo
T; , e ndo é enviado nada casa seja um bit igual a 0. O sinal tem uma banda com largura

2
B NT_ e no receptor ¢ adicionado ruido branco Gaussiano com densidade espectral de

poténcia Ny/2. O sinal recebido € passado por um filtro ideal com largura de banda igual a
largura de banda do sinal e no detector € calculada a energia do sinal.

Qual a probabilidade de erro de bit neste esquema de modulagdo, em termos da razdo Eb/NO e
do limiar A de decisdo escolhido?

Dicas: no caso do bit 0 enviado, na recepcdo s6 temos ruido Gaussiano complexo, com poténcia
e variancia 0°. Consequentemente, a amplitude do ruido segue uma distribui¢do de Rayleigh, e a
poténcia instanténea do ruido |n* segue uma distribui¢do exponencial. No caso do bit 1 enviado
a amplitude do sinal mais ruido segue uma distribuicdo de Rice, que pode ser aproximada por
uma distribui¢do Gaussiana com média W e varidncia (0%/2), em que U € o valor do sinal
recebido sem ruido.

O sinal recebido com ruido ¢ dado por
r(t)zs(t)+n(t) , € na decisdo temos yZIT l”z(t)dl‘z‘fr‘(S(t)-i-n(t))zdt

Caso seja enviado um bit 0
S(t)202y:frxn2(t)dt . Sabemos que E‘{Y}ZE“‘T nz(t)dt}Z_[T E{nz(t)}dt , e
que E{#(;)}:NOB , portanto E|y}=NOBTS=2N0 . Podemos supor ainda que y

segue também uma distribuicdo exponencial.

A decisdo sera feita pelo bit 0 caso y esteja baixo de um limiar A. Portanto, teremos portanto
caso seja enviado um bit 0 uma probabilidade de erro igual a:

A
= 1 I 3N,
Pr(e|b:0)=f —e 'dx=e
» 2N,
Para o bit 1, a amplitude segue uma distribui¢io Gaussiana, com média W=£E =2FE, e
2
variancia igual a %:N o (metade da variancia s6 do ruido). Como a amplitude ¢ a raiz da

poténcia, e o limiar ¢ em torno da poténcia, ocorrera um erro se a amplitude do sinal recebido
estiver abaixo de VA , portanto

2Eb_\/7\.

Pr(elb=1)=Q N
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Questdo 3 (2,5 pontos)

Um sistema de transmissdo bindrio utiliza pulsos de formatos diferentes para representar os bits
0 e 1. O bit 0 é enviado com um pulso retangular de largura 7, e amplitude 4o, enquanto o bit 1 é
enviado com um pulso triangular de amplitude de largura 7, e amplitude 4.

a) Esboce o receptor linear 6timo, incluindo o filtro de recepgao 6timo e o limiar de decisdo.

b) Qual a probabilidade de erro de bit em fungdo da razdo Eb/NO? Qual a relagdo entre 4, e A,
otima?

¢) Supondo a recepgdo de um sinal com poténcia ImW e uma taxa de transmissao de 100kbps,
qual a densidade espectral de poténcia do ruido NO/2 méaxima, de modo que a probabilidade de
erro seja menor que 107°?

a)
_ t 1 _ 1
plt)=kA,A T2 q(t)=A,rect T2
Temos que
h(t):p(T _t)_Q(T—t):kA A l—L —A.rect l—i
s s 0 2 TS 0 5 ]

A energia do pulso p(7) ¢ dada por
kd,\’ KA,
dt= :
T, 3
A energia do pulso q(t) ¢ dada por
E = f; Aédtz A(Z)TS . Sendo assim, o limiar ¢ dado por

_ E,+E, (3+k2) e

T
E,=2] (2z

= T
)\‘ 2 6 0" s
b)
" T. t 1 kAT,
qu:fo p(t)‘](t)df:fo kA(Z)A F—E)dt: ;
Portanto
K )
pr=t
N,/2

Queremos maximizar 3?, que tem um minimo em & = 3/2. A fung¢io ¢ maximizada tanto para k =
0, quanto para k& — infinito, casos extremos em que temos um sistema on-off, cuja

0

E,
probabilidade de erro é igual a Q(\/ Vb)

E,| . |E, ,
c) Queremos Qly—I=10 "=4/—=43 . Sabemos também que
N, N

P 107 . g
=—= =10 "J . Portant
b R, 105 ortanto
NO 1 Eb —10
<L 27x10 ""W/H
2 7243 -

b
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Questdo 4 (2,5 pontos)
Um  sinal apresenta uma  densidade  espectral de  poténcia  igual a

Sm(f)zﬁA(f/los) W/Hz

a) Qual a sua autocorrelagido?
b) Qual a sua poténcia?
¢) Supondo que seja adicionado um ruido branco gaussiano com densidade espectral de poténcia

702 5%107° , como deve ser o filtro 6timo que maximize a RSR na sua saida? Esboce sua

resposta na frequéncia.

a)
R,(t)=F'[S,(f)]=5sinc*(50.000 7]

b)
Pﬂl:Rﬂl(O):fioo Sln(f)ZS
)
f t
Al L= 1-2|—
S, 10° 10°
H,,(f) (f)zv -— lzrect(lios) t
SYEALY Sy 1 At
S, (f)+ 5 A e +2 1,5-2 105|
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Férmulas Uteis

Identidades Trigonométricas:
sin(2x)=2sinx cosx
2 2
cos(2x)=cos x—sin" x
-2 2
sin“x+cos x=1

c0s2x=%(1+cos2x)

.2
sin“x=—(1—cos2x)

1
2(
sin(x+y)=sinxcos y*cosxsin y
cos(x =+ y)=cosx cos yFsin xsin y
tan x+tan y
T m——
I ¥tanxtan y

acos x+bsinx= \/a2+bzcos(x+tan_1(—b/a))

tan(x+y

Integrais:
. 1, .
fxsmaxdx=—2(smax—axcosax)
a
1 .
f xcos ax dx=—(cosax+ axsin ax)
a

2 . 1 . 2.2
fx sinax dx =—; (2axsinax+2cosax —a” x” cosax)

)

2 1 . 2.2 .
fx cos ax dx=—(2axcos ax—2sin ax+a” x"sinax)

a
fxe“xdxzez(ax—l)
a
f e =% 3 (a>x°—2ax+2)
a
f 21 za’letan_lﬁ
X ta a a
X 1 2, 2
dx=—=In(x"+a
J'x2+az 2 ( )

X 1 X
dx= tan —
f at+x* 2a° a’

Funcgdes Importantes:

1, |e<1/2
rect(f)={1/2 , |t|=1/2
0 ,|t|>1/2

A(t)=rect (t)(1—2]¢|)
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Tabela de Transformadas de Fourier:

g(l‘):]?. G(f)ejznftdf é G(f):‘of g(t)e—j2nftdt

5(t)
1 5(f)
n!
(a+ j27c f)*!
__2a
az—i-41'r2f2
6(f_fo)

Lis(r=ro+8(r+1,)]

2
1
78 =1)=8(f+10)]
1
j2m f

g~ g= g~

tn e—utu (l’)

—alf
ea||

g~

j 2 t
e./ T fo

$= g~

cos(2Tt f,¢)

0~

sin (27t f,1)

u(t)

g
|
=
+

0~

sgn t

rect(—t) £
T

sinc(21 Bt)

0
=
23
=
o
3
~
ol

=
i
Q
=
o
&

>
—_
Al
~————
0
Z.
=3
o
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~—————
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Probabilidade
_P(AnB) P(A|B)P(B)
PIBAE=p0a) = P(a)
eventos sdo independentesse P (B|4)=P(B) .

se A;, 1<i<N sioeventosdisjuntose U A4=S = P(B):Z P(B|4,)P(4,)

Variaveis Aleatorias
Py(y)zsz,y(‘xi’y>

CDF Fy(x)=Pr(x<x| PDF PX(X)ZdI;’;(x)

—Ax

v.a exponencial p (x)=Ae “u(x) v.a.Gaussiana px(x)=\/2— e
TGO

Elf(x)=[", rx)pxdc  p(x)=]" p. (x,y)dy

n X, —
Teorema Central do Limite yn:LZ ’ u—>N0rmal(0,1)

\/Zizl o
A - — UX}’
Covariancia O'XyZE{(x—x)(y—y)} Coeficiente de correlagdo P, =
O-yo-y
Estimacao LMS
supondo £ |[x;]=0
a; R, R, -+ R, - Ry,
R= ax; com |%2|=|\ Ry Ry o Ry Rel e R =E[xx]
i=1 . :
a, R, - -+ R, R,
E{EZ]:ROO_(‘HR01+a2R02+”'+anR0n)
Processos Estocasticos
R (0)=E[x(t)x(t+7)]  S(f)=F[R,(7)]
y(t)=x(t)xh(t)=S (f)=|H () S,(f) e y=H(0)x
Rx’y(T)=E{X(l‘)y<[+T)}
x e y sdo descorrelatados se Rx,y(T)ZX}_’ e sdo ortogonais se RX,Y(T)ZO

Filtro de Wiener

i) Bl Y
Sulf)+S.(f)

H,,(f)=

n = |de engenharia
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Transmissao Digital

_ -j2n T,
filtro de recepgdo 6timo  H (f )=k P(=fe

S,(f)
(B EFE +F —-2F T,
Pe—Q(E) ;B NZ/2 =, com qu:-[o pl1)q(t)dt

banda de transmiss3o com pulsos de Nyquist B=(1+r)R,

Fungdo Q

X Q(x) X Q(x)

0,1 4,60E-001 3,1 9,68E-004
0,2 4,21E-001 3,2 6,87E-004
0,3 3,82E-001 3,3 4,83E-004
0,4 3,45E-001 3,4 3,37E-004
0,5 3,09E-001 3,5 2,33E-004
0,6 2,74E-001 3,6 1,59E-004
0,7 2,42E-001 3,7 1,08E-004
0,8 2,12E-001 3,8 7,23E-005
0,9 1,84E-001 3,9 4,81E-005
1,0 1,59E-001 4,0 3,17E-005
1.1 1,36E-001 4.1 2,07E-005
1,2 1,15E-001 4,2 1,33E-005
1,3 9,68E-002 4,3 8,54E-006
1,4 8,08E-002 4.4 5,41E-006
1,5 6,68E-002 4.5 3,40E-006
1,6 5,48E-002 4.6 2,11E-006
1,7 4,46E-002 4.7 1,30E-006
1,8 3,59E-002 4,8 7,93E-007
1,9 2,87E-002 4.9 4,79E-007
2,0 2,28E-002 5,0 2,87E-007
2.1 1,79E-002 51 1,70E-007
2,2 1,39E-002 52 9,96E-008
2,3 1,07E-002 53 5,79E-008
2,4 8,20E-003 54 3,33E-008
2,5 6,21E-003 55 1,90E-008
2,6 4,66E-003 5,6 1,07E-008
2,7 3,47E-003 57 5,99E-009
2,8 2,56E-003 5,8 3,32E-009
2,9 1,87E-003 59 1,82E-009
3,0 1,35E-003 6,0 9,87E-010
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