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Aluno:

Matricula:

Instrucoes

[

A prova consiste de quatro questdes discursivas

A prova tera a duragdo de 2h00
A prova pode ser feita a lapis ou caneta

Nao é permitida consulta a notas de aula, todas as féormulas necessarias serdo dadas no

final da prova.

Toda resposta devera estar contida nas folhas da prova. Folhas de rascunho serao
fornecidas caso necessario, e, caso entregues ao professor, devem conter o nome e a

matricula.

Calculadoras podem ser utilizadas, mas todas as contas e respostas devem ser

justificadas
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Questao 1 (2,5 pontos)

Um sinal de voz tem tipicamente uma distribui¢ao de Laplace, de modo que sua fungdo de

densidade de probabilidade ¢ dada por:
f;((x) = Ae x|
a) Qual o valor de A?

b) Qual a sua média e variancia? (Integrais necessarias se encontram no final da prova)
¢) Sabendo que a poténcia do sinal P, = E[x?] = 4, qual a probabilidade de que o sinal

tenha uma amplitude menor que 1, ou seja, qual Pr(|x|<1) ?

a)
f Ae M*ldx =1
g - 1 Y
2] Ae Mdx = 24 (——e‘lx) =_ =1
0 A 0 A
> A= A
2
b)
X = f Axe Mxldx =0
(por conta da simetri'; da distribuicdo em torno do zero)
var {x} = E{x?} — X = E{x?}
® A “2
E{x?} =f —xZe~Mxlgy = 2] —xZe M dx
) 0o 2
oM *®
= —/1—/13 A2x* +2Ax +2)| = =z
0
c)

2 1
E{X}:ﬁ=4ﬁﬁ=ﬁ

1

1 1 11 _
Pr(lx] < 1) = j — e IN2gy = j —e*N2dx =1—¢ V2 ~ 0,5069
_12V2 0 V2
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Questdo 2 (2,5 pontos)

Para se fazer a decoragdo na festa de comemoracao de um titulo do Flamengo, temos 3 caixas
com 100 bolas vermelhas e pretas, cada. Sabemos que na primeira caixa, todas as bolas sdo
vermelhas, na segunda caixa, 50 bolas sdo vermelhas, e na terceira caixa, 25 bolas sdo vermelhas.

a)
b)

a)

b)

[

Se retiramos uma bola preta, qual a probabilidade de esta bola ter sido retirada da segunda
caixa?

Se retiramos 8 bolas da terceira caixa, qual a probabilidade de termos retirado o mesmo
numero de bolas vermelhas e pretas?

Sabemos que
Pr(pretalcaixa1) = 0
1
Pr(preta|caixa 2) = 5
. 3
Pr(preta|caixa 3) = :
Queremos

Pr(pretalcaixa 2) Pr(caixa 2)

Pr(caixa 2|preta) = Pr(preta)

Ja que todas as caixas possuem o mesmo numero de bolas, podemos supor

Pr(caixa 1) = Pr(caixa 2) = Pr(caixa 3) =

3
€, portanto
Pr(pret )—o(l)+05(1)+075(1)— °
npret) =U\z) T 52 \3) T 3) T 12
Consequentemente,

1\ /1
_ _BE)_2
Pr(caixa 2|preta) = z =z
12
Neste caso, temos retirada sem reposi¢ao e queremos retirar 4 bolas pretas (ou vermelhas)

em 8. Temos neste caso (Z) = 70 possibilidades.

Supondo por exemplo a sequéncia PPPPVV VYV, a probabilidade de esta sequéncia ocorrer

sera
75 7473722524 2322

Pr(PPPP =

r( vvvy) 10099989796 9594 93
Agora, se tivermos por exemplo a sequéncia VPVPVPVP

25 75247423732272

Pr(VPVPVPVP) = —— o — — =~

10099989796 959493
Podemos ver que temos os mesmos termos nos numeradores, porém em ordens diferentes,
e, desta forma

8) 75 74737225242322

Pr(ntimero igual de bolas em 8) = (4 ——————— = 0,0826
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Questado 3 (2,5 pontos)

Considere uma caminhada aleatéria (random walk), um processo aleatorio em tempo discreto em
que, sabendo-se a posi¢do em um dado instante x[t], com t € Z, a posi¢do no instante seguinte é
dada por
X[t + 1] = x[t] + u;

em que u, é uma variavel aleatoria Gaussiana com média 0 e variancia ;2.
Partindo de uma posicdo inicial x[0] = x,,

a) Qual a média de x[t]?

b) Qual a autocorrelagio E{x[t]x[t + At]}?

€) Este processo ¢é estacionario no sentido amplo? Justifique.

Dica: perceba que x[t + 2] = x[t] + u; + us4q, € assim por diante.

a)
t-1
x[t] = x[0] + u
kz:o ‘
E{x[t]} = xo + tE{u} = x,
b) t+At—-1
x[t + At] = x[t] + u
t+At—-1

E{x[t]x[t + At]} = E {x2[t] + z x[t]ug
k=t

= E{x?[t]} + At E{x[t]u}
Considerando que as variaveis aleatorias uy, sdo independentes de x[t], k >t
E{x[t]x[t + At]} = E{x?[t]} + At E{x[t]}E{u,} = E{x?[t]}

t—1 2 t—1 t—1
=F <x0 + Z uk> = x8 + 2x,E {Z uk} +E (Z uk>
k=0

k=0 k=0

2

Sabemos que E {(Z,tc_:% uk)z} = var{Y5_ uy}, pois sua média é nula. Considerando que as v.a.s

u; sao independentes,
2

t-1
E (Z uk> = tvar{u} =t 2

k=0
E{x[t]x[t + At]} = x3 + to?
c)

apesar de a média ser constante, a autocorrelagdo depende de t, e, portanto, o processo nao ¢
estacionario.
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Questdo 4 (2,5 pontos)

Um sistema de armazenamento de dados ¢ projetado para armazenar imagens escaneadas, em que
o tamanho de cada imagem pode ser modelado como uma varidvel aleatdria uniforme entre 0 e
5MB. Qual a memodria necessaria (aproximada) para que possamos armazenar 1000 imagens com
uma probabilidade de 99%?

. g . 52 25
Para cada imagem temos uma média y; = 2,5 e variancia 67 = = = =
12 12

A soma de 1000 imagens tendera a uma variavel aleatéria normal z, com média p, = 1000 y; =

2500 ¢ variancia o = 100007 = 2= = 2083,333.

Queremos uma memoria x, tal que Pr(z > x) = 0,01, ou seja

Q(x_ﬂz)so,m

VA

Consultando a tabela,
x — 2500

———2>24>x>2610MB
1/2083,33
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Integrais

[ xsinaxdx = — (sinax — axcosax)
a
1 :

[ xcosaxdx = — (cosax + axsinax)
a

2 1 : 2,2
[ x?sinaxdx = — (Zaxsinax + 2cosax — a“x“cosax)
a

1
[ x%cosaxdx = = (2axcosax — 2sinax + a?x?sinax)
eax
[ xe®dx = F(ax -1
eax
[ x?e®*dx = ?(azx2 —2ax + 2)
e (acosbx + bsinbx)
a® + b?
e (asinbx — bcosbx)
a? + b?

[ e**cosbx dx =

[ e**sinbx dx =

X 1
—_ =—] 2 2
fxz_l_azdx 2n(x + a?)

Probabilidade

__P(ANB) _ P(AIB)P(B)
PEBIA =50 = rw
eventos sdo independentes se P(B | A) = P(B).

— Regra de Bayes

N
se A;,1 < i < Nsdo eventos disjuntoseUi =1y4; =S = P(B) = Y. P(B|4;)P(4;)
-

i

Variaveis Aleatorias
Py()’) = Z Px,y(xi':)’)
i

CDF Fx(x) = Pr(x < x)
_ dFx(x)
PDF py(x) = =3~
v.a exponencial: py(x) = le " u(x)
e—(x—JZ)Z/Za2

v.a. Gaussiana: py(x) = o

1 [o'e) 2
— —-x%/2
Q(x) mfx e dx

E{f ()} = [ o fOP(x)dxpy(x) = [ 7 pry (X, ¥)dy
Teorema Central do Limite

L $ X5t Normal(0,1)
= — Normal(0,
T hE e
Covaridncia: oy = E{(x — )(y — ¥)}
Coeficiente de correlagdo pyy = GUX;
x0Ty
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Processos Estocasticos

Autocorrelagdo: R, (1) = E{x(t)x(t + 1)}

Densidade Espectral de Pot.: Sy(f) = F{Ry(7)}

y(t) = x(£) * h(t) = S, (f) = IHOI*S(f) ey = H(0)X

Ryy (1) = E{x(t)y(t + 1)}

x ey sdo descorrelatados se Ry ,(7) = Xy e sdo ortogonais se Ry ,(7) = 0

Filtro de Wiener
Sm(f) ®  Su(f)Sn(f)
Hope(f) = — i, Py = [ 2o df

Sm(N+Sa(H) N = (Sm(NH+5n(f)
Funcao Q

X Q(x) X Q(x)

0,1 4,60E-001 3,1 9,68E-004
0,2 4,21E-001 3,2 6,87E-004
0,3 3,82E-001 3,3 4,83E-004
0,4 3,45E-001 3,4 3,37E-004
0,5 3,09E-001 3,5 2,33E-004
0,6 2,74E-001 3,6 1,59E-004
0,7 2,42E-001 3,7 1,08E-004
0,8 2,12E-001 3,8 7,23E-005
0,9 1,84E-001 3,9 4,81E-005
1,0 1,59E-001 4,0 3,17E-005
1,1 1,36E-001 4,1 2,07E-005
1,2 1,15E-001 4,2 1,33E-005
1,3 9,68E-002 4,3 8,54E-006
14 8,08E-002 4.4 5,41E-006
15 6,68E-002 4,5 3,40E-006
1,6 5,48E-002 4,6 2,11E-006
1,7 4,46E-002 4.7 1,30E-006
1,8 3,59E-002 4,8 7,93E-007
19 2,87E-002 4,9 4,79E-007
2,0 2,28E-002 5,0 2,87E-007
2,1 1,79E-002 51 1,70E-007
2,2 1,39E-002 5,2 9,96E-008
2,3 1,07E-002 53 5,79E-008
2,4 8,20E-003 54 3,33E-008
2,5 6,21E-003 55 1,90E-008
2,6 4,66E-003 5,6 1,07E-008
2,7 3,47E-003 5,7 5,99E-009
2,8 2,56E-003 58 3,32E-009
2,9 1,87E-003 5,9 1,82E-009
3,0 1,35E-003 6,0 9,87E-010
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