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Prova 1 —2017/1 (04/04/2017)

Aluno:

Matricula:

Instrucoes

* A prova consiste de 4 (quatro) questdes discursivas

* Aprova terd a duragdo de 2h

* Aprova pode ser feita a lapis ou caneta

* Naio ¢ permitida consulta a qualquer material, todas as formulas necessarias serao dadas
no final da prova.

» Toda a resposta deve estar contida no espago reservado para cada questdo. Folhas de
rascunho serdo distribuidas caso necessario, mas ndo devem ser entregues.

* Calculadoras podem ser utilizadas, mas todas as contas e respostas devem ser
justificadas
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Questao 1 (2,5 pontos)

Uma bala de diversas cores era distribuida na seguinte propor¢ao nos sacos, 30% marrons,
20% amarelas, 20% vermelhas, 10% verdes, 10% laranjas e 10% brancas. A partir de
2017, foi introduzida uma nova bala, azul, e a distribuicdo nos sacos passou a ser 24%
azuis, 20% verdes, 16% laranjas, 14% amarelas, 13% vermelhas e 13% marrons.

a) Ao se retirar uma bala amarela, qual a probabilidade de ela ter sido retirada de um
saco fabricado antes de 2017? Considere que temos a mesma quantidade de sacos
fabricados antes e depois de 2017.

b) Por um problema na fabricagdo, apos 2017, algumas balas vém estragadas.
Sabendo que 10% das balas azuis e 5% das balas vermelhas vém estragadas, qual
a probabilidade de se pegar uma bala estragada de um saco fabricado em 2017?

¢) Com o resultado anterior, em um saco de 20 balas, qual a probabilidade de termos
no maximo 2 balas estragadas?

a)
P(amarelalano < 2017)P(ano < 2017)
P(ano < 2017|amarela) =
P(amarela)
P(amarela) = P(amarelalano < 2017)P(ano < 2017)
+P(amarelalano = 2017)P(ano = 2017)
=0,2 (0,5) + 0,14(0,5) = 0,17
P(ano < 2017| la) 02(05) _ 10
= = = — =
ano amarela 017 7
b)

P(estragada) = P(estragadalazul)P(azul)
+P(estragada|vermelha)P(vermelha)
= 0,1(0,24) + 0,05(0,13) = 0,0305
d) Chamando p = P(estragada) = 0,0305

P(< 2 estragadas) = (200) (1-p)?° + (210) p(1—p)*° + (220) p?2(1—p)8
= 0,978
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Questdo 2 (2,5 pontos)

Duas variaveis aleatorias x e y tem fungdo densidade de probabilidade (pdf) conjunta dada por
Pxy(x,¥) = Asin(x +y),0<x,y <m/2

a) Qual o valor de 4?

b) Qual a pdf da variavel aleatoria x? Qual sua variancia?
¢) Qual Pr(x < 1)?

d) Qual a pdf condicional py, (x|y)?

a) Sabemos que

f f Py (6 y)dydx = 1

ou s¢ja,
T

fifiA sin(x +y) dydx = fiA[_ cos(x + 3’)]%=0 dx
00 0 T
- foiA [Cos(x) — cos (x + g)] dx = J:A [cos(x) + sin(x)]dx

T

= A[sin(x) — cos(x)]g =2A=1=A=

N =

b)

s T
2 2
Px(x) = f Pxy (X, y)dy = f Asin(x +y) dy
0 0
que ja foi calculado acima

[cos(x) + sin(x)]

N| =

px(x) =

1

2
X = Ef x [cos(x)) + sin(x)]dx
0

T

1 L ) — 1 7 T
= E[( + x) sin(x) = (1 — x) cos(x)]§ = 7

, . ;. T
(ou observando-se que py(x) ¢ simétrica em torno de Z)
Y

E{x?} = %fz x? [cos(x)) + sin(x)]dx
0
1 s T m?
[(x? 4+ 2x — 2) sin(x) — (x* — 2x — 2) cos(x)]% = =2 + >ty
,8045

O N

var{x} = E{x?} — %% = 0,1876

1 1 1
Prlx < 1] = f p(x)dx = Ef [cos(x) + sin(x)]dx
0 0
1

=5 [sin(x) — cos(X)]} = %(sin(l) —cos(1)+ 1) = 0,6506
d)
Pxy(x,y)  sin(x+y)

py(y)  sin(y) + cos(y)
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Questao 3 (2,5 pontos)
Em uma cidade de 10.000 residéncias, sabe-se que o consumo mensal de agua de cada residéncia
¢ uma variavel aleatdria uniforme com média 10 m3/més. Sabe-se ainda que o consumo total da
cidade passa de 101.000 m*/més com probabilidade 0,1%.

Qual o consumo minimo e maximo mensal de cada residéncia?

Seja x; o consumo de cada residéncia, o consumo da cidade ¢

10000
y= Z Xi
i=1
Sabemos que ¥ = 10.000 X = 100.000, e que
101.000 — y 1.000
—F|=0,001> = 3,1 = 322,58
9y 9y

Sabemos ainda que
o = 10.000 o¢ = o7 = 10,41

Como x; ¢ variavel aleatdria uniforme, sabemos que

b —a)?
O'X2=(1—2)=)b—a=11,17
__a+b_10

X = > =

e, portanto, o consumo residéncial minimo ¢é
11,17
a=10——=4,41
2
€ 0 Maximo

11,17
b= 1O+T: 15,59
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Questdo 4 (2,5 pontos)

S

2000) W/Hz, em que A(x) é um sinal

Um sinal com densidade espectral de poténcia S, (f) = AA (

. . 1 1] , . oA
triangular no intervalo [— E’E]’ ¢ alimentado em um receptor com resisténcia 1002 operando a
uma temperatura de 27°C.

O sinal ruidoso ¢ filtrado por um filtro com resposta na frequéncia igual a H(f) = [A (ﬁ).

Qual o valor de A e qual a poténcia do sinal recebido (em dBm), de modo que na saida do filtro
tenhamos uma razao sinal-ruido (poténcia do sinal / poténcia do ruido) de 10dB?

A densidade espectral de poténcia do sinal apos o filtro sera dada por

Sy(f) = S{(NIHPI? = A ? (z({ﬁ)

e sua poténcia sera

P, = f_isy(f)df = ZAfO

1000 20004

2 1
J 2 —
(1 ——) d? = ZAf0 1000g dg =

(na integral acima fizemos g = 1 — f/1000)

A densidade espectral de poténcia do ruido na saida do filtro sera

N, N,
S, = 2 IH(PE = 228 (51)

E sua poténcia sera
Po= | sunar=n, |
—o0 0

1000

f B fl B
(1 1000)df =N, i 1000gdg = 500 N,

em que
Ny = 4kTR = 1,380649 x 10723(300)(100) = 1,65678 x 10718

A RSR na saida do filtro sera, portanto,

RSR_PS_ZOOOA 1 _p
P, 3 500N,

15
>A> 7N0 =4,97 x 10717

€
1000

f

P, = f S(Hdf = ZAJ (1 - m) df = 10004 = 4,97 x 107 1*W ~ —163dBW
—oo 0
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Identidades Trigonomeétricas

sin(2x) = 2sinx cosx cos(2x) = cos?x — sin’x
1
sin®x + cos?x = 1 cos?x = > (1 + cos2x)
1
sin?x = 3 (1 — cos2x) sin(x t y) = sinx cosy * cosx siny

_ _ tanx £ tany
cos(x + y) = cosx cosy F sinx siny tan(x £y) = m

b
a cosx + b sinx = +/a? + b?cos <x +tan~?! (— E))
n -
cos (x — E) = sin(x)

Integrais

1
[ xsinaxdx = — (sinax — axcosax)
a

1
[ xcosaxdx = — (cosax + axsinax)
a

1
J x*sinaxdx = — (2axsinax + 2cosax — a?x?cosax)
a
2 1 - 2,2
J x*cosaxdx = — (2axcosax — 2sinax + a®x?sinax)
a
eax
ax -
[ xe®dx —?(ax— 1)
ax

e
[ x?e®dx = ?(azx2 —2ax +2)

e (acosbx + bsinbx)

[ e**cosbx dx =

2 2
[ e**sinbx dx = eax(aSizb;—bbcosbx)
a? + b?
farate= gy
S o= %“‘0‘2 +a?)
2
J ﬁdx = %tan—l%
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Probabilidade

_ P(AnB) _ P(AIB)P(B)
PBIN =50 =
eventos sdo independentes se P(B | A) = P(B).

N
se 4;,1 < i < Nsdoeventos disjuntoseUi =1y4; =S = P(B) = ), P(B|4;)P(4;)
i=1

— Regra de Bayes

Variaveis Aleatdrias

CDF Fx(x) = Pr(x < x)
_ dFx(x)
PDF py (x) = ===
v.a exponencial: py(x) = le " u(x)
L p—(x-%)%/20%
21O

v.a. Gaussiana: py(x) =

) 00 Z% et
E{f ()} = [ _oof ()px(x)dxpg(x) = [ _ o pxy(x, y)dy
Teorema Central do Limite

1 n Xi —

Yn - \/Zi§1 o

BN Normal(0,1)

Probabilidade Marginal P, (y) = X5, Py (x;, ) ou py(y) = fjooo Pxy (%, ¥)dx

Covariancia: oy, = E{(x — %)(y — )}

Oxy

Coeficiente de correlagdo pyy = -,
Processos Estocasticos

Autocorrelagdo: Ry (1) = E{x(t)x(t + 1)}

Densidade Espectral de Pot.: Sy (f) = E{Ry(7)}

y(6) = x(t) * h(t) = Sy(f) = IH(P)I*Sx(f) ey = H(0)X

Ryy (1) = Eix(D)y(t + 1)}
x ey sdo descorrelatados se Ry ,(7) = Xy e sdo ortogonais se Ry y(7) = 0

Ruido Térmico: % = 2kTR, come k = 1,380649 x 10723]/K

Filtro de Wiener

__ Sm() — (© SmUS()
Hope () = 5 hrsacy TV = e mminrsnin
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Funcao Q

X Q(x) X Q(x)

0,1 4,60E-001 3,1 9,68E-004
0,2 4,21E-001 3,2 6,87E-004
0,3 3,82E-001 3,3 4,83E-004
0,4 3,45E-001 3.4 3,37E-004
0,5 3,09E-001 3,5 2,33E-004
0,6 2,74E-001 3,6 1,59E-004
0,7 2,42E-001 3,7 1,08E-004
0,8 2,12E-001 3,8 7,23E-005
0,9 1,84E-001 3.9 4,81E-005
1,0 1,59E-001 4,0 3,17E-005
1,1 1,36E-001 41 2,07E-005
1,2 1,15E-001 4,2 1,33E-005
1,3 9,68E-002 4,3 8,54E-006
14 8,08E-002 4.4 5,41E-006
15 6,68E-002 45 3,40E-006
1,6 5,48E-002 4.6 2,11E-006
1,7 4,46E-002 4,7 1,30E-006
1,8 3,59E-002 4.8 7,93E-007
1,9 2,87E-002 49 4, 79E-007
2,0 2,28E-002 5,0 2,87E-007
2,1 1,79E-002 51 1,70E-007
2,2 1,39E-002 5,2 9,96E-008
2,3 1,07E-002 53 5,79E-008
2,4 8,20E-003 5,4 3,33E-008
2,5 6,21E-003 5,5 1,90E-008
2,6 4,66E-003 5,6 1,07E-008
2,7 3,47E-003 5,7 5,99E-009
2,8 2,56E-003 5,8 3,32E-009
2,9 1,87E-003 59 1,82E-009
3,0 1,35E-003 6,0 9,87E-010
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