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Prova 1 —2011/2 (27/09/2011)

Aluno:

Matricula:

Instrucoes

* A prova consiste de quatro questdes discursivas
* A provatera a duragao de 2h30
* A prova pode ser feita a lapis ou caneta

* Naio é permitida consulta a notas de aula, todas as féormulas necessarias serdo dadas no
final da prova.

* Toda resposta devera esta contida nas folhas da prova. Folhas de rascunho serdo
fornecidas caso necessario, mas ndo devem ser entregues.

* Calculadoras podem ser utilizadas, mas todas as contas e respostas devem ser
justificadas
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Questdo 1 (2,5 pontos)
Um sinal periddico € descrito como

gp(t): i g(t—nT,) ,com g(t)z‘sen2Trfct|u(t)u(T0—t)

n=-—oo

a) Para f.=f,=1/T, ache uma aproximacio de g p(l‘ ) pelos primeiros termos nao
nulos da série de Fourier trigonométrica compacta que contém 99% da poténcia do sinal. Por
esta defini¢do, qual a largura de banda essencial deste sinal? (1,5 ponto)

b) O sinal passa por um derivador, de modo que temos na saida (1 ponto)

yin=280

Qual a a série de Fourier exponencial para o sinal y(t)?

a)
A funcdo g(7) pode ser escrita também como
2m L : . .
g( t)Z sen Tt , 0<t<Ty, ,e g p(l‘ ) indica que este sinal é repetido periodicamente
0

com periodo Ty. Além disso vemos que dentro de um periodo 7, temos um ciclo completo da senoide,
mas devido ao modulo temos a repeti¢do de um meio ciclo positivo da senoide. Portanto o periodo
minimo deste sinal periédico ¢

T
TO':702f0,22f0

A poténcia do sinal pode ser achada sem calculos, pois sabemos que a poténcia de uma senoide com
amplitude unitaria ¢ sempre

_1
Pg—E

Devido ao modulo na fung¢@o, o sinal g(#) é um sinal par, e consequentemente todos os termos
correspondentes aos senos (b,) na série de Fourier sdo nulos.

Partimos entdo para o calculo dos coeficientes da série de Fourier, comecando pelo termo DC:

_ 1 L _ 2 T2 27t
CO_aO_T—O'J‘O g(t)dt_ﬂfo sen(To)dt
2 [-T, (2m) oy

0

=7, 2 Ccos T,

TT

2 4
A poténcia no termo DC ¢ Py=Cy=—=0,81P,
™

Partimos entdo para os termos dos cossenos:

2 T, , 4 T2 21t 41Tt
TO’IO g<t)cos(2rrnf0 t)dtzFofo sen(To)cos( )dt

T,
een 2w(2n—1)t dre ;1
T, 4n"—1
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portanto:
—4 4
a=—>C==—, 0,=m
"3 "3 !
A poténcia nos dois primeiros termos ¢
Ci 4 8
Cot—=—=—+—5=0,9907P
2 7 9w ¢
Portanto os dois primeiros termos ndo nulos ja contém 99% da poténcia, e
2 4 41t
t)~—+——cos +7T
e

b) podemos derivar a série

o0

2 4 dmtnt
t :—+§ CcoS +71T
gp( ) T n:17T<4n2_1) ( TO

dg,(t) < 16 n 41t nt

2w 4 dmtnt
==— cosS
T ,12—:17'((4712—1) ( T, )

= (4n’=1)T,
que, pela formula de Euler pode ser convertida para a série exponencial

dgp(t) :i 16n L(ej4ﬂnt/T0_e*j4Trnt/To): i 8n e*./nlze./"""[/Tu

a5 (4n’=-1)T, 2] i (4n°=1)T,
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Questdo 2 (2,5 pontos)

Dados os seguintes sinais,
i) desenhe o sinal;
ii) calcule sua energia;
iii) ache suas transformadas de Fourier, utilizando apenas as propriedades e as
transformadas disponiveis na tabela no final das prova, sem realizar a integral de
Fourier;

a) g (1)=rrect(¢/2) (0.2+0,3+0,3 pontos)
b) g,(t)=e " u(—t) ,a>0(0,2+03+0,3 pontos)
¢) g,(t)=rect(¢/2)*rect(2¢) (0,3 +0,3+0,3 pontos)

0af

06

041

02F

02

04}

Q6

08

e, 1 J|' 2
Egl_f—lt dt—;t —7

-1

i
Po)demos usar a propriedade da derivagdo. Desta forma

g, (1)==6(t+1)=68(t—1)+3¢ rect(1/2)
Fazendo gauxJ:tzrect(t/Z) , temos que

G '(f)==e ™ =" 3G, (f)==2008 (10 [ )43 G ( f)
Agora,

Qo ()=6(t+1)=56(t=1)+2¢rect(¢/2) |
e fazendo g, =trect(t/2)

G '(f)==€ " 4™ +2G o (f)=2 jsen (10 f)+2 G (f)
Finalmente,

Cawn ()==06(t+1)=5(¢t—1)+rect(¢/2)
e

Gows'(f)=—e’™ —e’™ +2sinc (21 f)=—2cos(mr f)+2sinc(2 1 f)
Sabemos que

9

G ’(f):jznfG (f)ﬁG (f):SinC(21Tf)—Cos(Trf)
aux 2 aux 2 aux 2 Ity

Da mesma forma
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sinc (27 f)—cos(mf)

Gt '(f)=2jsen(m f)+2 o 2 G ()
:Gaux,l(f):Sinc(Trf)_Sinc(z"iﬁ;fos(‘rrf)

sinc(27t f)—cos(m f)

G,'(f)=—2cos(m f)+3G,, ,(f)=—2cos(m f)+3sinc(m f)—3

aux,1 2 2
™ f
G (f)_Gl'(f)_jcos(rrf)_Sjsinc(nf)+3 _sinc(271 f)—cos(m f)
Wianf wf 2t f / 21 13
b)
i)
1 2
i)
_ 0 2at _ 1 2at 0 _ 1
Egz_f—ooe dt—ze ,w—%
iii)
fazendo
gaux(t):e_atu(t):g2(t):gaux(_t)
1 1
G = =G =G (—f)=——
aux(f) a+]27Tf Z(f) aux( f) a_]27Tf
c)
)
a convolucdo pode ser obtida graficamente como
1/2
7 N
-5/4 -3/4 3/4 5/4 {
ii)a energia pode ser calculada somando-se a energia dos 3 trechos diferentes:
E\em [-5/4,-3/4], E; em [-3/4,3/4] ¢ E; = E| em [3/4,5/4] .
1/2 1
Como um deslocamento ndo altera a energia, podemos calcular £ ,= f o ! 2dt :ﬁ .
16_3 11
E,=——== i : E =2E +E,=—
=448 A energia total ¢ dada por 2 ) =5,
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ii)
fazendo
anslt)= 500§ | G )= 25027

gm,z<f>=rect(2t)=Gm,x,2<f>=%Sm°(an)

g(t)=gw,l(t)*gm,z(t)ﬁ:G(f)=GW,,(f)GW,z(f):smc(znf)sinc(%)
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Questdo 3 (2,5 pontos)

Um pulso g (¢)=sinc(200.00077¢) ¢ enviado por um transmissor ndo linear sem
memoéria, cuja resposta ¢ aproximada por x(z)~10g(¢)—g*(¢) . Este sinal ¢
transmitido por um canal com multiplos percursos, tal que
y(£)=0,1x(¢)—0,05x(t—7) ,com T=10pus .
a. Qual a densidade espectral de energia deste sinal na saida do canal? (1,5 ponto)
b. O sinal recebido na saida do canal ¢ amostrado para ser processado digitalmente. Qual a
taxa minima de amostragem necessaria para que nao ocorra aliasing? (1 ponto)

Glf)= 2010k reCt( 2(§)k)

_ _ __1 Sy 1 f
X(N)ZI0G)=GI*GS)= 55 reCt( 200k) 200k A( 4001<)
A densidade espectral de poténcia de x(t) é

_ 21 A S S/ 1 2o _f
Y (N=IX (=500 rE’Ct(zook) 4G reCt(2001<)A(4001<)+ 420G 2 (400k)

Na saida do canal
Y (f)=0,1 X(f)=0,05X(f)e’*™ 7=0,05 X(f)[z_e—ﬂrrfr]
¥ (f)=(0,057 X (f)f[2—e ™

b)

pela expressao de X(f) sabemos que na saida da nio linearidade temos uma largura de banda de
Bx=200 kHz.

O canal ¢ linear e portanto ndo altera a banda do sinal.

Sendo assim, a taxa de amostragem de Nyquist ¢

R,=2 B ,=400kHz
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Questao 4

Em um experimento um sinal real ¢ amostrado 8 vezes a uma taxa R, = 1kHz, e os resultados de
sua DFT foram anotados. Entretanto, alguns resultados foram apagados inadvertidamente, como
vemos na tabela abaixo:

f(Hz) k Gy
0 0 19
8
125 1 1442 54242 .
16 16 "’
250 2 3 3
4 g’
375 3 14—/2 2-5v2 |
+ J
16 16
500 4 5
8
-375 5 149—2 2-5V2 .
16 16 "’
1250 6 3 3,
_+_
4%/
-125 7 14+V2 57242 .
16 16 "’

a) A quais frequéncias correspondem as 8 amostras da DFT? (0,6 ponto)

b) Encontre os valores faltantes da DFT e justifique. (0,6 ponto)

¢) Quais os valores amostrados (mostre os célculos)? A quais instantes de amostragem eles
correspondem? (0,7 ponto)

d) E realizada uma filtragem na frequéncia, com um filtro digital passa-baixa ideal, que deixa
passar todo sinal com frequéncia menor ou igual a 250Hz. Quais os valores das amostras apds a
filtragem? Justifique. (0,6 ponto)

a
a) resolugdo de frequéncia (espagamento entre as amostras da transformada de Fourier na
frequéncia) ¢
_1_ 1 _R, 1kHz
fO_TO_NTa_N_ 8
aproximadamente a transformada de Fourier na frequéncia & f,

=125Hz . Ou seja o elemento G, da DFT corresponde

Devemos levar em conta também que Gs=G_;, G,=G_,, G,=G_, . As frequéncias
foram acrescentadas na tabela.

b)

sabemos que

Gk:Gik:ij—k: GIIG;’ GZIG;GSZG;

Os valores foram preenchidos na tabela.
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c)

g, =T g nT Z G j2mknl8

Para facilitar, podemos observar que, para um sinal real
j2rn(N—k)nIN _ —j2mknIN _ jomknIN T
GN—ke _GN_ke — er

2Tk nl N i2m(N—k)nIN i2mknl/ N
=G, e GV Nz (G 2V

gOZ% |G, +2R([G,+G,+G,]+G,|=1

1 V2 A2 —V2 A2 1
=—1G,+2 —+ —|G,+jG,+|——+j—=|G, |-G, ==
£ 3 G, R 5 ) G,+jG, ) J ) )G3 G, D
1 . 1
2, g[GO+2SR[JG -G, JG3]+G4]_Z
_1 -2 .2 . V2 2 1
G 2R —==+) —j G| —=+j—|G, |-G, =
1 1
g4:§[G0+ziR[—G1+G2—G3]+G4}:g
1 —/2 .ﬁ V22 1
=—1G,F2R|| —=———j |G+ jG,+|——j-—= —G, =~
1 ) . 1
:g[G0+2fR[—] G,—G,+j G3]+G4}:§
1 V2 2 . 2 2
=g Cot2 N (7_1— G =jG,H| =5 |G|~ Gu=0
€ as amostras
8o
0)=="=1000
g(0)= T,
2(0,001)=21=500
Ta
g(0,002)=%=250

a

g(0,003):%:250

a

4125
T

a

2(0,004)=

S5 _125
T

a

£(0,005)=

2(0,006)=2¢

a

g7
0,007)=—=0
£(0,007) T

a

=125
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d)
apos a filtragem na frequéncia temos
Y, =G, H,
Sabendo que os componentes de frequéncia foram zerados, temos que
Y,=G, Y,=G, Y,=G, Y,=0, Y,=0, Y,=0, Y,=G, Y,=G,
Portanto

| 45+42
=—=1G,+2 +G,]|= =0,7252
¥ =5 [GyT2R(G + G, ||==7==0.725
g =116, +2% (12, 206 16 |l=3182 g 66
8 2 5
gZZ%[G0+2§R[jG—G =2 46:0,2511
g3:% G, +2R (%+J§ Gl—szl ~0,1330
g.= 3Gt 2R (=G + G, =0.2435
| —2 .f
LG ran|( 2226 4 ja,|l=0,1201
gi=| Gt 29| | 527226, G =0,120
g0=5[Gut 29[~ G, ~ G| |=-0,0324
é G, +2R (%—] g)Gl—szl ~0,2732

UnB

/
o

-

departamento
de engenharia
elétrica



Teoria das Comunicagoes
Prof. André Noll Barreto

Formulas Uteis

Identidades Trigonométricas:
sin(2x)=2sinx cosx
2 2
cos(2x)=cos x—sin" x
-2 2
sin“x+cos x=1

coszxZ%(1+cos2x)

.2
sin“x=—(1—cos2x)

1
2(
sin(x+y)=sinxcos y*cosxsin y
cos(x =+ y)=cosx cos yFsin xsin y
tan x+tan y
)=
I ¥tanxtan y

acos x+bsinx= Va2+bzcos(x+tan_1(—b/a))

tan(x+y

Integrais:
. 1, .
fxsmaxdx:—2(smax—axcosax)
a
1 .
f xcos ax dx=—(cosax+ axsin ax)
a

2 . 1 . 2.2
fx sinax dx =— (2axsinax+2cosax —a” x” cosax)

)

2 1 . 2.2 .
fx cos ax dx=—(2axcos ax—2sin ax+a” x"sinax)

a
fxe“xdxzez(ax—l)
a
f e®=£ 3 (a>x°—2ax+2)
a
f 21 za’letan_lﬁ
X ta a a
X 1 2, 2
dx=—=In(x"+a
J'x2+az 2 ( )
f 4x 4dx: 12tan_1x_z
a +x 2a a
Funcgdes Importantes:
1, |e<1/2
rect(7)={1/2 , |t|=1/2
0 ,|t|>1/2

A(t)=rect (¢)(1-2|¢|)
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Formula de Euler:

¢’’=cos 0+ jsenO

e’ +e/°
2

e/'—e’

2]

cosO=

sen 0=

Convolucao

= _g(r)h(t—7)dt=h(t)*g(1)

Série de Fourier Generalizada:

S el

1 x
cn:FfTog(t)xndt

Série de Fourier Trigonométrica:
g () a0+2a cos(2tn ft) +Zb sin (2100 f,t)=Cy+ Y C,cos(2mn f,t+0,)

n=1 n=1 n=1

=—fg =—fg (t)cos(2mn fot), =—fg (t)sin(21n fot)

0T0 OTU OT(J

Cy=a,; anx/anern

Série de Fourier Exponencial:

0 » r
_ Jj2mn ft
- Z Dne

n=—w
1 J' —errnfotdt:&ejO,,_ D :&e—jon
T, T, 2 ’ 2
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Tabela de Transformadas de Fourier:

=[60r)
5 (1)

1

t"e “u(t)

—alf
ea||

e.iZTf.fol
cos(2 fyt)
sin (271 f 1)
u(t)

sgn ¢
rect(—t)

-

sinc(27m Bt)

—00

T S Glf)

g= 0= ¢~

g

g= g~

g= ¢~ %~ 0= 0= 0=

g

g= g~ 0~

g= 0= 0~ ¢~

=

F

—j2rrftdt

=Tg(t)e
1
5(f)

n!
(a+j2rrf)"Jrl

2a

612+4T('2f2
5(f_fo)

L[é(f_fo)+6(f+fo)]

2
S(f+1y)]

1
E[(S(f_fo)_

1
Sy
1

jmf

|T|sinc(m £ T

1
2

! ——rect| /2 B]

I2B|
mfT
2

E sinc (

G(f) 1
3G (08 ()

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

N-1

_ —j2mknIN
Gk_ Z 8.€
n=0

D= unB

g,=T,gnT,)=

Z G j2mknIN

N&
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