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Introducao

e Esta secao apresentara modelos matematicos parameétricos
tanto de entrada/saida como em espaco de estados.

* Esses modelos (tipo paramétricos) sao representados
através de funcoes de transferéncias (aplicaveis apenas a
modelos lineares do tipo entrada/saida) ou através de
equacoes de estado (aplicaveis a modelos lineares e nao-
lineares, tanto de entrada/saida como em espaco de
estados).

* Como muitas vezes existe o interesse de se linearizar
modelos, visando viabilizar certos tipos de estudo,
relacionados, por exemplo, com analise de estabilidade ou
desenvolvimento de controladores, apresentam-se alguns
conceitos basicos referentes a linearizacao.



Linearizacao de equacoes

Lidar com sistemas lineares é muito mais simples e facil do que
sistemas nao lineares devido a uma principal razao: sistemas
lineares sao aplicaveis o Principio da Superposicao. Isto implica que,
em qualquer sistema multivariavel linear, pode-se analisar
individualmente o efeito de cada variavel de entrada na saida e
depois sobrepor seus efeitos.

Existem muitas ferramentas aplicaveis na analise e projeto de
sistemas lineares, tanto no dominio do tempo quanto no dominio
da frequéncia, como:

O critério de Routh, empregado na analise de estabilidade de sistemas
em tempo continuo e discreto;

O critério de Jury, aplicado na analise de estabilidade de sistemas em
tempo discreto;

O Lugar Geométrico das Raizes (LGR), aplicado na analise de
estabilidade e no projeto de controladores, tanto no dominio do
tempo continuo quanto discreto; e

Os diagramas de Bode e de Nyquist, usados na analise de estabilidade
e projeto de controladores no dominio da frequéncia.



Linearizacao de equacoes

* Além dessas ferramentas, pode-se ainda aplicar aos
sistemas lineares a transformada de Laplace no dominio do
tempo continuo e gerar funcoes de transferéncias, ou
entao a transformada Z no dominio do tempo discreto e
gerar funcoes de transferéncia discretas.

* Alinearizacao de equacoes € importante porque, ao serem
linearizadas em torno de alguma condicao operacional
estacionaria, as equacoes podem descrever
adequadamente a resposta dinamica do sistema em
alguma regiao em torno das condicoes estacionarias. O
tamanho desta regiao, o qual esta relacionado com a
precisao da aproximacao linear, depende do tipo de nao
linearidade e da magnitude causada no sistema. O quanto
uma solucao linear se aproxima da realidade pode ser
determinada por comparacao com a solucao da equacao
original.



Linearizacao de equacoes

A nao linearizacao de uma equacao pode se
manifestar de diferentes formas. Por exemplo, ao se
trabalhar com sistemas eletromecanicos, as nao
linearidades mais comuns sao saturacao, histerese
(jogo de engrenagens), zona morta, atrito estatico e de
Coulomb, e etc..

* Por outro lado, ao se lidar com processos industriais,
ha dois ha dois tipos de nao linearidades que sao
predominantes nas equacoes que compoem o modelo:
presenca de constantes nas equac¢des dos modelos ou
a existéncia de funcdes nao lineares (tais como
variaveis elevada a uma poténcia, raizes quadradas,
log, trigonométricas, etc, ou produto de variaveis).



Linearizacao de equacoes

 Os métodos de linearizacao agui mencionados se
aplicam as nao linearidades tipicamente presentes nas
equacoes de modelos. Como sao dois os tipos
predominantes, seguem as seguintes técnicas
especificas de linearizacao:
— Emprego de variaveis incrementais ou de perturbacao,

aplicaveis aos casos em que ocorre a presenca de
constantes nas equacoes; e

— Uso de relacdes lineares equivalentes através de técnicas
de linearizacao por expansao em série de Taylor, aplicaveis,
por exemplo, aos casos de variaveis elevadas a uma
poténcia ou produto de variaveis.

* A operacao de linearizacao pode ser representada por

flx,t) = flx,t) onde f é uma funcio ndo linear e f é linear em determinado intervalo dex e t.



Variaveis de perturbacao, de desvio ou
Incrementais

* A presenca de uma constante na equacao a torna
nao-linear, sendo que a comprovacao deste fato é
facilmente demonstravel.

flx)=x+1
fIK-x)=K-x+1 = K-flx)=K-(x+1)
flog +xo)=xy4xa+l = fl)+ flxg)=x #1559 4]

 Desta forma, nao existe a transformada de
Laplace de uma constante K.



Variaveis de perturbacao, de desvio ou
Incrementais

e Para evitar as constantes nas equacoes pode-se extrair as variaveis
incrementais das mesmas (s a parte que interessa).

* Asvariaveis de interesse deste curso sao funcdes do tempo, seus
afastamentos dos valores estacionarios sao também funcdes do
tempo e sao chamados de perturbacdes, desvios ou incrementos

=~tEl:I|-l

()= x(l)-%
x(t) = X + x(t)

%(t) = fluagoes do valor da variivel x em 1orne de seu valor estaciondrio em regime
de operagio nominal. x(¢f) ¢ conhecida como varidvel incrememal, de desvio ou
de pertrbacio de )

de) = valor da variivel ¥ no instante ¢ x(1) oouvatle ao valor total da vardvel, incluindo
uma parte lixa (&) mas uma parte de flumagdes %(¢) em torno desse valor [ixo

¥ = valor nonunal da viniivel x em regune estaciondinio de operagio



Variaveis de perturbacao, de desvio ou
Incrementais

* A utilizacao das variaveis de perturbacao traz os
seguintes beneficios:

— Os termos que contenham apenas constantes nas
equacoes diferenciais ordinarias desaparecem; e

— As condicOes iniciais para as variaveis de perturbacoes
sao todas iguais a zero se o ponto de partida € a
condicao estacionaria nominal de operacao.

* Ao se aplicar as variaveis incrementais a uma
equacao, deve-se substituir todas da equacao por
suas equivalentes variaveis de perturbacao.



Variaveis de perturbacao, de desvio ou

Incrementais

* Exemplo

-'ﬁ‘*.‘-'{t}—:'{-.ﬂf}ﬂ ymk-x+]

df g
Wi=3)-F HH=x{t)-7% F W) = K- x(1)
rrTr:E + "-|.|:I'::| +7=K [;U} " F]+] ‘T[[H =0 e x(0)=10

£ ) i )
x(fl=x ¢ 3t)=y. V(s5) = X Nis)
l+r1-5

".I' =_"|f =1
yit) = x(t) il =v{iy+ vy =3+ K-x+1



Linearizacao por expansao em série de

Taylor

Ao linearizar uma funcao,
expande-se a funcao nao linear
em série de Taylor em torno do
ponto estacionario de operacao,
desprezando todos os termos
apos a 12 derivada parcial. Seja
inicialmente a aproximacao linear
de uma variavel. Expandindo-se a
funcao f(x) em série de Taylor em
torno de um ponto, tem-se:

,f'{.x-}=fff}+[§?—'] (%) t—}' (-5 s

- (=)
1) = £(5)+ —-] (x-%)
X (E)

f{x) &

Inclinagio = 1
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e Para funcdes nao lineares com
duas variaveis deve-se expandir
f(x1,x2) em série de Taylor em
torno de valores estacionarios,
conforme abaixo:

.l"{-‘-'l--“ = (%5 '_.II.. | Axy =5 )+ :_'r_J _{1._’_ Ty )+

Ir'\l i, ) .|ﬂ'._,

T
L) I

{ﬂl -m) (2] be-®f
(5.5,)

M 5., = |
- -

%) = valor estaciondrio de x) ¥s = valor estaciondrio de xq
Desprezando-se as derivadas de ordem superior a 1, resulia:
of

[lsivna)= f72)+| L] {1[—] (0 -5)

r".! )
w5 B



Linearizacao por expansao em série de
Taylor

* Exemplo de linearizacao de raiz quadrada:
Flx)= k- x

i
- {x - X)
2. J%

_."{ =k -.I'F{. +

* Exemplo de linearizagao de multiplicagao de
variaveis
flx, ¥ =x-3
Ir{h' v, K 'l]" JI'--.'7'-"1"--"_‘- #* K-{l{.ﬁ.‘._‘l.'}—-f{ X oy

(v + 500 yp+aa)={y +x)by+x) = )+ floose)=x 3 + x50

fla,v) =3 7+ 7 (x-%)+ ¥ -{*.' - _ﬂ
Substmindo-se [x f} C {_1- 1} por suas respectivas variivels incrementais x ¢
v, resulia:

flx.y) s T F+7-8+7-3



Representacoes usuais de modelos
matematicos

* As formas mais comuns de se representar modelos
matematicos de processos sao:

— Modelos de convolucao discreta: através da resposta ao
impulso (ou ao pulso, no caso de sistemas em tempo
discreto) ou ao degrau, tratando-se de modelos nao
paramétricos;

— Modelos de entrada/saida ou modelos externos:
representados através de funcdes de transferéncia ou
equacoes de estado, sendo modelos do tipo paramétricos;

— Modelos em espaco de estado ou modelos internos:
representados através de funcdes de transferéncia ou
equacoes de estado, sendo modelos do tipo paramétrico.



Representacoes usuais de modelos
matematicos

e Para se trabalhar com modelos de convolucao discreta, é necessario
excitar o processo com impulsos (pulsos) ou degraus. Neste caso,
pressupoOe-se a existéncia de um processo ja em estado operacional. Como
nao possuimos plantas reais nao detalharemos esta técnica.
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* Neste curso trabalharemos com modelos matematicos do tipo
paramétrico, tanto internos como externos. Para desenvolvé-los, basta se
conhecer os principios fundamentais que regem os fenémenos fisicos,
guimicos, bioldgicos e etc. que ocorrem nos processos. Esses modelos sao
representados por funcdes de transferéncias (aplicaveis apenas a sistemas
lineares) ou por equacdes em espaco de estados (aplicaveis tanto a
sistemas lineares como nao lineares).

* Além destas representacoes, existem outras formas de representar
modelos de processos como: analise de correlacao, redes neurais, légica
fuzzy, etc.



Funcoes de transferéncia

* Afuncao de transferéncia de um sistema linear e invariante
no tempo é definida como sendo a relacao entre as
transformadas de Laplace da saida e da entrada do sistema,
assumindo-se que todas as condicoes iniciais sejam nulas.

* Afuncao de transferéncia entre duas variaveis de um
sistema estabelece as duas seguintes situacoes:

— Quanto da variavel de entrada sera transferida a varidvel de
saida;

— Os polos da funcao de transferéncia indicam qual tipo de
movimento natural o sistema pode ter (independente de como
o movimento natural foi estimulado). Isto acontece porque o
denominador da funcao de transferéncia contém a equacao
caracteristica do sistema e, portanto, os polos da funcao de
transferéncia correspondem as raizes da equacao caracteristica,
as quais determinam as caracteristica naturais do sistema (seus
autovalores). Os autovalores ditam se o sistema é estavel ou
instavel, sobre ou subamortecido, rapido ou lento, etc.



Exemplo de aplicacao de Funcao de
transferéncia para modelagem
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Exemplo de aplicacao de Funcao de
transferéncia para modelagem

® RELACOES DO SISTEMA

«  Balango de massa:

Q.
dl’ )
T = Q.r - E::__c (assumindo-se S Como constatle)
i
= RFI .-\G{']Eﬁ CONSTITUTIVAS
A
Q, = K-k
s [DENTIDADIE
H
oomer® R
V=~ T. ' sendo r = h.f_f-
Y
I’ = T-H- f



Exemplo de aplicacao de Funcao de
transferéncia para modelagem

n F.QU:";C;‘I.I."J DE MOVIMENTO LINEARIZADA
Lineavizando-se os termos nao-lhineares:

W=t e i (- ) Q.

Jho =l + — {.I',. - ﬂ}

S .alfy

HL']'.LU: s serumies vartivers de ].jl:I:'llII'IJ:Ii:I':_!{]'.
& L=

M) =1+ h{t)
Py =17 +1°(1)
Q(1)=Q,+Q,()

7o R

H

3. ” [.I'r + - .|Il' .Il:} T

dV xR, codh _xoREREdh
dt 5.7 dt = dt




Exemplo de aplicacao de Funcao de
transferéncia para modelagem
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Exemplo de aplicacao de Funcao de
transferéncia para modelagem
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Exemplo de aplicacao de Funcao de

transferéncia para modelagem
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Exemplo de aplicacao de Funcao de
transferéncia para modelagem

VWO +5- 40 +6G-v() = K -ull)

Wi s =31+ F v - Vi =01 +0G-Visi= K -8

[s2 +5-5£6) V() = K -U(5)+ 3(0) -5+ 5- (0} + §(0)

¥'{s) = = jq. _f'h]

5 A5+

W) =1 ¢ {oy=0

A i+ h
}'l,.'-]——._-——l"['.!lﬁ. = L

i~ 4+ 5 4+0 T 454103

Neste caso, como a equacao dada
tem condigdes iniciais nao nulas,
nao é possivel gerar uma funcao
de tranferéncia relacionando a
saida Y(s) com a entrada U(s). O
qgue se pode fazer € montar um
vetor de funcdes de transferéncia
composto de duas funcoes

(%) A

! e .
5] oA+ h

i ply): :

.
G (s) [I"] . :

Sup0bs-se que o segundo termo
estivesse multiplicado por 1,
sendo que a transformada de
Laplace do impulso unitario
corresponde justamente a 1.
Desta forma, é possivel escrever o
segundo termo como se fosse
uma funcao de transferéncia
excitada por um impulso unitario



Espaco de estados

O estado de um sistema dinamico € o menor conjunto de
variaveis (chamada variaveis de estado), tal que o
conhecimento destas variaveis em t=t0, junto com o
conhecimento da entrada para t>t0, determina
completamente o comportamento do sistema para
qualquer instante t>t0.

* Asvariaveis de estado de um sistema dinamico sao as
variaveis que constituem o menor conjunto de variaveis
determinantes do estado do sistema. Notar que as variaveis
de estado nao necessitam ser grandezas fisicamente
mensuraveis ou observaveis. Na pratica, & conveniente
escolher grandezas facilmente mensuraveis.

* Vetor de estados € composto pelas variaveis de estado
necessarias para descrever completamente o
comportamento de um dado sistema.



Espaco de estados

* O espaco n-dimensional cujos

eixos coordenados consistem nos /' '
eixos formados pelas variaveis de
estado € chamado de espaco de
estados (ou espaco de fase). No
caso particular do sistema de 22
ordem, o espaco de fase é
bidimensional e conhecido como  *

plano de fase.

e Para analisar um sistema
dinamico, via espaco de estados,
interessam trés tipos de variaveis:
de entrada, de saida e de estado.
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Espaco de estados
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Espaco de estados

.'H:F}H fl::.'l.' l.r.F] (Ceurgies dle estinlo)

W)= glxut) (eapiagoes e saidia)

Se as cquagoes de estado ¢ de saida sho linearizadas em torno do estado opera-

cronal do sistem, resalia:

x(f) = A x(1)+ B win)

Yy = Gy ()« D) nt)

oncle:
Alt) = mamiz de estado B(!) = matrnz de entrada
C{ = meriy de saddda Dy = matriz de transmissio divein

Casor o sistenin além de Tinear seja invarianice no iempo, wn-se qie:

x(y=Axily+ B uin



Exemplo de aplicacao de Espaco de
Estado para modelagem linear

Y+ 0y + 00 yit) = A - ueld)
v () = y(e) 0 xalf) = ()
B (6) = xa(t)
Aall)==0-x () = 5-xal) + K-uilh)

#(1) = w0 ] _ 1::'!}45.!.:::}—'- xo] 1o ()
i"'dnf“ q —1—={nm||h
1 | [ H" ()
(1) = R =Cx()+ D al)) = [ “ ': + 1”{:}
_{:]d LU BIES

4 n..

H_{r | H-P F_P mn_ﬁf
U] N Y R (T B A1)

i 1 [I i L
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Exemplo de aplicacao de Espaco de
Estado para modelagem nao linear

Como existe um termo nao ) o o _
linear, n3o é possivel empregar I} + -3l + G fxlt) = A - alt)
a forma matricial. O que se xp(1) = xalF)
ode fazer para resolver é . = . .
rpesolver nuﬁwericamente 0 Xo(t}==0-fx1{8) = 3-xa{t)+ K -ull)
sistema de equacodes
diferenciais empregando o
diagrama de simulacao.

Para proposta de controle u ’Dh_, ]
sugere-se lineariza-lo em =

Dezran Cann Do

torno do ponto de operagdo. i [ ) Lz

Caso a linearizacao nao P
represente bem o : - |
comportamento do sistema Ganho
deve-se trabalhar com analise T
de controle de sistema nao

lineares.




Relacao entre funcoes de transferéncia
e equacoes de espaco de estado
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Relacao entre funcoes de transferéncia
e equacoes de espaco de estado
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* As equacdes de movimento aity 2 21t
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necessario lineariza-las. dit, 2N 2,
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Relacao entre funcoes de transferéncia
e equacoes de espaco de estado
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Relacao entre funcoes de transferéncia

Ir.|'-..'

e equacoes de espaco de estado

Percebe-se que foram geradas n funcoes de transferéncia, uma para
cada tanque. Cada equacao de movimento linearizada corresponde
a uma funcao de transferéncia; cada uma delas poderia fornecer o
nivel em cada tanque. Como os tanque nao possuem interacao,
pode-se ainda definir um funcao de transferéncia unica, produto de
todas as funcdes de transferéncia.

A justificativa por ter escolhido as funcoes de transferéncia do
tanque 2 em diante, relacionando o nivel do tanque seguinte com o
nivel do tanque anterior, foi para efetuar o cancelamento entre os
niveis na funcao de transferéncia global do sistema. Entao, para
sistemas nao interativos em cascata, pode-se multiplicar as funcoes
de transferéncia dos elementos do sistema.
)Gl Gy < T D) T10) L) L) A

Q) ) Tty T, yish Q) (Tares)"

Yis)
.| I ."I - '.:.: . ER &_’ L




Relacao entre funcoes de transferéncia
e equacoes de espaco de estado

alt)=0,(¢) (variivel de entrada) x(t) = fix,u) (equacio de estado)

)= 1000 o= 1an (vargivers de estado) Wt = glx, )= x, (1) (couacio de saida)
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* Neste exemplo, definiu-se a saida

: como sendo o nivel no ultimo
tanque (Hn). No entanto, o nivel
()= H (0= [ul¥up ¥a) em cada tanque é disponivel
" xy(1) SR como um estado do sistema,
w--.! ¥a(l) fiv =] falwr. x2) | sendo portanto possivel, caso se

I deseje, torna-los saidas do
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Relacao entre funcoes de transferéncia
e equacoes de espaco de estado

* Os exemplos anteriores sao usados para expor, de
forma pratica, o que significa modelos internos e

externos ¢

e Suponha q

cascata se

e um pProcesso.

ue esse sistema de n tanques em
a colocado dentro de uma caixa preta,

COM acesso apenas a sua vazao de entrada Qe e
ao nivel no ultimo tanque Hn. Neste caso, seriam
diretamente mensuraveis apenas estas duas
variaveis. Os demais niveis ou vazoes ficariam
inacessiveis para medidores externos. Esse € um
caso muito comum nos processos industriais.
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Relacao entre funcoes de transferéncia

e equacoes de espaco de estado

Caso estivesse trabalhando com uma coluna de destilacao,
consegue-se medir as vazoes externas a coluna (vazao de
alimentacao, vazao de reciclo, vazdes de saida e vazao de vapor
para o refervedor), a temperatura nos pratos em que se colocou
sensores e a pressao no topo ou no fundo da coluna, mas nao as
variaveis internas do tipo vazdes de vapor ou de liquido entre
bandejas, nem a pressao ou liquido acumulado em cada prato.

Voltando ao exemplo do tanque, caso se deseje desenvolver um
modelo empirico do sistema de n tanques em cascata,
empregando-se técnicas de identificacao de sistemas, ele tera como
entradas e saidas apenas os valores das variaveis efetivamente
mensuraveis. O modelo anterior caixa preta € um exemplo de
modelo externo (entrada/saida).

Por outro lado, quando se tem informacoes internas como vazoes
internas e todos os niveis de cada tanque trabalharemos com
modelos internos. Estes, proveem informacdes muito mais
completas acerca do sistema, pois disponibilizam como saida todos
os estados.



Relacao entre funcoes de transferéncia
e equacoes de espaco de estado

 Considerando um modelo ¢ Espaco de estados
de amortecedor de
automovel.
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Relacao entre funcoes de transferéncia
e equacoes de espaco de estado
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Relacao entre funcoes de transferéncia
e equacoes de espaco de estado
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Conclusoes

 Com os assuntos estudados nesta aula o engenheiro de
controle de processos ou eletricista sera capaz de:

— |dealizar ensaios de levantamento de modelos para
solucoes de controle e instrumentacao;

— Escolher a representacao matematica adequada para seu
processo estudado;

— Propor melhorias nos critérios de escolha da
instrumentacao de seu processo para o bom
condicionamento dos ensaios:

* Quantidade de medidores para melhor caracterizar o processo
 Aumento da precisao de certos pontos de medicao;
 Aumento da taxa de amostragem de certos pontos de medicao;
 Mudanca dos pontos de medicao (evitar medicao de ruido).
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