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Introducao

 Conforme ja mencionado ha trés estagios
basicos que caracterizam o estudo da
dinamica de sistemas:

— Obtencao de equacdes de movimento para
diversos tipos de sistemas fisicos, ja vista;

— A representacao de modelos, ja vista;

— A simulacao do modelo matematico obtido,
visando analisar seu comportamento temporal
gue sera vista nesta aula.



Formas de solucao de equacoes
diferenciais ordinarias

 Conforme ja mencionado, ha duas alternativas para se
efetuar a simulacao de um modelo:

— Encontrar solucao analitica apenas de equag¢des de movimento
lineares, na pratica so é utilizada para sistemas com poucas
equacoes. Isto porque ha uma pequena classe de equacoes
passiveis de solucdes analiticas (conforme a tabela). Os processos
reais gera modelos compostos por equacoes diferenciais isoladas
ou por equacoes diferenciais lineares ou nao lineares, soluveis
apenas por métodos numéricos em computadores. Portanto,
apenas casos muito simples sao passiveis de solucao analitica
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Formas de solucao de equacoes
diferenciais ordinarias

Os métodos de solucao analitica s6 funcionam com equacoes
lineares, sendo necessario linearizar as equacoes nao
lineares.

— A segunda opcao é bem mais geral, sendo empregada para
sistemas com qualguer niumero de equacoes diferenciais

ordinarias, lineares ou nao, necessitando, no entanto de um
computador.

Além disso, dentro do campo de solucoes analiticas em
equacoes diferenciais lineares estaremos restritos as de 12
e 22 ordem. Para isso serao abordadas duas técnicas:

* Obter a resposta temporal do sistema através de sua
funcao de transferéncia via transformada de Laplace e
solucao via transformada inversa de Laplace.

* Obter a resposta temporal através da soma das respostas
natural e forcada do sistema.



Caracteristicas basicas dos sistemas
lineares de 12 e 22 ordem

Um sistema descrito por
meio de equacoes
diferenciais ordinarias
com derivadas de ordem
n,

Os coeficientes a, sao
constantes e f(t) é a
excitacao ou perturbacao;

Os tipos de perturbacoes
de maior interesse sao:
degrau, rampa,
exponencial, impulso e
senoidal.
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Caracteristicas basicas dos sistemas
lineares de 12 e 22 ordem

e Qs sistemas de 12 ordem sao sistemas que armazenam
energia em apenas uma forma e lugar e que possuem um
elemento para dissipa-lo.

* Sua equacao matematica descritiva utiliza uma unica variavel
e sua 12 derivada. Sao exemplos:
— Massa movendo-se com atrito;
— Capacitancia com resistores;
— Mola com atrito;
— Indutancia com resistores;
— Capacitancia térmicas com resisténcias térmicas, etc.

 Em cada caso, as resisténcias ou atrito dissipam energia e o
sistema retorna sozinho a uma posicao de equilibrio estatico
apos uma perturbacao externa. Deseja-se descobrir o x(t), ou
seja, o comportamento temporal.
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Caracteristicas basicas dos sistemas
lineares de 12 e 22 ordem

e Osistemas de 22 ordem contém dois
elementos distintos de armazenamento de
energia e mais um mecanismo de dissipacao.

k
= s
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Caracteristicas da resposta temporal
de sistemas lineares

As mais importante fun¢des de excitagdo podem ser
representadas na forma, fi=#.""

A superposicao de respostas temporais € valida.

A resposta total consiste na soma de duas partes distintas:
forcada e natural, * =y * ¥,

A resposta forcada é semelhante a excitacao (entrada do
sistema ou perturbacao). Sua magnitude é proporcional a
magnitude da excitacdo, «lth=x, "

A resposta natural € sempre na forma, « (/)= x, ¢

A equacao caracteristica do sistema é uma expressao
algébrica em s, obtida pela substituicao da resposta natural
na equacao deferencial homogénea (ndo excitada)



Caracteristicas da resposta temporal
de sistemas lineares

* Funcoes de perturbacao
Ou excitacao mais

empregadas: feF (s=0)

— Constante; f=F )" (= -/ )

— Exponencial; ferd ool < Foeoyt) = o)

— Senoidal; f=RefFexpl-oy+ g ) dfl=Fe 7" coste i)

['i=—-ﬂ"§ -'_.'I':'!-n"

— Senoidal amortecida.



Resposta natural dos sistemas de 12
ordem

elefl) - . _—
Resposta (movimento) natural de sistemas JIT+L sl =4 fequagaon hnmug-_ Tnes)
de 12 ordem; e
Desenvolvimento para resposta natural a b o ~k - x
excitacao f(t)=0;
A solugdo x deve ser uma resposta cuja v=X-e"" (solugio proposta)
derivada seja sempre proporcional a prépria ). % kv et =0

[ e b M i —

resposta. A fungdo et tem essa propriedade. o
Essa solucdo € introduzida na equacdo de )= X - MEH
movimento para verificar quais valores das hib)t
constantes X e s satisfazem.
A equacado é satisfeita para X=0 (ausénciade xn = xl0)

movimento) e para X diferente de 0 i ) _
resultando em b.s + k = 0 (equacdo r=—=-— (constanie de tempo do sistema)
caracteristica cujo solugdo é s = k/b) " "

A raiz da equac3o determina completamente *18 = *o ¢

o comportamento dinamico dos movimentos <ink

naturais do sistema. Esses movimentos tem
sempre a mesma forma, independente do Para t =1
tipo de excitacdao que é aplicada.

O valor da constante X pode ser estabelecido
a partir da posi¢ao do sistema em t=0
(X=x(0)=x0).

Se o autovalor for real positivo (s>0), resulta 0,368 . x,
uma exponencial crescente que denota uma

resposta natural ilimitada (instabilidade).

i) = x el

= (L3085 -x;

x(r)=xq-€

x(0) = -x,ft =&



Reposta total ao degrau de sistemas
de 12 ordem

H(t) € o degrau unitario
em t=0;

Solucao proposta € a
superposicao das
respostas natural e
forcada;

Assumiu-se que
x(0+)=x(0), senao haveria
velocidade infinita em um
sistema fisico excitado
por uma perturbacao
finita.

I (1)
]

dt
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~x(t) = fith=fy - H{t)

onde M) =degran wmsino em =10

X=Xg X,

=Xy

X, =X, cC

k- -\_If fa
X v [ f . {J‘J .
I « 5 4 E =10
Xy = X T B

i

{superposicio das respostas natural ¢ forgada)
(para & = 0 (resposta do mesimo tipo da excitagio)

(forma geral do movimento natral)

{para £ > 0) r X I

Xy
j.'
s+ k)=10
k
¥ ¥ =
b
(ke

x'{_f] = Jr,li + X, -L'_[J" bt

=0, )= (0] =

.’EI » , .|I|p

10 . x, X, =x0)-L

LN, o Xy =a{0)-4
=Lkt

W) = L'}'_ + | (0} - %I. (para { =)
. _.I'1| (ke e
o= 2L et aara £ =01
()= [ ] (i
it} &
f=1f.Hit
" - - R
]
. 1
0,652 - f/k |- —
' 1 ik
1 !
—— ®{0)=1




Reposta total a exponencial de
sistemas de 12 ordem

Aplicacao da excitacao
exponencial;

Separacao das solucoes
natural e forcada;

Respostas total.

dxfit)

ol

fi F k- xfl) = [il)

)= foe *

X=X o+ X,

C L H(t) (aplicagio repentina de exponcencial )

N [l §
Xy = .\}. T A
'1'-I - :Il::l: 'I.'L ¢

Xy '1;"_"1"'"7;']: fo (para 1 =0)

1I|‘I __|rll )
k—h-eo,

X, "' (b-s+k)=0

(para £ =0) {clo tmesmo li‘lli:l il excitaghio)

bhs+k=1 — -.'_-—ﬁ
I
C Xy =Xy, -1"{;" EH
T fo @ ,-:'. ! 4+ :.'l'l' '.}
lr._ LR
w0} = I—-'IIII FX - X, =x(0]- {II
k=l ' k-tb-o;
¥(1) = fo L'" 0] Jo e (kt) 1 (para = 10)
k=1l | k=h-o; |
L I



Reposta total ao impulso de sistemas
de 12 ordem

A resposta ao impulso ndo possui
componentes natural e forcada
separadas;

Ha apenas a resposta total;

A magnitude de um impulso é
definida por sua area;

A largura do impulso deve ser muito
pequena quando comparada com a
constante de tempo do sistema;

A resposta de um sistema de 12
ordem citado a um impulso de
magnitude fO é idéntica ao
movimento natural a partir de uma
posicao inicial de magnitude
x(0+)=f0;

Pode-se considerar que o impulso
gera a condicao inicial em tao curto
tempo, que ele nao tem nenhum
outro efeito no sistema.

(1) &

[.". (1)= fiu -6l ]']
el el + {! r}- X = J."L":I
)= fo-e e {para { = 0)
bedxfdl + k- x
x(t)= fo e /b (para § = 0]
A
| X | I drea A = = x;+ M
-
. e o i
At



Reposta total a senoidal de sistemas
de 12 ordem

e Aplicacao da funcao
senoidal;

¢ Ve rifi Ca gé O d e S u a )= fu "'“‘{:"'.‘ r:| Hlt) = fy - I{r['.-‘.r ] H(t) (aplicagio repenting de sendide)
defasagem;

)
xp =Xy -t':]drr,« 8] (para =0
x, =X, ¢!

X = [ O P Ji
! ks j-bowy

* Resposta total de um
sistema de 12ordema "]
uma excitacdo senoidal MOl

1) = -\'; -L('lh{',r IR 4}‘]. :I; [1{1]}_ 3 U..,[r}: I].l.-i.'. L)t

o sfimbale indica fase,
k+j-b-wy B II‘J



Exemplos de resposta temporal de
sistema de 12 ordem

e O circuito é conectado a
bateria por um longo
periodo;

* Achaveé
repentinamente
comutada para terra;

* Determinar as correntes
de malhas e tensoes
nos nos.

fI:.u-: W I_f

is(0)

Ir||

o

:-.1

A |

» RELACAO DO SISTEMA
y =1 +io

s RELACOES CONSTITUTIVAS

I’y

] ..::_

|: %

! [[' dl + ing

R, R,
= lUI AL AO DE MOVIMENTO
Jll’: I'|?. I = = t !
|k,l'|;'!
ry =201 1)




Exemplos de resposta temporal de
sistema de 12 ordem

* A obteng¢ao da equacgao

que descreve V3(t) é

feita de duas formas: LI L
através da resposta LR
total do sistema e via sy O ey Y =) |
transformada de o

o v ft - .I T - .
L I . y ) : T | werdl !"-'|'.Il.'._|!
a p a Ce ’ ]I:; )= — -l LU L : — d :I'“Iil .H] i “-: . :\]‘|- I (h.] . HJ\} I'-‘




Exemplos de resposta temporal de
sistema de 12 ordem

O problema mostra uma

capacitancia termal C revestida por 1
uma isolacao, que tem uma T
resisténcia térmica equivalente R; _ad é ‘1 -

A temperatura dentro do vaso, 1
assumida uniforme, é T(t);

O calor € adicionado no interior do 1 ) -7
sistema a taxa ge(t); ar e SRR AR

A temperatura ambiente Ta ao redor * FQUAGAO DEMOVIMENTO

da isolacao é constante; L L)

Encontrar a equacdo que define a a1 e
— 4 - —y 4 | ety =q(th-a
resposta temporal para uma entrada @ k¢ e’ Tt MO0

degrau de amplitude A em qe(t).

Deseja-se obter a resposta temporal 7.7 .1 ; ‘
desta equacao diferencial ordinaria  #w-wu-7 e Tk
linear de 12 ordem, utilizando dois

métodos: transformada de Laplace e

resposta temporal direta pela soma

de solucdes natural e forcada.

= FOUACAD DO SISTEMA @ EQUACAD CONSTITUTIVA




Exemplos de resposta temporal de
sistema de 12 ordem

;o

* Solugdo usando-se a f(0)=0 1(0)=T
SO | N
transformada de S RTavl lab B
Laplace e entrada ; !
(%) . i
degrau. i (s) 1
IS
- I.-"}
1
g i A i wlo o . =
! " | \ !x] alo om E_f
fl-r
r=MN-r.
Tith=A-R-[1-¢ ' (para £ =0

[it)y=1 4 1".]“.“1 (para [ > 1)



Exemplos de resposta temporal de
sistema de 12 ordem

 Obtencao dasolucaono +* Sem trabalhar com
tempo de forma direta. variaveis incrementais.

(. ' . S - |- - | — ] =y
I Sprosli FHITT IR f, Solucho lorcauda: ——Ff =—1g. + A)+ ——T1
o : A AN el

Resposta torgada: K [
9:{t)= A para 1> 0 STy =g, + )+ T,

Soluedo ot s T+ ———T | = ; 1 -
slugio natural I T T, | 0 Solugio total: Tt) = &, + R
| J

. e 1t " —
byt =0 T)=7, ¢/t +R (7, +A)+T,

R S T =T=n-7 +T,
f LRl =T, v Rf, + A)+ T
T, ==A:R

Solucao lorcada: —L = s e =e =R T f ’ - ™
ucao lorgacda - A fpawat=0) o f .l'... A J"[-"]'—.I-H'.l—t' -']—H-.-Jrl.—.l'__

H|||'||1_‘.'|| Bl H]E ..Ir-l == N
S P , . ff I .
f=RARe=V e red-k A fm;Jdbm-pr]-mm-ﬁ_
F{0) =10 > T, =—1-R ' 'I'H,—.|-H-[] e /T “ /

f=an(i-c't) ¢ TorgT,



Exemplos de resposta temporal de
sistema de 12 ordem

e Resposta ao impulso
POSSUi apenas a parte
natural, pois € idéntica
ao movimento natural a
partir da posicao inicial.

i, I:'I} = ey (! )
.'ll.{”]_".f.-_ll

L) =g e T (pava £ =10}

* Resposta a entrada

senoidal.

g t) = g0 -l.n-r-u[_:.: / ) H() = Feer Eh'[_t"l ANtin

Resposta natural: R,=T, ¢ '
- _t
S R, =T, e T
r

Resposta forgada:

Ry= T.." "“hlc"“_.‘ -.’—rjll. :| I:_]l'.!llil [ =10}]

Hi,'\ll-l:l\l;l. 1n|.=||
.Jr."'“ fy, e 4 ‘fl.' {1I!~{Lr ol el ] {para { > U)
) =Ty =T, +T; -cosfl,

It - []’-]‘EJJ L -Hr:a[:"i;. }ll: T 1 -un{... .I'r!'-'_.]'

AR B Ti0) =Ty -cosd,



Resposta natural dos sistemas de 22
ordem

Sejaa seguinte equagio de movimento:

= CASO SUBAMORTECIDO

o
r d ? - -"aﬂl—"'+ Eov =0 (sistema nassa [ mala /S amortecedonr) o
" o X, =ly-c 'H?"'rll'-é"f -—Ir” (porat >0 ¢ OD<f<l)
Ay = -‘5'&"" oncle s = =+ ]-u )
:\I'H‘

B CASO SOBRE-AMORTECIDO

X, =Cp ¢ Cye Tt (=0 ¢ E=1)

OD=E=]
ol

x""‘h

&>

ITH e [
wden oscila

= CASO CRITICAMENTE AMORTECIDO

¥, =¢ 7! -[(.'1 +(ln -:] (puad=e =1)

=t}
1

E=1
N oscila




Resposta natural dos sistemas de 22

m CASC NAOAMORTECIDO

v, =y ccosu -

M

.'1:I_1I“

- {7)

(para =40 ¢

E=0

b

=10

¥

wesm kb e k=0

[ . (&

5 —_—

5= + i W -— ara
RN 1“2-1”, i

§=— b * - i—f b ) AT
) 'E-m_'r 1 LErmJ petts

/\ oscilagiics Ii'.lr.'«/\

ordem

i

(T = —

Zom

uy, = J%

(fator de atenuagio)

{freqiténeia natral nio-amortecida -
oscilacio observada se £ =0)

| g i JI _ . . E .
wy =4, -0 =w, 1 -5 (freqii@énca nataral amortecida)
. T . .
g =— (cocliciente e amortecimento)
ur,
i i
X X 0]
T t2-o—+w,” x=0
A= el
e a 0 o
s=-giyoT -w,” para  w,” £o°
. L] ]
[a11] f==0L)w prara Wy~ = aT



Resposta natural dos sistemas de 22
ordem

= CASO SUPERAMORTECIDO (£ > 1)

¢ SOb (@) pOﬂtO de V|Sta §= =y, =Ty (pdlos distntos, reais ¢ negativos)
dos autovalores da onde =a-[1-1|'u-%] ¢ oy =a-{1+ -1
~ s &)
equacao caracteristiCa. « caso coM AMORTECIMENTO GRITICO (£ = 1)
f =g, -0 (polos iguais, rears ¢ negativos)
B CASO SUBAMORTECIDO {0< £ <1)
s==at j-u (polos complexos conjugados
com parte real negativa)
» CASO SEM AMORTECIMENTO (£ =10)

s=%p-w  (polos complexos conjugados
sobire o cixo Imagindro)
= CASO SUPERAMORTECIDO

v, =G T Gy e
rRT il _
o - x(0) + f 1.:: ) o - x(0) + dx((}}
ondle |_’.'1 P il P {l!ll,._

Ta =) B To =)



Resposta natural dos sistemas de 22
ordem

= CASO COM AMORTECIMENTO CRITICO

ol =8 |+ expl- g fwr =6

oty S0y fur-0)

Xy =x(0)-(1+o-t)- et + Oy oot _ -

. vis) = M Ko A . R

. o Xis) = = {caso supermmortecido)
= CASO SUBAMORTECIDO l+s-ry l+s-ta  (1+5-7y)-(1+5-10)

Xy =€ n"l'("r-ll'“i 't ‘{:'_"L'_“.”EJ“CH e 7" cosfwy 1 - 0) K=K Ky r=Jr-ta = 2:8.r=71+T0

onee: K *_:l
. " _ "y . . o ey
C; = x(0) BTN dx(0) .1 Ca = x(0) i R N dx{() .] Als) = Tiorn il? {caso subamortecido)
2 )iy el 2 J oy 2. oy it 2. Jruwy =5 L fI
|
| _ 5 onde w, == ¢ K= ginho estditico
; dx(0) dx(0)/ r
Cq = < .tf{}j+”r—r +x(0)2 @ =nan”"| L4 —Ldt
\- wy wy wy  wy x(0)
r: fli'r‘.'-lf.n'."n'r."l Iaizes dn et ['r?n crriae e ri s
= Superamortecida | Reais distimtas
= ] Conticaomente amortecida Feats iouns
0< & <l Subamaortecicda Complexas conpugadas com parte real negativa
= SE amoriecinnento

Complexas conjugadas com parte real nula




Resposta forcada dos sistemas de 22
ordem

e As funcoes de excitacao so-r«

xp =Xt

possuem um forma f(t), -+
n ENTRADA CONSTANTE (f = F = [, s =0)

onde F é uma constante vl
Complexa_ B ENTRADA |-‘.x|-ur-1|-'.‘~.'-::r.~.1.'f__r__,f;,-t-'ﬁ"'. s==0), r-'__,.r;.j

, fu . —a -t
X, = _ s xr=Xp-e
|:_r|.l T T - ber [ .lI]I ' \"ll /

» ENTRADASENOIDAL | f = /i) coslu 1) = Re[ f -’/ |, &



Resposta forcada dos sistemas de 22
ordem

e Com a entrada senoidal e
senoidal amortecida, a
frequéncia e a constante

= ENTRADA SENOIDAL AMORTECIDA

de tempo de decaimento e ol s o] e

(atenuacao) da resposta VRN

s30 as mesmas da funcdo ACEEE S

de excitacao; 11‘” o= ol
* A magnitude da resposta S P e S e

e proporcional a da T oy

funcao de excitacao e ha
uma defasagem entre a
excitacao e a resposta.



Resposta total de sistemas de 22
ordem

.1'{4'} = xm{f]+ X {f:l

® RESPOSTA TOTAL AQ DEGRAU

& Iovinente ol

t)=F. Ht ={1—'-u“ H - ,
||r|: ] ( } }l._I:I : :l v = f_ + f.-, oo ".'Ub{:l'”' N —f.tl:l {P.l"“ f=0)
X=xrtx, A ’
. i I .
o= [xj, e '}}_U x, =X, " (ambas paradd > 0) (0, )=0= =t Ca -cos(-0)
« movimenio forgado: —”rl{:j‘j =0=Cy-[-o-cos(-0)=wy -sen(- )]
[
. b B - .. i %
l.l.'l' + 55 4 -!J 5 ¥ I‘ln' y=0 * .1'|.JI|- = ; [I:I."II'.'I =0} (o = __-_.‘I' ) |I:“'".|"- {'ﬂﬁ{—fﬂ = s 17 ] ¢ & = 1an -|| ill = .d-_.”—l{;-}
. F ’ Kcosd Wy S
L Xp=—=xy
I 0=s& <l
« movimento natural: Fi I
) = oL Tt el =6 ara £ >0
A resposta depende de & Suponha, por exemplo, que 0< & <| ST i_] cosid) | coslw ]] (para ¢ = 0)
- —iF - ] 1= & =ly=
x, = k;; 77 cos(wy -f—{?}J- Fife) onde & =sen™(£)
onele Oy = X



Resposta total de sistemas de 22
ordem

Caso se assuma funcao de
transferéncia, tem-se:

A oscilacao e sobressinal
ocorrem somente para
0<€<1;

¢ alto uma resposta lenta;

¢ =1 fornece a resposta
mais rapida sem
sobressinal.

."I.-I'\.:I _ - H__-__
Fis) .55 +2. 57541
A |
-|r|"l:| . .I'|..|.‘-:I ey
i .~-[r‘-1‘—:_'-h.f-r-.-+]_:|
Para £ =1 siy=N-A- L L
PP
T2
Piran £=1: = K-A[1-[1+=]-e7"7 .
W i" J |

;
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Resposta total de sistemas de 22
ordem

* Resposta ao impulso -
6(t) unitario. P e>le = o

F
L]

onde: T zﬂ'-[l—ﬁ!l—%u] € o EH'LH'\.”_%'E]

)
!’:"':.I ..E - 1 ¥ 'L'I_.l':l - r'll"'[[.:l T
| i
Para ¢ <1 (f)= dx(0) l e 7 -senfue - )
- I"JI.f Ti'
vl A
1{1}*1:“ C { }z.lru—
et W

onde & = largura do unpulso.



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

e Sistema massa—mola —— = DIAGRAMA DE CORPO LIVRE
hv. ¥
com amortecedor; A |
k
* O sistema esta o
inicialmente em dys Pt
oy 7/ o /7 . ! k; F, P
equilibrio estatico e, N, T
repentinamente, o = RELAGOES DOSISTEMA s RELACOES CONSTTIUTTVAS
Suporte é SmeetidO ao . I;:..Iﬂ;lll:lin:Lh‘:..jn-u,;:im I _J'.--|:".—_1]'—-".-.'f
movimento. F=n 2
1'{!}—. Xy -{':J:-.t:.";.- -FJ HI{I] Fy=h tf;;_
P=m-g

* Deseja-se conhecer y(t)



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

= EQUACAO DE MOVIMENTO

1=y dy
mr—1+|"a—--m r=k- (x- w} k&

e ot

{= {
Juf—l+51+f' y=hon

dt= dlt

xft) = Rc[u, e H{.'}]

)= x-e™!

X =xq l.:j'~:u'1.- [ >}
8 COMPONENTE FORCADA DA RESPOSTA

Y= Rl[} {”] ,-._.,f] (para £ > 0)

Xy =ijr-rI

{m-.'.: F s +.ﬂ,} }f PRI 9 (para £ =0
OO £= Jouty

X wmesm+b-s+h

L %
] ={—., R
f "'r""-+'r‘l"'-+'ﬁ”l-—'fl'"lr

R

B COMPONENTE NATURAL

. ?
M _’I.' 'l"ll

mes= +bhos+ k=0

bk

4= - [————==0t -

2 ka fer.

Yo =0y e cosfa -

.

{—i) Ml

Yo = Rl'[f.'_-L P AL AL -r-u}J

B RESPOSTATOA

Y=Yp o+,

¥ = RL'[ |]FJ|, |.{_, il o

ey - . =
t f._|. LN

' Miw-p =0
i .;--'I"' i) ol

¥{f) '—| . a_u-.[ -+ |1 i h--f.'.-, o Rt R —ﬂ}

Ho ) =0 )=t

_1,'{H+:|2H2|]' U}'\.{ LI
'!\['I]{ I}r," _I]v s ~l— F -('fr.\{—ﬂ}- (] -.L.r'.l.l[—ﬂ}]

i(0,)=0=-w/ |

[l el )

cu:-{ﬂ]

¢ Fl, ) =3(0_)=0

u!?=tnn'l[

]]4-{'1 ui\l[ H]

e
i

%

“F
@

Jnl 1)



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

= MOVIMENTO NATURAL

e Sistema massa-mola e
dois efeitos de
amortecimento;

TR Y ety {l’q - ,f,.g}.}'_\. et ke Yy et =0
comest ‘l,'.l'1| -J'.-QII--.+I.'_-ﬂ (o £ =0}
vy =y 0™ cos(w -1 - 6)

= AMOVIMENTO FORCADO
‘ll. _ ."\.I, _Lll_u R L ]

oo f

v =¥ e

* Considera-se que o 0= expta 10 k)

- _;.:+{|r,] + b } idkey=ly i+ kex

S|Stema EStEJa s RESPOSTA TOTAL (oo by + b
. . . W= v 0+ v, (1) ¢ =avctan —>== 1 T T
inicialmente em )= Gy oo 1= 0)+ v 07 n e ey

«] 7 o . . )= Cy cosl@)+ Ve =0 “n =‘I'I-'_-:l :=:=ﬁf_-frr
equilibrio implicando =6y Focoldleo sl o= ey [ F

ue os valores de vy e — ——
q y s (b 6)- s+ 1) ¥y = oo - (s = € ) &) x09) [rf[ ¢ ]!,-'rn} ac =]

dy/dt sejam nulos. R R

J PO TR W i A o)



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

Modelo de sistema de propulsao
naval;

A velocidade w,(t) da turbina é
dado;

Encontrar a fungdo de
transferéncia w,/w;.

O hélice tem momento de inércia
J, amortecimento B e longo eixo
flexivel com coeficiente torcional
K.

Gerar as equacoes de
movimento.

Quando a turbina esta parando
seu movimento é dado por

— -0.t.
wl_wlo.e )
Encontrar o movimento forcado
resultante em w2(t).

turbina

L] RI"I.-‘LLZ.-\(] DO SISTEMA

«  Balango de momentos:

.‘l.l A .lr:ul.' il

------

" DIAGRAMA DE CORPOS LIVRES

= FQUACAO DE MOVIMENTO ® MOVIMENTO FORCADO

Koy —0s)=B-wo + J i

an(l)

g e ot

,l' 'c-]-_. + i .'."-'._1 + K Tl = K- ith



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

I1=-i2 indefinidamente. Assim, a corrente flui pelo LC isolado, primeiro no sentido horario e
depois anti-horario, carregando o capacitor em um sentido e depois noutro. A energia é
armazenada alternadamente no campo elétrico do capacitor e no campo magnético do

indutor. I
iy =iy, ~cosle, -=0) onde @, = f{. ;

L B

chave HI el 1
o )= los) e ValD, ) =1s(0_)

a0 =130 )r, 10 )=0

A
9
1.,=h—_|_— v, ,‘4(‘_,+liw L, l i vl (0. )= Va0 ) =0
AW
Ry

A icarulo-se o el da Tensio de Rirchiholf para £ <

o 1 0 }: Iy {{]_} (todla tensio c no resistor)
8 RELACOES DO SISTEMA ”
e Lei da Corrente de Kirchholf o, )=— ¢ I (0.)=0
aplicada ao no A {equages de equilibrio): Ry
i +ig =0 (para ¢ > 0 = chave aberta) 1%
J]{Il_ )= M -Lun{mh =) Moy ccos(-0)

= R .-"..I’..'.{.J ES CONSTTIUTIVAS H:;
J_j"n’q |:' }
il —— i 10D
. 1 F 11 1 y
B P ) IO ¥ 10.)= 1, B0y sen(-0)=0
dlf - - = e - it it
= I".QL:.-".(;.::';U DE MOVIMENTO 1y,
o} o} 'hl = {] Illr-“ = Jr:
1= 1= L]
iy +Ca - Ly -F—:-,' =} ol f—-;,'- + —"—-— =10 '
ar° R , | 1
. 9 ; = - o= |
X4, -x=10 L_; = E]} | h’:., % 'h:.”u ” Y .||rr..2 _ Ir-|



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

Vp(s) Ky-Ko % PARA ENTRADA DEGRAU

Gerar as fungdes de vee U T T ult)= A 110)
transferéncia de um e o V) =Ky Ky a1=c ) para 150)
servomecanismo, as quais L D>

tacogeradlor

relacionam o sinal de saida vVt !,

de um tacbmetro para medir """ -

VE|OCidade € de um E*x!"\i'\'ilnhl'\u]]ni Ve nhk o ;nm
potenciometro Vp para medir 0o d)

pOSigéO. Vit) = 5'1-,1',;!'“!5':”,: {4 |\J_'|.- / J} . I_.'f._.' --.'u.w|: ;‘I_',u | J }-t—fr

A entrada do sistema € a 7y, o KaKad

tensao de armadura de um . |
motor de corrente continua u. " T

Determinar, analiticamente,
para cada funcao de e |
transferéncia, as saidas Vt(t) e = «{boyrl-conlloy ol)-confucimber - T, )

i l_l:.“,'
Vp(t) para entrada do tipo T - "
degrau e senoidal, supondo V== oty i =loy ot ) e
L B | y Yo T

condicoes iniciais nulas.



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

* Aplicando a transformada de Laplace;
* Aplicando a convolugao.

. Ky Ko o s K, - Ko-d 1 8
r r{":’ = - = a 0 = - — l iy i}
l+71-3 T T epd ST 4@"
Fi(s) = ! = fiit)= L_!r Fals) = = i 5 = falt)=cosf{w 1)
l T b
P —
:
. . t I [ S
Fy(s)- Fals) = f{t)*falt) = Elﬁ” =) faf(6) df = [U‘-'i[“. —-—+= 't“'\{-‘e f -I'}]]df? =
d . L\ r r)} :

I

= ::_'!"-'. : Lc ’r -::m{m; -E?_] dd

X N ceasih-x)+8-senilh-
e~ -cosb-x) de = < [a-cos(b-x)+b-sen b x)]
a~ +h

i

-

. ..t{r_ll sk | -f?--m Caeril e f]}]
¢ .!.jlr,i.'u" -{;u'«{f:f.' 'f«’llff?=¢;_.l'.- " :rL { ! ) [ {J"

l

u
u -In"'Jlr

r ‘n

T

Vot -
T =+ {1l ||' -

Vrit)= K;i = '; [Cos(m -f}+ ! -r-qttl(m . -f]"-' !r:|
! 1+ Wt ! f forr {

A -{'n.-.l[m . E} + If'h{'“{{.‘i ~.f]|| = f:-i_'uw[r;) o = rjrr;l

(Ii] r:i
f.!-"=.'ll'l:1.'1l'l|TI = | =—

C=vAPeB® ]
t_'u:i[m;- -4')+ @y r-ri-L'u{wJ.- -f}= ‘IEII + t."-”,r T F -un{f”_l.' { —=|_f:!J.r : r_]
Va(t)= KoKy f |:.‘||1 -hin_.l_l. -T_Fq- 'L'I::L{fr.l:: o —|_f;:; -1‘_”—::-E ":|

1+.ru|,--r

- 4 =
Finalmente, colocando-se /1 +[ru,. 'I_' cm evidénca:

KNy-Ko-d " L J] ¢/t W
Vip(t) === | cosl ¢ -t = | T ||~ ——=|
foy o | e e ey

-
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Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

Vaft) _ K, -K,
Liis) - {] & r-.-.}-.-.

.|_|||||I|I||.-|*.|-|

FVICL

[H Tt

PARA ENTRADA SENOIDAL
nlt) = A- cm[mf . !'11

Soma das respostas natural ¢ lorgada

Resposta natural:

Os palos sio:

=0 c
Vi =Vpy -e""

-

Vp,=C +Ca-c T

PARA ENTRADA DEGRAU
wlt) = A- Ht)

i i -y
[)]"t.”: -ll'l-] 'K[ cAdrre =l4—se -'1']
b r J

tacogerador

|.'r|.!.::r|:'||.:'|.|;¢':|:|1.

Wy

EMEUENAgens

Resposta forgada:

alt) =1 e

= Ky-Ky-A

R R e R
- Ky K -4
[y ¢ | = ———— e
Pf| |

l'pulr = I_.,r’u'- ":"H'Iiwf .;}: Re lt:_;-ulr

(para t =0}

#VOLG

Iy erxo 4

=\VG
PrEnCImeEnim

A excitacio ¢ na forma geral:

AP | oo s
.L.j[f“i.-.u“f

Tt e
°f S rn.[ml.--uf+.'t-¢ ] —t
. . . “L : I"r.'lj.' ree £
| I_ﬂq‘.‘}vﬁ,[-hl-.—l-

mj,r-JH{r-m;}z

Resposta total:

[r.f’ {.'rj = I-.I"..rl lr:' + !-.f'. I {f}

V() =\'-::-.; |-L‘u-.iLqu -:+|_r"",J_Jr J]u_:l £ 0, e
|

I’F,f{rj == |I’m. TI- :'m[ LI 'm J}I (.‘I - f.'._,

Vp(0) =0 = |0 s

'(|_T :r'..r J ]' fTJ

o el

'rﬂlu =_r-;jr! 'r'f"’f 'sull(|.l:|"|' l}
C, = |'_':’._.' |[r 7 -wn{ |f'
) -1
| el
1+ rewp
Cy=Rakidr ¢ og

AT

o)




Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

* Aplicando Laplace e (, | o
antitransformadade |\ 7., ¢ P
Laplace. f \_

[ 1 ‘ : . -
[ ; Fiis) = ; = NHill=¢
. g i H," i,
) . hlj\‘] J .l!!'tl| j‘l.l[ I. L] LY ' i
!J]ll"-.l— PRl i )
5 g £ + e
r) . »
. .‘I'-l_.l.'-_:'= - — = _|":I|"J—1'1I-!~{|'!.'I |':|
5= £l g
, ) | ] 5
Vpfs)=K - K- A-
T
. il
II]I.-I"-;'HJI‘-.-_' I'!'\.I -]' ! > - 0} i ] i} : ¥ !
I YT L "_‘“-_JI



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

E'ml t

Um vagao de trem se 0 |

aproxima, a uma velocidade

v T R R R R R
——

constante de 260 pol/s, de %

u m a m O rte C e d O r d e m a S S a fff}f;f(f%’/'ffffgffd FEEETELTELEET, ] \EJ

desprezivel € se acoPla a0 . i e peainis de st s o oo s
mesmo sem perda de n b hx=0
energia; e
Qual sera a frequénciade = -Gic o r-0)

I =0.05s

oscilacao? oG a0 00

3.6 =Cy -7

Qual sera a maxima c=5 S0)=0 i0)-2600%
excursao do amortecedor?  o_c. o) w60-c, ool 0)so-snd)

Quanto deve incrementar 0.=90° _ ]

pa ra prOd UZi r Como x{0) =0, resulta f]c—[{;}uL'tuu{.cl!u:'[[li. » o
amortecimento critico? 00=Cy-0 [=25=7 o w=2b2a=mesass
‘ 1,.."; S~ y= e ¢ o= 1 Iﬂ
{ I pol A 103,05 - 40 { — 00



Exemplos de resposta temporal de
sistemas de 22 ordem

b, Caifead der weixnmn exeirsao do wmorlecedin . ducveimento o velor dv eiortecimeinto

. - 5 i : :
v, =0 _‘..H{m - rl'] frevwea frvewlozir comerlecimenta ervifico

s 4 =00 i T - 0307
i
=y -cosl0) o0 =007 "
'll.rl.”'— :!h” P se :“i“.!-';il' O O eCHeile crilico {__— |:|_
20U = (o3 -2 devesse muliiplicar £ por 10,307,
M PR |||!-|-|.'I]II|:I tlisvir-see "”||1l'||I1'1-|[| :h. B0 Ve ses
iy = -|“'_E = 15,75 puol
3,5

- . : : _
. Celewde da frequincia de aseilagio ajris o acoflamento ¢ da maxtma excursae do amorlecedon

cinttl annariecimento evibico o sisle i it ‘.
F==50a, ST =y,
j o u i 2.0
W=y, -0 i =1
. o a0} ;
v, =x0)-(1+a-4)-e77" & ! fog !
' it
i 11,00 1
J'l"'-_,l f ? -I'lr'l.H' ot i
___.__1,:”]-{{] rad)-c-c T s " ]‘_ ) RS i f-a)-c " 0
vif Pl

fo= 000606 5 v, (00606 ) = ¥ ainiyo = w9 pol
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