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RESUMO

Este texto apresenta a proposta de um novo teorema para se determinacao da estabilidade local da
classe especifica de sistemas nao lineares na forma & = f(z) com pontos de equilibrio na origem,
modelados como sistemas fuzzy Takagi-Sugeno via nao linearidade de setor local, por meio da
Teoria de Estabilidade de Lyapunov e utilizando-se Desigualdades Matriciais Lineares - LMIs -
e do Teorema de Finsler. Este novo teorema proposto também permite obter a estimativa do
dominio de atracdo do ponto de equilibrio na origem, quando este for estdvel, utilizando-se o
conceito de superficie de Lyapunov. Para sistemas em que a origem nao é um ponto de equilibrio,
utiliza-se o artificio de mudanca de variavel, para transportar o ponto de equilibrio para a origem
sem que se perca a generalidade das respostas do sistema. Neste trabalho é mostrado que o
teorema aqui proposto produz resultados menos conservadores que outros teoremas de andlise de

estabilidade local encontrados na literatura.

ABSTRACT

This paper proposes a new theorem for determining the local stability of the specific class of
nonlinear systems in the form dotz = f(z) with equilibrium points at the origin, modeled as
Takagi-Sugeno fuzzy systems via nonlinearity of local sector, through the Lyapunov Stability
Theory and using Linear Matrix Inequalities - LMIs - and Finsler’s Theorem. This new proposed
theorem also allows to obtain the estimation of the attraction domain of the equilibrium point at
the origin, when it is stable, using the Lyapunov surface concept. For systems where the origin
is not a point of equilibrium, the variable-shift artifice is used to carry the equilibrium point to
the origin without losing the generality of the system responses. In this work it is shown that
the theorem proposed here produces less conservative results than other local stability analysis

theorems found in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizagao

O ponto de partida para o estudo e desenvolvimento de qualquer sistema de controle é a anédlide
de estabilidade, pois este é o requisito minimo que o deseja obter quando se trata deste ambito
da engenharia. Antes mesmo de se iniciar o projeto do controlador para determinado sistema, a
estabilidade é a primeira propriedade a ser verificada e o projeto do controlador é feito com base

nos resultados obtidos desta analise.

Sistemas nao lineares tém como principal caracteristica o fato de que ndo se consegue prever
como este se comporta ao longo do tempo, para qual regiao do plano de estados é estavel, dentre
outros. Desta maneira, muitas sao as linhas de pesquisa voltadas para o estudo de estabilidade de

sistemas nao lineares.

Um método bastante explorado para estudo de sistema nao lineares é a linearizacao deste em
torno de um ponto de equilibrio, esta abordagem garante apenas um comportamento aproximado
para a regido em torno do ponto de equilibrio para o qual foi linearizado. Neste trabalho, porém,
é utilizado o método de modelagem de sistemas utilizando 16gica fuzzy [4] segundo a abordagem
proposta por (Takagi e Sugeno, 1985) [5] utilizando-se o artificio da nao-llineridade por setor local
[6]. Este método garante a obtenc¢do de um modelo formado por conjuntos de fungoes lineares o
qual é exato ao modelo nao linear para para qualquer instante de tempo, desde que o ponto inicial

esteja dentro do setor local para o qual o modelo fora obtido.

Um outro desafio encontrado no estudo de sistemas nao lineares é o fato de que, para sistemas
de ordens maiores, a reposta do sistema se torna muito dificil de se obter e as anélises até mesmo
invideis. Como uma forma de amenizar este problema, Lyapunov propds um teorema em que se
permite analisar o comportamento de pontos de equilibrio na origem de sistemas sem precisar
resolvé-los. Assim, para se verificar se a origem é um ponto de equilibrio estdvel, basta apenas
definir uma func¢ao definida positiva tal que sua respectiva variacdo seja definida negativa. Este
tipo de funcdo é chamada fun¢do de Lyapunov e ndo hé uma regra estabelicida de como esta
funcado pode ser obtida, sabendo-se apenas que é dependente do préprio sistema. Um exemplo de

funcdo de Lyapunov é a funcao de energia de um sistema dindmico em movimento.



Por fim, mais um desafio encontrado na literatura é a obtencao de estimativa da regido no
espaco de estados para a qual o ponto de equilibrio sempre atraira as trajetérias das respostas que
adentrarem aquela regido, ou seja, a regiao de atracdo do ponto de equilibrio estavel. A funcéo de
Lyapunov, por aparecer na forma quadratica, tem a caracteritica de se permitir verificar estivativa
da regiao de atracdo através desta, neste caso, esta regiao é conhecida como superficie de nivel.
Como dito antes, as fungoes de Lyapunov ndo tém uma forma padrao através das quais podem ser
obtidas, o que torna um desafio também a estimativa da regido de atracdo do ponto de equilibrio

na origem do sistema.

1.2 Definicao do problema

Para este trabalho serdao considerados sistemas nédo lineares

i= f(x) (L1)
em que x é o vetor de estados.

Neste contexto, o modelo fuzzy Takagi-Sugeno serd obtido para os sistemas nao lineares em
estudo, a partir disto serdo desenvolvidas técnica para a estimativa da estabilidade de pontos de
equilibrio e sera investigada qual a melhor estimativa para a regido de atragao a partir do método

de estabilidade de Lyapunov via LMIs.

1.3 Objetivos do projeto

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer um método de determinacao da andlise de
estabilidade e regido de atracdo do ponto de equilibrio situado na origem para de sistemas dina-
micos na-lineares menos conservadores que os encontrados na literatura, utilizando-se para tanto
a abordagem de estudo de estabilidade proposta por Lyapunov, além de Desigualdades Matriciais

Lineares (LMIs) e modelagem fuzzy Takagi-Sugeno por néo linearidade de setor.
Os objetivos especificos deste trabalho consistem em
1. Obter o modelo fuzzy Takagi-Sugeno de sistemas nédo lineares por meio da nao linearidade

por setor;

2. Propor novas condigoes de andlise de estabilidade local por meio da teoria de estabilidade

de Lyapunov, Lema de Finsler e do uso de LMIs;

3. Propor um método que maximize a estimativa da regido de atragdo do sistema nao linear

contida dentro da regido de validade do modelo fuzzy Takagi-Sugeno.



1.4 Apresentacao do manuscrito

Este manuscrito é dividido em quatro capitulos, além deste. O Capitulo 2 apresenta o conceito
de retrato de fase para andlise qualitativa dos pontos de equilibrio de sistema nao lineares, em
seguir é apresentada a modelagem fuzzy Takagi-Sugeno por meio da abordagem por néo linearidade
de setor e, por fim, sdo apresentados os exemplo trabalhados neste projeto. O Capitulo 3 introduz
o conceito de estabilidade de Lyapunov e do uso de LMIs. Neste capitulo também se encontra o
resultado principal deste manuscrito, que é o método de andlise de estabilidade aqui proposto. Em
seguida sdo apresentados modelos de andlise de estabilidade também utilizando dindmica fuzzy
T-S e o método de Lyapunov, de forma tal que pudessem ser comparados com o resultado principal
do capitulo. O Capitulo 4 possui a mesma dindmica do Capitulo 3, porém com o foco em se obter
a melhor estimativa da regido de atracdo do ponto de equilibrio na origem. O ultimo capitulo,
Capitulo 5 consiste na conclusao do trabalho, no qual todos os resultados obtidos sdo descritos de

forma sucinta e sao propostos passos futuros para a continuac¢ao deste trabalho.



Capitulo 2

Modelagem fuzzy Takagi-Sugeno de

sistemas nao lineares

2.1 Introducao

Sistemas dindmicos ndo lineares variantes no tempo modelam boa parte dos problemas en-
contrados nas mais diversas dreas da engenharia [7]. A observagao do comportamento deste tipo
de sistema, dado uma condigdo inicial, permite andlises qualitativas da estabilidade destes [8].
Quantitativamente, porém, a determinacao da regido de estabilidade e a aplicacdo de técnicas de
controle para este tipo de sistema nao sdo triviais, justamente devido a natureza nao linear que
possuem. Assim, métodos matematicos sdo utilizados a fim de ser obter modelos lineares equi-
valentes a estes sistemas, os quais facilitem o uso de ferramentas existentes na literatura. Neste
contexto, este capitulo, além de apresentar uma discussdo sobre sistemas nao lineares, discorre
também sobre o uso do retrato de fase como um meio de analisar qualitativamente o compor-
tamento de sistemas nao lineares e aborda a utilizagao de logica fuzzy, segundo a proposto por

Takagi e Sugeno [5], para a modelagem local de sistemas nao lineares.

2.2 Analise qualitativa de sistemas nao lineares

Um sistema ¢é dito néo linear quando a ele nao é possivel aplicar o principio da superposicao,
ou seja, a resposta a duas entradas distintas ndo pode ser calculada tratando uma resposta por vez
e depois somando os resultados [7]. Mesmo com a enorme gama de sistemas fisicos representados
como dinamica linear, a grande maioria destes possui dindmica real ndo linear, por isso o estudo

de sistemas desta natureza torna-se praticamente inevitavel do ponto de vista da engenharia.



2.2.1 Sistemas nao lineares

Sistemas nao lineares podem ser descritos como o conjunto formado por um niimero finito de

equacoes ordinarias diferenciais de primeira ordem na forma
% = g(x,u) (2.1)

onde z € IR™ é o vetor de estados, u € IR™ o vetor dos sinais de entrada. Estes sistemas podem
ser representados na forma

x = A(x)x + B(x)u (2.2)
sendo A(z) € R™" e B(x) € R™™ matrizes cujos elementos podem depender dos estados do
sistema e os quais também sdo func¢oes continuas num certo dominio de interesse. Este tipo de
representagdo pode ser nao tnico, ou seja, podem ser escolhidos diferentes A (x) e B(x) a partir
da mesma fungdo g(x,u), estas diferentes escolhas sdo feitas pelo projetista. A seguir é mostrado
um exemplo de um sistema nao linear g(x,u) para o qual se obtém mais de uma representacao
diferente para A(x) e B(x).

Exemplo 2.2.1 (Representagdes distintas de um mesmo sistema nao linear) Considere
o sistema nao linear dado por
g(z,u) = 23zy +u
FEste sistema pode ser representado como
&= a(x)ry +b(x)u, a(z) =27, blx)=1
De forma andloga, o sistema pode ser representado como
= a(x)r1 +b(x)u, a(x)=mz122, b(T)=1

Desta maneira, é possivel verificar que um mesmo sistema ndo linear pode ser representado de

diferentes formas, que dependerdo da escolha do projetista.

Como em (2.2) o sistema nao depende explicitamente do tempo, este é dito como um sistema
auténomo invariante no tempo [8]. Nos exemplos apresentados neste trabalho, o sinal de entrada
u nao serd explicitado, utilizando-se, assim, equagoes de estado nao forcadas [8]. Trabalhar com
este tipo de equacao de estado nao necessariamente significa que a entrada é nula, mas pode ser
que a entrada tenha sido especificada como uma funcdo dependente do tempo, ou das varidveis
de estado, ou de ambos, de forma que se elimine u, obtendo uma equacao de estados nao forgada.
Assim, neste trabalho estaremos interessados na classe particular de sistemas nao lineares descritos
na forma

x = f(x) (2.3)

Que pode ser representada equivalentemente por
f(x) =Ax)x (2.4)

Para os sistemas apresentados no decorrer deste trabalho, quando as equagoes de estado apresen-
tarem sinal de entrada, este serd definido como um sinal de valor constante fixo u(t) = u* para
qualquer instante de tempo t > 0, de forma tal que sejam feitas manipulagées matematicas a fim

de se obter o sistema na forma (2.4).



2.2.2 Pontos de equilibrio

A engenharia de controle tem como um dos principais desafios manter o sistema funcionando
em uma faixa de operacdo denominada regime permanente. Um sistema opera em regime perma-
nente quando as varidveis de estado se mantém constantes a medida que o tempo passa. Estes
valores constantes correspondem ao ponto de equilibrio do sistema[l]. Assim, o comportamento
de sistemas modelados por equagoes de estado, como o da equagao 2.2, é caracterizado quanto aos

seus pontos de equilibrio.

Ponto de equilibrio, segundo (Khalil, 2003)[8], é definido como um ponto x = x* no espago de
estados tal que, seja qual for o ponto inicial xg em relacdo a x*, o sistema sempre convergira para
x*, para qualquer instante de tempo futuro. Os pontos de equilibrio da equacao (2.3) equivalem
as suas raizes reais, tais que

f(x)=0. (2.5)

Caso a equacao 2.5 possua mais de uma raiz real, pode-se definir uma vizinhanca local para
cada ponto de equilibrio. Desta forma, se houver apenas um ponto de equilibrio na vizinhanca,
diz-se que este é um ponto de equilibrio isolado. Caso contrario, diz-se que a vizinhanca possui

uma continuidade de pontos de equilibrio.

Por convengao, serd assumido que o sistema (2.3) possui um tnico ponto de equilibrio na regiao
de interesse no plano de estados e este ponto sempre estara localizado na origem, sem perdas de

generalidade, utilizando-se do artificio de mudanca de varidveis, conforme descrito a seguir.

Suponha que o ponto de equilibrio do sistema (2.3) seja x = x*, tal que x* # 0. E considere

a mudanca de varidveis y = x - x*. A derivada de y é dada por

. . def
y=%=f(x)=1f(y +x")=9g(y)
onde ¢g(0) = 0. Portanto, na nova variavel y, o sistema tem ponto de equilibrio na origem, sem

que haja perda de generalidade.

2.2.3 Retrato de fase

Considerando o caso especifico em que o sistema da equagao (2.3) possui apenas duas variaveis
de estado, ou seja, para sistemas de segunda ordem, é possivel representar a curva de respostas
destes em um plano. Assim, pode-se fazer uma anélise qualitativa do comportamento do sistema,
gerando-se a curva de resposta para x1 e xo para instantes de tempo maiores que zero sobre o
plano x1-x2, denominado plano de estados. As curvas de resposta sdo tracadas pela combinagao

de vetores tangenciais a resposta do sistema a partir de um dado ponto inicial xq.

Um mesmo sistema pode apresentar inimeras curvas de resposta diferentes, cada uma oriunda
de um ponto inicial x¢ distinto. Para se obter uma representacao mais proxima do comportamento
real da curva de resposta de f(x) a partir de xg, fixam-se os médulos dos vetores tangenciais as
respostas em um valor especifico, conservando a diregdo e o sentido destes, de forma que sejam

tracados vetores equidistantes sobre o plano de estados, até que se obtenha a curva de resposta.



A representacdo de todas as curvas de resposta sobre uma determinada regido no plano de
estados constitui o retrato de fase do sistema[8]. Desta maneira, o retrato de fase é obtido
percorrendo-se o grid do plano x1-x2, de forma que, x¢ serd um novo ponto em x1-x2 para cada
posicao do grid e a trajetéria da resposta é obtida para cada xg distinto. A figura do retrato de
fase do sistema permite apenas uma andlise qualitativa deste, visto que, uma vez que o tempo
¢ omitido ao se plotar as trajetdrias, torna-se invidvel obter a resposta x(t) associada a uma

trajetoria [8].

A andlise qualitativa que se pode fazer a partir do retrato de fase esta relacionada com a
estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema. Portanto, faz-se importante escolher uma regiao

do plano de estados tal que contenha todos, ou a maioria, destes pontos de equilibrio.

Um ponto de equilibrio serd estavel quando qualquer resposta iniciada préxima a este se
mantém sempre préxima; e é instdvel, caso se afaste. A Figura 2.1, ilustra exemplos de retrato
de fase em torno de um ponto de equilibrio estavel e outro instavel, onde o ponto de equilibrio é

representado na cor vermelha e as trajetérias de resposta que geram o retrato de fase em azul.

/
N\

<0 &0 O
4 \\J -1
-3 -3
” —4
-5 -5
-5 0 5 -5 0 5
Xl xl
(a) Ponto de equilibrio estavel (b) Ponto de equilibrio instével

Figura 2.1: Retrato de fase para pontos de equilibrio estavel e instavel

Além de estavel e instavel, o retrato de fase pode revelar outras configuracoes para os pontos
de equilibrio, como sao os casos apresentados na Figura 2.2, por exemplo. No caso em que as
trajetérias, além de se manter préximas ao ponto de equilibrio, também convirjam a este quando
o tempo tende ao infinito, o ponto de equilibrio é dito como assintoticamente estavel, como mostra
a Figura 2.2 (a). J4 a Figura 2.2 (b) ilustra o caso em que as trajetérias se aproximam do ponto
de equilibrio a partir de determinados pontos iniciais e em seguida se afastam, mas sem nunca
atingirem o ponto de equilibrio. Este tipo de comportamento caracteriza o ponto de equilibrio

como um ponto de sela.

Para o caso em que se tem um sistema de terceira ordem, cujo sistema nao linear possui trés
variaveis de estado, também é possivel obter o retrato de fase. O plano de estados passa a ser
tridimensional e cada ponto terd trés componentes: x1, X2 € x3. A partir dai a ideia passa a ser

a mesma descrita para sistemas de segunda ordem.

Os proximos capitulos abordardo métodos de verificacdo de estabilidade de sistemas nao li-



(a) Ponto de equilibrio assintoticamente estavel (b) Ponto de equilibrio como ponto de sela

Figura 2.2: Retrato de fase para pontos de equilibrio assintoticamente estavel e ponto de sela

neares e a obten¢do da regido em que a estabilidade é garantida. Assim, serd possivel utilizar o
retrato de fase como um meio de validar a regido de estabilidade, visto que o retrato de fase é
uma aproximagao bastante realista do comportamento do sistema ao longo do tempo para diversos

pontos iniciais [8].

2.2.4 Exemplos

Nesta secdo serdo apresentados os exemplos utilizados nas andlises e validagoes dos tOpicos
discutidos no decorrer deste trabalho. O primeiro exemplo consiste em um sistema nao linear de
segunda ordem retirado do artigo publicado por Lee, Park an Joo em 2011[3]. Em seguida, tem-se
um sistema de terceira ordem, que equivale ao modelo de um inversor de tensdo conectado a um
barramento de corrente alternada infinito. Por fim, o terceiro exemplo apresentado, um sistema
de quarta ordem, corresponde ao modelo do processo de quatro tanques nao linear disponibilizado
nas instala¢oes do Laboratério de Automagao e Robética da Universidade de Brasilia (LARA -
UnB).

Exemplo 2.2.2 (Sistema nio linear de segunda ordem [3]) Considere o sistema nao linear

de segunda ordem descrito por

T B —2 4 X1
[a:'g]_ —1—”\(1_82%(“)) = [xz]

onde A é um escalar e C1 = {x(t) € R"||xi(t)| < 7/2,1€ {1,2}}. Inicialmente, serd assumido
que X = 20.

Para se obter o retrato de fase deste sistema, primeiramente deve-se encontrar os pontos de

equilibrio, que correspondem & solucdo do sistema para @1 = 0 e £o = 0. Neste caso, verifica-se



que o sistema possui um tnico ponto de equilibrio’? dado por

*
] 0

x5 0

O retrato de fase do sistema corresponde as trajetérias obtidas assumindo-se diferentes pontos
iniciais sobre do plano de estados limitado pela regidao contida no dominio de x1 e x5 e é apresentado

na Figura 2.3.

15} \\
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Figura 2.3: Retrato de fase do sistema de segunda ordem do Exemplo 2.2.2. As trajetérias das
respostas para os diferentes pontos iniciais estdo representadas em azul e o ponto de equilibrio

aparece em vermelho.

O retrato de fase apresentado na Figura 2.3 evidencia que o ponto de equilibrio do sistema
¢é assintoticamente estdvel, uma vez que todas as trajetérias de resposta para diferentes pontos

iniciais dentro do dominio de x sdo atraidas para o ponto de equilibrio.

Exemplo 2.2.3 (Sistema Droop) O sistema proposto neste exemplo baseia-se no problema de
controle de frequéncia e poténcia ativa para sistemas, que € definido pela dependéncia existente
entre essas duas grandezas. A alteragcdo da frequéncia afeta diretamente a poténcia ativa do
sistema, Assim, requladores de velocidade, ou de inclinagdo, sao utilizados para prover o devido

carregamento de sistemas interconectados.

Neste contexto, assuma um inversor de tensdo de modulo F; e fase &; conectado a um barra-
mento CA infinito com tensdo de mddulo E, e fase 0° através de uma impeddancia de saida com

modulo Zy; e fase 0;, conforme mostra a Figura 2.4.

A poténcia aparente entreque pelo inversor ao barramento infinito, na forma retangular, € dada

Lpara obter os pontos de equilibrio utilizou-se a funcéo fsolve do Matlab, que retorna o vetor x correspondente
a solugdo da equacgdo f(x) = 0.
2z* £ 2(0)



Bamramento

Inversor CA
_ 7,08, |
Es5 (1) 3 E/0°
j
—_—
5=F.+j0

Figura 2.4: Inversor conectado a um barramento CA infinito

por
E;cos(0;) — Eo + jE; sin(6¢)>
Zyi cos(0;) + jZo;sin(6;) 7

Separando-se a parte real e a parte imagindria, definem-se as contribuicdes de poténcia ativa e

Si = Ey( (2.6)

reativa do inversor para o barramento CA, tal que

EE, E? EE

P = (—— cos(;) — Z—O) cos(6;) + ‘O sin(d;) sin(6;), (2.7)
EE, E? E,E, .

Qi = (—— cos(6;) — Z—O) sin(0;) + — sin(d;) cos(6;). (2.8)

Quando a impedancia de saida do inversor € resistiva, de modo que 0; =0 e Z,; = Ry;, entdo as

expressoes 2.7 e 2.8 podem ser rescritas como

_ EjE,cos(0;) — E?

P = 2.9
R (2.9)
Qi _ EZEO;m(éz) . (2.10)

Considerando um dangulo de defasagem muito pequeno (6; ~ 0), as equagoes 2.2.8 e 2.10 podem

ser simplificadas considerando-se sin(d;) ~ d; e cos(d;) ~ 1.

E;E, — F2
p=—""_"" 2.11
‘ Roi ’ ( )
E;E,6;
Qi = — ’R" . (2.12)
01

Além disso, assumindo-se Pi ~ E; e QQ; ~ —0;, tem-se as leis de controle do método Droop

convencional para a impedincia de saida resistiva dadas por
E;=FE"—n,P,— P]), (2.13)

W; = w* + mZ(Ql — Q*) (2.14)

onde E* € a tensdo de referéncia, w* € a frequéncia angular de referéncia, P é a poténcia ativa

L . s L . N
de referéncia e Q} € a poténcia reativa de referéncia.

O coeficiente n; € geralmente determinado pela variacio de tensdo desejada para uma deter-
minada variacdo de poténcia ativa, conforme a erpressao

AE;
AP’

(2.15)

n; =

10



De modo semelhante, o coeficiente m; é determinado pela variacio de frequéncia desejada para
uma determinada variagdo de poténcia reativa, de acordo com a equacdo
Awi
AQ;

Assumindo, entao, que os algoritmos de cdlculo de P; e Q; possam ser modelados por um filtro

m;

(2.16)

passa-baizas de primeira ordem, tem-se

Wpb
P = P_p 2.17
fz S+wpb (2] ( )
Wpb
= i 2.18
Q= (218
FEquacoes tais que equivalem a
dPr,
Wf’ = —wpp P, + wpp B, (2.19)
dQy,
dtfl = —wpbQp; + wWpbQi- (2.20)

Sabendo ainda que o dngulo 0; é obtido integrando-se a frequéncia w; a partir da lei de controle

2.14, pode-se escrever
do;

= mi(@, - Q) (2.21)

Inibindo-se o termo subscrito i das varidveis, considerando-se wp, = wy e assumindo Q} =

Qref, B = Epep e Pf = Prop, 0 modelo do sistema é obtido conforme segue.

f(V(Erep —n(Py = Prey)) cos(d) — V?)

WiV (Erey — n(Py — Prey)) sin(0) (2.22)
R,

. w
Pf = —WfPf +

Qf = —wsQf —

5 = m(Qf - Qref)

rad 377 m 20 m
Onde, wy = 2'71'-60T, V=311V, E.cy = 311V, m = 59000 SV AR’ n= 59000 STV’
Py = 22000 € Qe = OVAR.

R, = 0.19,

As varidveis de estado sdo limitadas, tais que C' = {x(t) € R3|x1(t) = Pt € [0;25000],x2(t) =
Qr € [~70000; 5000], x3(t) = & € [~0.02;0.1]}.

Para se obter os pontos de equilibrio do sistema, faz-se x(t) = 0. Desta maneira, tem-se o0s

pontos de equilibrio

x] 1.6252¢ + 04
x5 = 0
x3 Nxm

em que N = 0,1,3,...5. Porém, dado que a varidvel de estado z3(t) = ¢ é limitada no intervalo
[—0.02;0.1], o tnico valor de N que satisfaz esta limitagdo é N = 0. Assim, o ponto de equilibrio
/
do sistema a ser considerado é x* = |1.6252e +04 0 0} .
/
Escolhendo-se arbitrariamente o ponto inicial Z;nciai = [10000 1000 0.01| , obtemos a tra-

jetoria da resposta do sistema a partir deste ponto, conforme mostra a Figura 2.5

11
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Figura 2.5: Trajetéria da resposta do sistema droop para o ponto inicial z;uicial
[10000 1000 0.01). A curva em azul corresponde & trajetdria da resposta, enquanto o ponto

em vermelho equivale ao ponto de equilibrio do sistema

Para este ponto inicial, é possivel notar que a trajetéria converge para o ponto de equilibrio,

sendo este um ponto de equilibrio estavel.

Ao se varrer um conjunto de pontos iniciais dentro da regido representada pelos limites das
variaveis de estado, é possivel obter as trajetérias de resposta do sistema a partir de cada ponto
inicial. A Figura 2.6 mostra estas trajetérias obtidas da varredura desta regido para diferentes

pontos iniciais.

Embora néo seja claro enxergar na Figura 2.6, a simulacdo realizada para gerar esta imagem
permitiu comprovar que todas as trajetorias obtidas a partir da variagdo dos pontos iniciais con-
vergiram para o ponto de equilibrio, constatando-se, de fato, que o ponto de equilibrio do sistema

na regiao limitada pelas restrigoes das variaveis de estado é um ponto de equilibrio estavel.

Como neste trabalho se trabalhard com sistemas cujo ponto de equilibrio encontra-se na
origem, serd utilizada mudancga de varidavel xgq = x — x* para deslocar o ponto de equilibrio
*

!/ /
x* = [1.62526 +04 0 O] para a origem, tal que x; = {0 0 0} seja o ponto de equilibrio

deslocado do sistema, sem que haja perda de generalidade.

Assim, as variaveis de desvio serao

.’L‘dl I X 1
Tdy | = | 22| — |25
Tds x3 x3

Assim, os novos limites das variaveis de estados sao representados pela regido poliédrica C; =
{x4(t) € R3|xq1(t) = Py — x} € [~1.6252e + 04;25000 — 1.6252¢ + 04], xq2(t) = Q¢ — x5 = Q¢ €
[—70000; 5000], xg3(t) = 6 — x5 = € [-0.02;0.1] }

12
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Figura 2.6: Trajetérias de respostas do sistema para diferentes pontos iniciais definidos dentro da

regiao contida pelos limites das variaveis de estado

Como o z] = 1.6252 - 10T, 9% = 0 e z3% = 0, entdo = = 1, + X7, Tdy, = T2 € Tgy = T3.
Além disso, 24, = &1, Tq, = T9 € L4, = £3. Portanto, o sistema em funcio das variaveis de desvio
) 1 ) 2 3 ’

é descrito conforme mostra a equacao 2.23.

_ wVnxg, cos(x3)  wpV(Eper —n(x} — Preyf)) cos(x3) ., V2
Edgy = —WpLd, — + o welzt —
d1 f dl RO Ro f( 1 RO)
V i V(Erer —n(xt — B, in(z3
Tgy, = —WfTg + wpVnaq, sin(zs)  wsV(Brey —n(a] — Prey))sin(a3)

R, R,

\idg = m(an - Qref)
(2.23)
O sistema apresentado na equacao 2.23 possui ponto de equilibrio na origem do plano de esta-

!
- [10000—1.6252e+04 1000 0.01] _ [—6252 1000 0.01]

para fins de comparagdo com a Figura 2.5. A curva de resposta para o sistema em fungdo das

/
dos. Assumindo o ponto inicial x4 ,

inicial

varidveis de desvio para este ponto inicial é mostrada na Figura 2.7.

Observe que o mesmo com o sistema redefinido para as vardveis de desvio, o comportamento
do sistema continuou o mesmo, porém agora convergindo para a origem, a qual corresponde ao

novo ponto de equilibrio do sistema com varidveis de desvio.

Exemplo 2.2.4 (Processo de quatro tanques) O processo de quatro tanques, foi introduzido
por Johansson [9] e atualmente € utilizado como objeto de estudo em diversas universidades ao
redor do mundo, pois permite o estudo de modelagem, linearizacao e projeto de controladores para
sistema ndo linear multivaridvel [10]. A Figura 2.8 traz uma representagdo do processo de quatro

tanques.

O objetivo deste processo é controlar os niveis dos tanques inferiores, tanques 1 e 2, utilizando-

13
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Figura 2.7: Trajetéria da resposta do sistema droop para o ponto inicial x4

inicial
[—6252 1000 0.01)". A curva em azul corresponde & trajetéria da resposta, enquanto o ponto

em vermelho equivale ao ponto de equilibrio do sistema

¥ v
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Figura 2.8: Diagrama esquemaético do processo de quatro tanques
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se as bombas 1 e 2. Assim, as entradas do processo sao as tensoes de entrada das bombas 1 e
2, que serdo chamadas de vy e ve2, Tespectivamente. Jd as saidas correspondem as tensoes de
medicdo dos niveis dos tanques 1 e 2. A partir destas tensoes, € possivel obter os niveis dos
tanques propriamente ditos. Assim, as saidas correspondem ao nivel hi do tanque 1 e ao nivel ho

do tanque 2.

A dinamica deste processo € dita multivaridvel, pois cada uma das bombas afeta ambos o0s
niveis h1 e hs dos tanques 1 e 2. O acionamento da bomba 1 faz com que os tanques 1 e 4
sejam abastecidos e o tanque 4, por sua vez, despeja o liquido no tanque 2. De forma andloga,
a bomba 2 abastece os tanques 2 e 8 e o tanque 3 despeja liquido no tanque 1. A porcentagem
do fluxo de liquido que vai para cada tanque estd diretamente relacionada com a abertura das
vdlvulas anteriores a estes. Esta proporcdo, ou taxa de liquido desviado para o tanque i, em que
1=1,2,3,4, serd representada pelo simbolo ;. Assim, a taxa de liquido desviado para o tanque 1
serd y1 e assim sucessivamente. Além disso, o volume de liquido em cada tanque serd representado

por V;.

Dito isto, para obter a modelagem matematica do sistema, serd considerado que o liquido

utilizado no processo € dgua e serd utilizada a equagdo de Bernoulli para liquidos incompressiveis

2
P

2

+p-g-hi+ P = constante (2.24)

onde p é a massa especifica da dgua, v; € a velocidade de escoamento da dgua no tanque i, g € a
aceleracdo da gravidade, h; € a altura do nivel do tanque i e P € a pressdo. Além disso, utiliza-se

o principto de conservagdo de massa
‘./i = Az . hz = Qin — Gout (225)

em que V; é a varia¢do do volume de dgua do i-ésimo tanque, A; é a drea da se¢do transversal e
h; € a variacdo da altura do nivel do tanque i ao longo do tempo. ¢, € Qout SGO, Tespectivamente,

0s fluxos de entrada e de saida de dgua no tanque.

Assumindo a velocidade de escoamento v; na superficie da dgua € nula e que a altura h; do
nivel de dagua no tanque i na parte inferior de cada tanque € zero, tem-se a equagdo de Bernoulli

para a superficie da dgua tal que

p-g-h; + P = constante (2.26)

Jad no fundo do tanque, a equagdo de Bernoulli serd

02
% + P = constante (2.27)

Igualando as equagides (2.26) e (2.27), obtém-se a velocidade de escoamento da dgua

v =g hi (2.28)

O fluxo de saida do tanque € definido como o produto da velocidade de escoamento da dgua pela

drea da se¢do transversal a; da saida do tanque i. Jd o fluzo de entrada se relaciona diretamente
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com o ganho de cada bomba e as tensées de entrada aplicadas [11]. Portanto as equagdes que
regem o funcionamento do sistema sdo apresentadas as sequir, onde h; € a variacdo da altura do
tanque i , h; € a altura do tanque i e v; € a tensdo de entrada na bomba i em um determinado

instante de tempo, 1 =1,2,3,4 e j=1,2.

o V29 h 0 a3 V2-g-hs 0 ]
5 Ay h1 Aq h3 h
! 0 _a V29 0 ai V2Zg-hy | |™
h.2 _ Ay ho A hy ha +
hs 0 0 _E‘V2'9'h3 0 hs
h.4 As hs ha
0 0 0 _ a4 7V2’g'h4
L Ay hy
— ’yl —
—k 0
At .
0 22 g
| A2 vl (2.29)
V2
0 A k‘g (%
3
1—m k
L4, |

Como restrigao fisica da planta disponibilizada no laboratério, a altura do volume de dgua em
cada um dos tanques € limitada na regido contida por [0,23cm], de forma que quando o tanque
estiver totalmente cheio, a altura do volume de dgua serd de 23cm. As dreas da se¢do transversal
¢ igual para todos os tanques e equivale a A; = 47.6cm?. Os ganhos ki e ky das bombas séo,
respectivamente, 8.63 e 12.72, cuja unidade fisica é cm?/V - s. Considerou-se a aceleracio da
gravidade como sendo 978cm/s?. As dreas das secoes transversais de saida dos tanques em cm?

equivalem a a; = 0.071, as = 0.057, ag = 0.071 e a4 = 0.057.

/
Para este exemplo, assumiremos que as entradas terao valor unitario, ou seja, |:’U1 Ug} =
/
[1 1} . Serd assumido também que a altura estacionaria dos niveis dos tanques serd h* =

/
[8.9 9.97 8.65 9.67} em [11].Como este sistema possui quatro varidveis de estado, a repre-

sentacao do retrato de fase nado é possivel.

2.3 Modelagem fuzzy

Logica fuzzy [12], ou 16gica nebulosa, é um conceito que surgiu com uma forma de processar
dados, possibilitando a associacdo de conjuntos parciais, ou seja, de conjuntos que tém uma
determinada faixa de probabilidade de aderir a um conceito esperado. Definida originalmente
na literatura por Lotfi A. Zadeh [4], a légica fuzzy permite tratar sistemas nebulosos de forma
quantitativa. Esta abordagem consiste em obter os graus de associacdo de cada elemento x na
configuragao fuzzy, atribuidos por uma fungao de associagao «(x), a qual corresponde a um valor

definido em x e esta contida no intervalo [0, 1].
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Quanto maior o valor de a(x), maior o grau de associa¢ao de x na configuragao. Desta maneira,
quando a fung¢do de associa¢do de um elemento x; num conjunto Uj for igual a 0 (zero), implica
que o elemento é completamente 'ndo"U;. Caso seja igual a 1 (um), implica que o elemento x;
é completamente U;. Uma regra basica para a modelagem fuzzy e que garante coeréncia entre o
modelo fuzzy e o modelo real é que o somatério de todas as funcoes de associacdo do modelo deve

ser igual a 1 (um).

Um dado sistema variante no tempo com entradas u(t), respostas y(t) e estados x(t) é dito um
sistema fuzzy [4] se suas respectivas entradas, saidas ou estados ou, ainda, qualquer combina¢ao
desdes variam conforme uma logica fuzzy. Uma classe de sistemas que sdo aproximadamente

equivalentes a um dado sistema é uma classe de sistema fuzzy.

Sistemas fuzzy podem aparentar semelhanga com sistemas estocasticos. Todavia, a fonte das
incertezas nao é estatistica, mas tem a ver com a variagao dos limites das funcbes de associagdo
de entrada para as descri¢oes de entradas, saidas ou estados. Assim, enquanto incertezas em
sistemas estocasticos seguem a légica convencional, sendo definidas apenas em termos bindarios - 0
(zero) ou 1 (um) -, as incertezas fuzzy podem variar quanto ao grau de associacdo a um determi-
nado conjunto. De forma que, x; pode ser uma pertinéncia de a;(x;) = 0.5 ou «;j(x;) = 0.27 em
relagdo a um conjunto Uj, por exemplo. Estes dois tipos de sistema, porém, sdo altamente com-
plexos matematicamente e dificeis de analisar. Com os avangos tecnologicos das ultimas décadas,

computadores com alto processamento permitem o estudo de sistemas fuzzy com maior facilidade.

Uma caracteristica importante de sistemas fuzzy a ser considerada neste trabalho é a conve-
xidade [4]. Uma configuracao fuzzy é dita convexa se, e somente, se qualquer ponto de uma reta
tragada entre dois pontos x1, menor que a(x1), e X2, menor que «(xz2), for sempre menor que a

funcao de associacio para aquele ponto.

A utilizacdo de logica fuzzy prové uma maneira simples e direta de decompor um sistema nao
linear em sistemas lineares locais, faceis de manipular, e também permite agrupar estes sistemas
lineares locais para gerar um modelo completo de comportamento equivalente ao sistema nao

linear.

2.3.1 Modelos fuzzy Takagi-Sugeno

A modelagem de sistemas que utilizam a légica fuzzy conforme proposto por Takagi e Sugeno
[6] - modelagem fuzzy Takagi-Sugeno -, permite obter os modelos lineares locais, ou regras modelo,
de relacoes entre entrada e saida do sistema ndo linear utilizando regras fuzzy do tipo SE-ENTAO.
Assim, o modelo fuzzy Takagi-Sugeno consiste na combinacdo de cada um dos modelos lineares

gerados por cada regra Estas regras sdo obtidas conforme descrito a seguir.

SE Zl(t) é Mil e ... e Zp(t) é Mip

ENTAO {x —Ax(t) . i=1,2 .1 (2.30)

Onde Mj; é o grau de associagao, ou grau de pertinéncia, r é o niimero de regras do modelo, x(t) é
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o vetor de estados e A; é um vértice do sistema. O vetor z = [z1(t), ..., zp(t)] é chamado de vetor
de variaveis premissas do sistema fuzzy T-S e serd assumido que estes termos podem depender
apenas das variaveis de estado e do tempo. Serad considerado, sem perda de generalidade, que
o modelo fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) foi obtido a partir de um sistema nao linear cujo ponto de

equilibrio é a origem, ou seja, x* = 0.

O ntimero de regras do sistema fuzzy Takagi-Sugeno estd diretamente relacionado com a quan-

tidade p de varidveis de premissa, conforme a relagio r = 2P.

2.3.2 Modelagem por nao linearidade de setor

Nao-linearidade de setor é uma metodologia de modelagem sistemédtica proposta por [6] utili-
zada para transformar sistemas nao lineares em sistemas fuzzy Takagi-Sugeno [5]. Esta abordagem
consiste na combinag¢do convexa de modelos lineares variantes no tempo. Também conhecida como
modelagem por vértices [13], a modelagem por néo linearidade de setor garante a transformacao
exata do sistema [6], ou seja, o modelo fuzzy Takagi-Sugeno obtido é equivalente ao modelo ndo
linear original. A principal vantagem desta modelagem, quando comparada com demais métodos,
¢ a possibilidade do uso de ferramentas de programacao semi-definidas, permitindo analisar o

sistema e projetar controladores utilizando desigualdades matriciais lineares - LMIs.

A ideia central para a obtencido do modelo fuzzy Takagi-Sugeno via nao linearidade de setor
consiste na obtengao do setor global que contenha, para qualquer valor de z(t), em que z(t) é uma
varidvel de estado do sistema, a fungéo f(x(t)) correspondente ao modelo nao linear, com f(0) = 0,
tal que

&= f(z(t)) € [a1,az]z(t) (2.31)
Ou seja, deve-se obter uma regido sobre o plano de estados na qual f(x(t)) sempre esteja contida.

A Figura 2.9 ilustra graficamente a configuragdo de um setor global para uma dada f(x(t)).

Nem sempre, porém, é possivel prever o comportamento da funcio para quaisquer valores de
x(t), impossibilitando de se obter um setor global para a modelagem fuzzy Takagi-Sugeno exata
do sistema. Assim, para sanar este problema, obtém-se o setor local, que consiste em um setor
obtido da mesma forma que o setor global, porém limitado para valores pré-definidos de x(t). A
partir dai s6 se é possivel garantir a exatiddo do modelo dentro da regido contida pelos limites
de z(t). Utilizam-se as restrigoes fisicas das vardveis de estado do sistema como limitantes que
definem a regido do setor local. A Figura 2.10 mostra a representacdo de um setor local, limitado
por —d < z(t) < d.

Assim, a modelagem fuzzy Takagi-Sugeno por ndo linearidade de setor local modela o sistema
nao linear de forma exata na regido contida na configuracao poliédrica y definida em termos dos
k vértices formados por todas as combinacgoes dos limitantes das varidveis de estado, conforme
segue.

x = co{xt, 22 ,:Bk} (2.32)

Como cada vértice z*,i = 1,2, ..., k, corresponde a uma combinacio diferente entre cada um

dos limites superiores e inferiores das variavel de estado do sistema, entdo a regiao possuird 2"
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alx(t)

azx(t)

f(x(t)

0
X(t)

Figura 2.9: Setor global para um dado f(z(¢)). As curvas em vermelho e em rosa correspondem

as retas que limitam o setor global e a curva em azul equivale a fungao f(z(t)).

(i)
Figura 2.10: Setor local para um dado f(z(t)). As curvas em vermelho e em rosa correspon-

dem as retas que limitam o setor local e a curva em azul equivale & fungdo f(z(t)). As linhas

correspondentes aos limites de x(t) estao representadas em preto pontilhado.
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vértices. Assim, se um sistema possui trés varidveis de estado, por exemplo, haverd 8 vértices
delimitando a regido poliédrica que contém o ponto de equilibrio e dentro da qual o sistema serd

modelado.

Deste modo, para um sistema com duas varidveis de estado z1 e xo, por exemplo, tal que —1 <
1 <1le—2<x9 <2, amodelagem por nao linearidade de setor local permite obter um modelo
valido dentro de uma regiao poliédrica descrita por quatro vértices resultantes das combinagoes
dos pontos que limitam x; e x2, os quais sdo z! = (-1, -2), 22 = (—1,2),23 = (1, -2),2* = (1, 2).

Esta regido pode ser representada graficamente, conforme a Figura 2.11.

Figura 2.11: Regido poliédrica x de um sistema com varidveis de estado limitadas —1 < z; <1
e —2 < x9 < 2, em que X estd representado em azul e os vértices correspondem aos pontos em

vermelho.

O modelo fuzzy Takagi-Sugeno obtido a partir do método de nao linearidade por setor local
apresenta, considerando um modelo ndo linear com a origem como ponto de equilibrio, tal qual

apresentado na equacao 77, a seguinte configuragao

x =A(a)x (2.33)

Portanto, o objetivo desta o modelagem é obter A(«), em que

A(Oé) = ET:OQ(Z)AI, o€ AT (234)
=1
Tal que
Ar={a e R[> ai(z) =1, ai(z) >0} (2.35)
i=1

De forma que «; equivale a i-ésima funcéo de associacao e A; ao i-ésimo vértice do sistema, dados os
limitantes fisicos das variaveis de estado, e r é o nimero de regras fuzzy. O conjunto «; das fungoes

de associagao é conhecido como primeiro simplex. Os pardgrafos seguintes visam apresentar como
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se obter as funcoes de associacdo e os vértices do modelo fuzzy em estudo fazendo-se uso de um

exemplo.

A partir a regido x de interesse e do sistema nédo linear o qual se pretende obter o modelo
fuzzy Takagi-Sugeno, é preciso primeiramente identificar os termos nao lineares do sistema, que
corresponderdo as varidveis de premissa z;(x(t)),i = 1,...,n 3. Assim, consideremos o exemplo
a seguir retirado da [13], que consiste em um sistema nao linear simples que servird como guia
para o entendimento dos métodos de obtenc¢ao das fungdes de pertinéncia e dos vétices do modelo

fuzzy.
Exemplo 2.3.1

X 0 1| |z
=l Hox = {(z1, 22) a1 ] < 0.5) (2.36)
x9 —sin(zf) 0| |x2

E possivel verificar que h4 apenas uma variavel de premissa, 2 (r) = sin(2?). Conhecendo-se ¥,
obtém-se os limites superiores e inferiores de zj(x), os quais sdo, respectivamente, min(z1(z)) =
21(0) = 0 e maz(z1(z)) = 21(0.5) = 0.2474. A néo linearidade pode ser expressa, seguindo a
metodologia de modelagem por nao linearidade por setor local, com uma interpolagao entre 0 e

0.2484 dependente do estado x1, conforme a Figura 2.13.

0.15

0.1p 1

0.05r 1

-0.05 1

-0.1fF 0 1
0.2484 x (1)

-0.15} —_ sin(xl(t)z) X, (0 J

-0.2 !
-0.5

0 0.5
X,

Figura 2.12: Setor local para a ndo linearidade z; = sin(2?). A curva em vermelho corresponde
ao limite inferior da nao linearidade, a curva em rosa corresponde ao limite superior e a curva em

azul equivale a proépria z1

Identificadas as varidveis de premissa e seus valores limites, estas podem ser representadas

como [6]

zi(x) = M [zi(x)] - min(zi(x)) + Mia[zi(x)] - maz(z(x)), i=1,..,n (2.37)

3 A partir deste ponto o argumento t serd omitido, para fins de simplificacdo da notacio
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De forma que M;1[z;(x)] e M;a[zi(x)] sdo os grau de associacdo, ou graus de pertinéncia, da
varidvel de premissa z;(x). Em outras palavras, M;[z;(x)] expressa o quanto o limitante superior
estd associado ao valor assumido por z;(x) para cada valor de x e M;s[z;(x)] expressa o quanto o
seu limitante inferior estd associado ao valor assumido por z;(x) para cada valor de x. Portanto,

deve-se restringir os graus de pertinéncia para que sempre seja véalida a relagao [6]

Além disso, M;; devem sempre estar contidos no intervalo [0, 1]. Quando o grau de associacdo
for zero para algum valor de x, implica que z;(x) é corresponde a exatamente o valor do limitante

oposto ao deste grau de associagao para este valor de x.
Por isso, os graus de associagdo podem ser calculados conforme mostra a equacao 2.39 [6].

()] = zi(x) — min(z;(x)) ) = 1 — Mo =
Mz (x)] max(z;(x)) — min(z;(x))’ Mialzi(x)] =1 = Ma

max(zi(x)) — zi(x)

maz(z;(x)) — min(z;(x))
(

2.39)

Retomando o exempto da equagdo (2.36), obtemos o graus de associagdo de z1(x), com base

no que fora descrito acima. Assim,

sin(0.5%) — sin(z?)
sin(0.52)

Mn[zl(x)] = SIS;IE(O'%EQ)), M12[21(X)] =1- MH =

(2.40)

A Figura 2.13 mostra as curvas dos graus de associagdo do sistema para os diferentes valores
de z;(1).

0.9 1

0.8 1

0.7 1

0.6 1

0.5 1

041 1

0.3 1

0.2 1
11

0.1p

12

0 0.5
X,

Figura 2.13: Graus de pertinéncia de z1(x) para o Exemplo 2.3.1. A curva em azul corresponde

a My e a curva em vermelho corresponde aMis

As fungoes de associacdo afz(x)], por sua vez, relacionam os graus de pertinéncia das varidveis

de premissa para obter o modelo de associagdo completo do sistema. Portanto, as funcgoes de
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pertinéncia sdo obtidas conforme segue

2 2
ai(z) = H H M1i1‘”Mnin (2.41)

i1=1  ip=1
Para o Exemplo 2.3.1, como ha apenas uma varidvel de premissa, as fun¢des de associagao
equivalem aos graus de associacao. Logo,

sin(0.52) — sin(z?)
sin(0.52)

sin(z?)
sin(0.52)’

a1(z) = as(z) = (2.42)

Por ultimo, para se obter os vértices A; do modelo fuzzy Takagi-Sugeno, basta substituir todas
varidveis de premissa z;(x) na matriz A do sistema nao linear por cada uma das combinagoes

possiveis de seus valores maximos e minimos *.

No exemplo que vimos nesta secao, os vértices sao

0 1 0 1 0 1
Ay(z) = . = . =
—min(z1) 0 —sin(0) 0 00
0 1 0 1 0 1
—max(z1) 0 —sin(0.5%) 0 —0.2474 0

2.3.3 Algoritmo para obtencao do modelo fuzzy Takagi-Sugeno

Com base no que fora dito até agora, é possivel obter o modelo fuzzy Takagi-Sugeno para um
setor local para qualquer sistema nao linear seguindo os passos listados a seguir, tendo em mente

que o sistema defuzificado serd no formato

= ai(2(x))Aix (2.43)
1=1

1. Dado um sistema de equacgOes nao lineares com entradas forcadas nulas, representa-lo na
forma matricial, tal que
x =A(x)x

2. Identificar as varidveis de premissa 21, ...z, onde cada uma equivale a uma nao linearidade

distinta em A (x) dependente de x.

3. Obter a quantidade de regras r do modelo, a partir da quantidade n de varidveis de premissa

obtidas no item anterior, conforme segue.

r=2"

4As combinacdes dos limitantes das varidveis de premissa em A(x) podem ser obtidas seguindo o modelo de
representagao bindria sem sinal. Em que se assume que cada valor, iniciado por zero e indo até 2" — 1, é representado
por n digitos, sendo o primeiro correspondente a 21 (x) e o n-ésimo correspondente a z,(x). Assim, quando o primeiro

digito for 0 (zero), z1(x) = min(z1(x)). Quando for 1 (um), z1(x) = maz(z1(x)), e assim sucessivamente.
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4. A partir das limitagoes fisicas das varidveis de estado do sistema, ou seja, a partir dos limites
de valores que cada varidvel de estado pode assumir, definir os valores maximo, mazx(z;), e

minimo, min(z;), de cada varidvel de premissa.

5. Obter os graus de pertinéncia M;; do modelo para cada varidvel de premissa, conforme a
Equacao (2.39).

6. Obter as r fungdes de pertinéncia, conforme Equagao (2.41).

7. Obter os r vértices A; do modelo, a partir da aplicagdo de todas as 2" combinagdes possiveis
dos valores méximos e minimos das varidveis de premissa na matriz A(x) do modelo nao

linear.

8. Finalmente, utilizar os dados obtidos nos itens anteriores para montar o modelo defuzzificado
da Equacao (2.43).

2.3.4 Exemplos

Nesta secao serdo apresentadas as modelagens fuzzy Takagi-Sugeno dos trés exemplos apre-

sentados na secao 2.2.4.

Exemplo 2.3.2 (Sistema nao linear de segunda ordem [3])

O exemplo 2.2.2 consiste em um sistema de segunda ordem de dindmica nao linear, descrito

conforme Equacao (2.44), em que x; é limitado por —7/2 < 1 < pi/2
: -2 4
T T
= _ 2.44
L.J 1 A1 SQen(xl)) 9 [@] (2.44)

Nota-se que o sistema possui apenas um termo nao linear, ou seja, possui apenas uma varidavel
de premissa z; = sen(z1(t)). Conhecendo-se os limitantes da varidvel de estado z1, obtemos os

limitantes de z7. Assim,

maz(z1(z(t))) =1 min(z(z(t))) = —1

Assim, obtém-se as fungoes de pertinéncia e os vértices do modelo fuzzy Takagi-Sugeno deste

sistema, que sao apresentados no Exemplo 2 da referéncia bibliogréfica [3]|, conforme segue.

_ HSH;W as(2(t) = 1 — hy(2(t))

9 4
Ao =
1 —2] 2

O sistema ndo linear e o sistema fuzzy Takagi-Sugeno foram simulados e as curvas das res-

a(z(t))

-2 4
—(14+)N) -2
postas plotadas, conforme mostra a Figura 2.14. Escolheu-se arbitrariamente o ponto inicial

/ /
Linicialy xinicial2:| = {_71'/3 77/3:| .
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Figura 2.14: Respostas z1 e x2 do modelo nao linear e do modelo fuzyy Takagi-Sugeno para o
sistema de segunda ordem [3]. As curvas em azul equivalem a x; e as curvas em verde a z3. O

modelo nao linear corresponde as linhas continuas, enquanto o modelo fuzzy T-S corresponde as

linhas pontilhadas
As curvas obtidas da simulagdo dos modelos néo linear e fuzzy T-S do exemplo 2.3.4 permitem
verificar que estes modelos sdo completamente correspondentes entre si.

Exemplo 2.3.3 (Sitema droop) Considerando o Exemplo 2.2.4, que consiste no modelo Droop

do inversor, as equacoes do sistema ndo linear com o ponto de equilibrio na origem podem ser

apresentadas na forma matricial, conforme segue.

—wrVn

p(z3)
o~ Wi cos(zg) 0 . 4,
i | = w];%Vn sin(zs) >y WiV (Erey —};@(a:’l‘ — Prey)) sin(zs) | | 4, (2.45)
& "0 m "0 v s

w
onde p(x3) = 5-(V(Erep = n(a] — Prey)) cos(ws) — V2) — wpai.

(]
O sistema possui quatro varidveis de premissa

z1 = cos(x3)

p(z3)
3

z9 =

zg = sin(z3)

sin(x3)

Z4 =
T3

Desta maneira, a matriz A(z) da equagao 2.45 pode ser reescrita em funcao das varidveis de
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premissa.

A(z)

Os limites maximo e

—wV
—wf — ug nzl 0 29
V ° V ref - Pre
w% Onzg ;Y Bres ;O(fv N, (2.46)
0 m 0

minimo das varidveis de premissa sdo obtidos levando em consideragao

os limites fisicos de x3, os quais s6 permitem valores contidos na regiao [—0.02 0.1] Assim, os

limites superiores e inferiores de z sdo obtidos, conforme as seguintes relacoes.

21,5, = man(cos(xz)) 24,0, = max(cos(zs))
s = min(PED) oy min(PE))
xs z3
zg, . = min(sin(zs)) 23,00 = Max(sin(zs))
L 11C. ) UL G )
xs3 z3
O ponto z3 = 0 nado deve ser considerado para a obtencdo dos limitantes de z para que

sejam evitadas indeterminagoes. Como foram identificadas quatro varidveis de premissa a partir

do modelo nao linear, o modelo fuzzy possuird dezesseis vértices, os quais sdo representados

pelas matrizes A;,1 =1, ...

conforme descrito abaixo.

, 16, em funcdo das diferentes combinacoes dez;, .. e 2j,...,7 = 1,...,4,
= A(Zlnwn’ 2min’ “3min? # 7nzn)
= A(Zlmmv 2min ) #3min Z4maz)
= A(Zlmma 2min? “3maz’ % mm)
- A(Zlmma 2min? “3maz Z4m(w)
= A(Zlmm,ZQmax,ngm, mm)
= A(Zl‘rnzn7 Z2maz s #3min s © maz)
= A(Zlmmv 22maz )’ #3mazr % mzn)
= A2 min> 22mans Z3maz > “Amas ) (2.47)
= A(Zlmaxy 2min? “3min ) < mm)

zlmaaﬂ mzn’ Z3mm7 Z4maa:

'min ? ngaz ) ’mzn

o

[N [N
— =
3 3
IS} IS}
8 8

2min ngaz ) Z4maz

Zlmaz Y ZQma;v Y Z3mzn )

mzn

=A

zlmaw ’ Z2mam ? Z3mzn ’ z4mar

A15 A zlmaaﬂ z2max’ Z3max7

mzn

( )
( )
( )
= A( )
( )
( )
( )

A16 - A Zlmaz7 ZQmaa:’ Z3maz7 Z4'maz

Cada variavel de premissa possui dois graus de associacdo, concordante com a equagdo 2.39.

Jé as funcoes de associagao sdo obtidas a partir da equacao 2.41.
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Finalmente, conhecendo-se os valores numéricos dos pardmetros do sistema, obtém-se o modelo
fuzzy Takagi-Sugeno do sistema droop. Tanto o modelo nao linear quanto o modelo fuzzy T-S
deste sistema foram simulados para o valor inicial igual a [10000 1000 0.01} , 0 qual esta dentro
do hiperplano C delimitado pelos valores maximos e minimos que cada varidvel de estado pode
assumir. As curvas obtidas da simulagdo foram plotadas e sdo apresentadas na Figura 2.15,

lembrando que x1 = Py, 22 = Qf e x3 = 9.

x 10

15+ : : : : : : : 8

-05F 1

-1 i i i i i i i
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

t

Figura 2.15: Respostas Py, ()5 e 6 do modelo ndo linear e do modelo fuzzy Takagi-Sugeno para o
sistema de droop com X;niciqr = [10000 1000 0]’. As curvas em azul equivalem a Py, as curvas
em verde a ¢ e em vermelho, Q7. O modelo ndo linear corresponde as linhas continuas, enquanto

o modelo fuzzy T-S corresponde as linhas pontilhadas

A Figura 2.15 evidencia que o modelo fuzzy T-S obtido corresponde a exatamente o modelo

nao linear do sistema.

Para verificar o comportamento dos estados fora do setor local delimitado por C, foi es-
colhido arbitrariamente um ponto X;niciar fora desta regiao. O ponto escolhido foi Xjnicial =
1000000 —100000 0.3}’ e as respostas do modelo nao linear e do modelo fuzzy T-S sdo apre-

sentadas na Figura 2.17 e na Figura 2.16.

A partir das Figuras 2.17 e 2.16 é possivel notar que o modelo fuzzy T-S nao é véalido fora da
regido C, para qual se obteve este modelo. Este conclusao é verificada pelo fato de que o modelo

fuzzy T-S nao corresponde ao modelo nédo linear para o ponto inicial fora de C.

Exemplo 2.3.4 (Processo de quatro tanques) O ezemplo 2.2.4 apresenta um sistema que
utiliza duas bombas para controlar o nivel de dgua dentro de dois tanques inferiores. Cada uma das
bombas, além de abastecer um dos tanques inferiores, também abastece um dos tanques superiores,
08 quais, por sua vez, despejam seus conteudos nos tanques inferiores. O modelo nao linear deste

sistema é apresentado na forma matricial na Equagio (2.29). Além disso, devido ds limitagoes
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Figura 2.16: Respostas Py, Q¢ e  do modelo nao linear e do modelo fuzyy Takagi-Sugeno para o
sistema de droop com X;piciar = [1000000 — 100000 0.3]’ fora da regiao C. As curvas em azul
equivalem a Py, as curvas em verde a ¢ e em vermelho, . O modelo ndo linear corresponde as

linhas continuas, enquanto o modelo fuzzy T-S corresponde as linhas pontilhadas

fisicas da planta, foi assumido que as varidveis de estado hi, he, hs e hy do sistema somente

assumirdo valores contidos no intervalo [0,23cm].

A partir do modelo nao linear, é possivel verificar que o sistema possui quatro néo linearidades,

que serao equivalentes as variaveis de premissa do sistema, as quais sao

(h)) _V(ha) V(b)) /(ha)
z9 = zZ3 = Z4 =

AT ho ha ha

Os valores maximos z;,,,, e minimos z;, ., das varidveis de premissa sdo obtidos desconside-
rando o ponto h; = 0, para que nao ocorra a indeterminagao de divisdo por zero. Desta maneira,
obtiveram-se z;, . = 3.1623 e z; , = 0.2085,7=1,2,3,4.

Por ter quatro varidveis de premissa, o sistema possui dezesseis vértices. A matriz A(x) do

modelo néo linear do processo pode ser reescrita em funcdo das varidveis de premissa, conforme
mostra a Equagao (2.48).

-_%. /2 g% 0 33. /3G 23 0 1
1 1
0 — VTG 0 = VEga
A(z) = . 2 . R 2 . (2.48)
Ay Y 3
0 0 0 —%-\/2-9-24
L 4 _
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(c) 8

Figura 2.17: Resposta do sistema droop para o ponto inicial Xniciqr = [1000000 — 100000 0.3)
fora da regido C' em funcdo do tempo. Em linha continua sdo representadas as respostas dos

modelo na-linear e em pontilhado as respostas do modelo fuzzy
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Os vértices de 16 A(z) sao obtidos a partir de todas as combinagdes possiveis entre dos valores

méximos e minimos das variaveis de premissa, conforme ji apresentado na Equagao (2.47).

Cada variavel de premissa possui dois graus de associagdo, que sdo obtidos a partir da Equagao

(2.39). As fungoes de associagao, por sua vez, sdo obtidas a partir da Equacao (2.41).

A matriz B, associada as entradas do sistema, também compde os vértices do sistema. Porém,
como B nao depende dos estados, continua no modelo fuzzy exatamente como é para o modelo

nao linear, de forma que os 16 vértices B;,i = 1,2,...,16 serdo iguais a B.

Neste exemplo, o modelo defuzzyficado aparece na forma
x=A(a)x+ Bu (2.49)

Que pode ser reescrita como
-

X = Z a;(z)A;x + Bu (2.50)

i=1
O modelo nao linear e do modelo fuzzy Takagi-Sugeno do processo de quatro tanques foram
simulados e as curvas de resposta foram obtidas, conforme mostra a Figura 2.18. Embora o sistema
tenha como limitagao a altura maxima igual a 23c¢m para o nivel de 4gua em cada um dos tanques,
estas alturas nao foram saturadas nas simulacées. Isto foi feito para que se pudesse verificar a nao

exatidao do modelo fora da regido da modelagem fuzzy Takagi-Sugeno.
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Figura 2.18: Respostas hi, hs, hs e hy do modelo nao linear e do modelo fuzyy Takagi-Sugeno
para o processo de quatro tanques com hj,iciq = [8.9 9.97 8.65 9.67] e entradas v = [1 1].
As curvas em azul equivalem a hi, em verde tem-se ho, em vermelho, hs, e em azul claro hy. O
modelo nao linear corresponde as linhas continuas, enquanto o modelo fuzzy T-S corresponde as

linhas pontilhadas

A simulacgao do processo de quatro tanques permite concluir que a modelagem fuzzy Takagi-

Sugeno modela de forma exata o sistema ndo linear dentro da regido para a qual a modelo foi
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definido, ou seja, dentro do setor local. Em contrapartida, quando os estados se afastam da regiao
para a qual o modelo fuzzy T-S foi definido, como é o caso de hi, que ultrapassa a altura de 23cm

na simulacdo, é possivel notar que o modelo deixa de ser exato.

2.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo foi apresentado o conceito de retrato de fase para resposta de sistemas. O
retrato de fase é utilizado para verificar de forma qualitativa a estabilidade do ponto de equilibrio
de sistemas nao lineares, uma vez que estes tém um comportamento dificil de se prever, justamente
devido aos termos nao lineares que contém. Vimos que quando as respostas se aproximam do ponto
de equilibrio & medida que o tempo passa, este é dito como estavel. Por outro lado, quando as
respostas se afastam do ponto de equilibrio com o passar do tempo, diz-se que este ponto de
equilibrio é instavel. Também foram vistos outros tipos de conclusées que podem ser verificadas a
respeito da estabilidade de pontos de equilibrio. Os principais exemplos utilizados para aplicagdo
dos conceitos discutidos neste trabalho também foram apresentados nesta se¢do. Por tltimo, mas
nao menos importante, foi apresentada a técnica de modelagem por légica fuzzy, proposta por
Takagi e Sugeno [5] para a obtenc¢do de um modelo constituido por um conjunto de representagoes
linearizadas do sistema nao linear. Este modelo garante a exatiddo, quando comparado com o

sistema nao linear, dentro de uma regido definida no plano de estados.

Para se obter o sistema fuzzy Takagi-Sugeno exato para uma regido definida no espaco de
estados, utilizou-se o artificio de modelagem por nao linearidade de setor, proposto por Tanaka e
Wang [6]. Os modelos fuzzy Takagi-Sugeno foram obtidos para cada um dos exemplos propostos
e foi possivel verificar a exatidao desta modelagem em relagdo ao modelo néo linear para a regiao
definida na obtencdo do modelo. O contrario também foi observado quando para pontos fora da

regido para a qual o sistema fuzzy T-S foi obtido.

Nos proximos capitulos serdo apresentadas técnicas para a andlise de estabilidade de pontos
de equilibrio de sistemas utilizando o modelo fuzzy Takagi-Sugeno e fun¢do de Lyapunov, assim
como técnicas para a obtencao do dominio de atracao destes pontos de equilibrio, quando estéveis.
Os resultados obtidos neste capitulo serdo utilizados tanto para obtencdo das funcoes de Lyapu-
nov para verificacdo da estabilidade, a partir do modelo fuzzy T-S, quanto para verificagdo de
validade dos dominios de atracdo dos pontos de equilibrio estdvel por meio de comparacoes com

os respectivos retratos de fase.
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Capitulo 3

Estabilidade de Sistemas Nao

Lineares

3.1 Introducao

A estabilidade é o desempenho minimo de todo sistema de controle, por isso é a primeira
propriedade a ser verificada antes que se inicie o projeto do controlador para este sistema. Neste
trabalho, mais especificamente neste capitulo, nos despenderemos em determinar a estabilidade
de pontos de equilibrio de sistemas nao lineares. O método a ser utilizado para a determinacgao
da estabilidade dos pontos de equilibrio dos sistemas em estudo consiste na chamada Estabilidade
de Lyapunov, proposta em 1892 pelo matemaético e engenheiro russo que dé4 nome a esta teoria
[8]. A teoria de Estabilidade de Lyapunov investiga o comportamento da resposta do sistema em
torno do ponto de equilibrio situado na origem do plano de estados, de forma tal que permite nao
apenas determinar se o ponto de equilibrio é estavel, assintoticamente estavel ou instavel, mas,
caso se conclua que o ponto de equilibrio equivale a uma dentre as duas primeiras possibilidades
supracitadas, permite também obter a estimativa da regido no plano de estados para a qual a
estabilidade do ponto é valida. A regido para a qual o ponto de equilibrio é um ponto estavel
ou assintoticamente estavel é dita regiao de atracdo do ponto de equilibrio, a qual sera objeto
de estudo do capitulo 4. Neste capitulo, portanto, vamos nos ater a verificar a estabilidade para
o ponto de equilibrio do sistema situado na origem do plano de estados segundo proposto por

Lyapunov.

3.2 Estabilidade de Lyapunov

Antes de definir Estabilidade de Lyapunov, mais especificamente Estabilidade de Lyapunov
via LMIs, que sera a abordagem utilizada neste trabalho, sera feita uma breve contextualizagao de
como se da o uso de fungoes de Lyapunov para o estudo de estabilidade de um ponto de equilibrio

na origem. Para tanto, serd utilizado o exemplo do péndulo simples.
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3.2.1 Estabilidade de um ponto de equilibrio

Antes de definirmos de forma sistemética a estabilidade de Lyapunov, vamos retomar uma
discussao iniciada no Capitulo 2. Na Secdo 2.2.3 vimos que um ponto de equilibrio é caracterizado
conforme o comportamento da resposta do sistema a partir de pontos iniciais proximos a este. Se
as respostas permanecem proximas ao ponto de equilibrio, este é dito estavel, caso contrario, é
instavel. O ponto de equilibrio é assintoticamente estavel se, quando o tempo tende ao infinito, a

resposta do sistema tende ao ponto de equilibrio.

Considerando um sistema nao linear auténomo, ou seja, independente do tempo, constituido

de equacoes de estado nao forgadas descrito por

x = f(x) (3.1)

Onde o dominio de f é tal que f: C — IR", com C C IR"™, tal que 0 € D. Supondo também
que x = 0 sempre serd o ponto de equilibrio do sistema da equacao 3.1, a defini¢io de estabilidade
de um ponto de equilibrio pode ser reescrita, segundo descrito por [8], conforme apresentado a

seguir.

Definicao 1 (Khalil, 2003)[8] O ponto de equilibrio x = 0 de 3.1 é

o cstdvel se, para cada € > 0, existe § = §(e) > 0 tal que

|2(0)]| < & = [|2(t)]| <&, Vt =0

e instavel, se nao for estdvel;
e assintoticamente estdvel se for estdvel e & puder ser escolhido tal que

llz]| <6 = lim x(t) =0
T—00

Em outras palavras, a Definicido 1 diz que, para qualquer valor de ¢ escolhido, tem-se um valor
de § = §(¢) tal que uma trajetéria comegando em uma vizinhanga ¢ da origem nunca deixara
a vizinhanga . A Figura 3.1 exemplifica esta definicdo. A regido delimitada pela linha azul
contendo a origem equivale a d, esta regido contém todas as possibilidades de pontos iniciais tais
que as respostas do sistema jamais deixem a regido £ contendo a origem, representada pela cor

vermelha na figura.

Vale lembrar, que, como visto no capitulo anterior, caso o ponto de equilibrio do sistema nao
seja na origem, este pode ser deslocado para a origem sem que haja perda de generalidade. Para

tanto, basta utilizar o método de mudancga de variavel.

Para ilustrar as properiedades de estabilidade de um ponto de equilibrio segundo a Definic¢ao

1, serd analisado o modelo de um pédulo [8], o qual é é descrito no exemplo a seguir.

Exemplo 3.2.1 (Péndulo simples) Considere o péndulo simples mostrado na Figura 3.2, onde

L é o comprimento da haste e m é a massa do prumo na ponta da haste. Assuma que a haste é
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0

Figura 3.1: Regido €, em vermelho, e §, em azul, utilizadas para definir a estabilidade do ponto

de equilibrio na origem

Figura 3.2: Péndulo simples
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rigida e que tem massa igual a zero e que o péndulo € livre de balango no plano vertical. 6 ¢ o

angulo entre a haste e o eizo vertical. A haste do péndulo se move num circulo de raio L.

A equagdo de movimento do péndulo pode ser obtida utilizando-se a sequnda lei de Newton,
considerando que hd uma componente de forca gravitacional igual a mg agindo sobre o prumo,
onde g € a aceleracdo da gravidade. Além disso, hd um componente de atrito k, que € proporcional
d valocidade do prumo. Assim obtém-se a equacdo de movimento na direcdo tangencial, conforme

seque.
mLH = —mgsin@ — kLtheta

Assumindo x1 = 0 e x5 = 0, 0 modelo de estados do péndulo passa a ser

1;1:£U2

T = _9g sin(z1) — —x2
L m

Os pontos de equilibrio do péndulo simples sao obtidos fazendo-se £1 = 29 = 0 e resolvendo
para x1 e x2. Logo, os pontos de equilibrio sio (z1,x2) = (0,0) e (z1,22) = (7,0). O retrato de
fase do sistema para valores arbitrarios dos parametros € mostrado na Figura 3.3, onde a Figura
(a) equivale ao retrato de fase considerando-se o atrito diferente de zero e a Figura (b) assume

atrito igual a zero.

(a) Retrato de fase considerando atrito diferente (b) Retrato de fase considerando atrito igual a

de zero Zero

Figura 3.3: Retrato de fase do péndulo simples com atrito diferente de zero e com atrito igual a

Zero

Neste exemplo do péndulo simples, quando o atrito é nulo, as trajetérias na vizinhanca do ponto
de equilibrio (0,0) sdo Orbitas fechadas. Assim, escolhendo-se um ponto inicial suficientemente
perto deste ponto de equilibrio, é garantido que as trajetérias permanecerdo sempre em torno

deste, de forma que a relagdo € — & necessaria para a estabilidade é satisfeita.

No caso em que o atrito é considerado, o ponto de equilibrio localizado na origem, além de
as trajetorias na vizinhanca manterem-se proximas a este, estas também tendem ao ponto de
equilibrio quando o tempo tende ao infinito. Mais uma vez, verifica-se que a origem do plano

de estados e sua vizinhanga satisfaz a relacdo € — & necessaria para a estabilidade e, desta vez,
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também verifica-se que este ponto é assintoticamente estédvel. J& o ponto de equilibrio (,0) se
comporta como um ponto de sela e, em ambos os caso, em que se assume o atrito diferente de
zero e, em seguida, igual a zero, nao se é possivel obter uma regiao § tal que as respostas estejam

sempre contidas em uma regido €, pois sempre havera uma trajetoria que saird desta regiao.

A verificacdo da estabilidade de pontos de equilibrio por meio do retrato de fase é uma técnica
bastante limitada, pois somente pode ser aplicada para sistemas de, no maximo, terceira ordem.
E, ainda, tem-se a desvantagem de ser dificil de se observar o comportamento das trajetorias de
resposta ao redor do ponto de equilibrio para sistemas de terceira ordem, como visto no exemplo
2.2.4.

Como uma tentativa de se obter de forma generalizada e objetiva conclusées sobre a estabili-
dade dos pontos de equilibrio do sistema, pode-se utilizar conceitos de energia [8]. Neste exemplo,
portanto, considera-se que a energia total do sistema é obtida da soma da energia potencial e da
energia cinética, com a referéncia da energia potencial escolhida como sendo zero quando as varia-
veis de estado sdo iguais a zero. Para o atrito nulo, nao hé dissipacao de energia, logo, a energia
total do sistema é constante durante o movimento, ou seja, a variagdo de energia é igual a zero ao
longo das trajetérias do sistema (dE/dt = 0). O fato de a energia total E ser constante mesmo
com o passar do tempo para qualquer valor das variaveis de estado x permite obter uma curva
correspondente a um contorno fechado ao redor da origem do plano de estados de raio r = F,

podendo-se constatar a estabilidade do ponto de equilibrio (0, 0).

Quando se considera a influéncia do atrito, a variagao da energia total E é negativa (dE/dt <
0), ou seja, a energia se dissipa ao longo tempo. Quando o tempo tende ao infinito, a energia se
dissipa totalmente, porém, para cada instante de tempo, a energia total equivale a um valor cons-
tante cada vez menor, revelando diferentes contornos que satisfazem a condicio para estabilidade,

até que o raio da curva tende a zero, revelando que o ponto é assintoticamente estavel.

Desta maneira, verifica-se que apenas examinando a variacao da energia ao longo das trajetorias
do sistema é possivel determinar a estabilidade do ponto de equilibrio. O que Lyapunov propée em
sua teoria de estabilidade é que diversas outras fungoes, além da energia total do sistema, podem
ser usadas, de forma semelhante ao que foi ilustrado acima, para determinar a estabilidade de um
ponto de equilibrio. A préxima se¢do traz a definicdo do modelo de determinacao de estabilidade

proposto por Lyapunov via LMIs.

3.2.2 Estabilidade de Lyapunov via Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

Antes de iniciar a discussao sobre Estabilidade de Lyapunov nesta secdo, serd primeiramente
introduzido o conceito de funcio convexa e, em seguida, de Desigualdades Matriciais Lineares
(LMIs, do inglés Linear Matrixz Inequalities), uma vez que as solugdes propostas neste trabalho
utilizam sistemas convexos e as LMIs sdo ferramentas poderosas para resolver de forma eficiente

este tipo de sistema.

Um conjunto S definido no IR é dito convexo se contém qualquer segmento reta formada a

partir de dois pontos quaisquer pertencentes a este conjunto, isto é , z,y € .5, A pu >0, A+pu=
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1= Az + py € S [14]. A Figura 3.4 ilustra um conjunto convexo e de um conjunto nao convexo,

W

(a) Conjunto Convexo (b) Conjunto nio convexo

respectivamente.

Figura 3.4: Conjuntos convexo e ndo convexo

Uma funcdo f é dita convexa se seu dominio é convexo e para todo x € domf, 6 € [0,1] vale

a seguinte relacao.

[0z + (1= 0)y) < f(z) + (1 -0)f(y)

Uma LMI é uma desigualdade matricial do tipo F(g) > 0, definida no dominio R™ e com
imagem em IRY*Y) simétrica e afim nas varidveis de busca, representadas pelo vetor g. Uma

representagdo genérica de uma LMI é dada por

m a
Flg)=Fy+» ¢F>0 g=|: (3.2)

i=1
gm

em que F; = F] € IRq X q sdo matrizes dadas e g; sdo varidveis escalares a serem determinadas
de forma a satisfazer a desigualdade, quando existe uma solugdo para tal, ou seja, quando a LMI
é factivel. Dificilmente uma LMI aparecerd na forma gerérica da Equagao 3.2, no entanto, a

conversao para este formato é feita internamente pelos pacotes de resolcdo de LMI aqui utilizados.

Definido o conceito de LMI, estamos agora aptos a discutir sobre a andlise de estabilidade
proposta por Lyapunov via LMIs. O teorema de estabilidade de Lyapunov caracteriza a esta-
bilidade de um sistema através de uma funcao V' (z), chamada fungdo de Lyapunov, a qual deve
satisfazer algumas condigoes, que serdo apresentadas mais a frente. A principal vantagem atrelada
ao teorema de Lyapunov é o fato de este poder ser aplicado para determinagao da estabilidade de
um sistema x = f(x) sem que se precise resolvé-lo. Por outro lado, ndo had um método sistematico

para se obter fungoes de Lyapunov, sendo responsabilidade do projetista determina-las.

Considere V(z) uma fungdo continua, diferenciavel definida no dominio D C IR", tal que em
D esteja contida a origem. A variagdo de V(z) ao longo das trajetérias do sistema & = f(x) é

dada por

37



A% A% fite) oV
’ _ SO 7 r _ | oV (2% . _
Vie) = ; mez_Zaxiﬁ@) © LOs 7 Dan : Oz (z)
=1 =1
Logo, V(ac) é dependente da equacao do sistema e, portanto, serd diferente para cada sistema

[8]. E, se V for negativa, entdo V diminui ao longo do tempo da solucdo do sistema. Assim, o

teorema de Lyapunov é enunciado, conforme segue.

Teorema 1 (Khalil, 2003 [8]) Seja x = 0 um ponto de equilibrio do sistema ndo linear auto-
nomo & = f(x) e seja D C R™ um dominio contendo x = 0. Seja V : D — IR uma fungdio

diferencidvel continua tal que

V(0)=0 e V(X)>0 em D-—{0} (3.3)

V(z)<0 em D (3.4)

entdo, x = 0 € estavel. Além disso, se
V(z) <0 em D—{0} (3.5)

entao x = 0 € assintoticamente estavel.

As inequagdes enunciadas no Terorema 1 sdo conhecidas como Inequagdes de Lyapunov. Es-
tas inequagoOes equivalem as primeiras LMIs utilizadas para analisar a estabilidade de sistemas
dindmicos, podendo ser resolvidas analiticamente, a partir de um conjunto de equagoes lineares.
As Inequagoes de Lyapunov sdo cada vez mais utilizadas em aplicacbes em problemas praticos,

importantes e dificeis na engenharia de controle.

A fungédo de Lyapunov V (z), utilizada para a determinagao da estabilidade de sistemas aparece

na forma de fungdes quadraticas, conhecida como forma quadratica [1].

Uma forma quadratica equivale a uma fungao v(x) definida no espago IR™ tal que

v(z) = Z Zpijxi$j7 Pij = Dji (3.6)

i=1 j=1

Em que z; e z; sdo componentes quaisquer do vetor de estados x e p;; sdo constantes. O exemplo

a seguir apresenta uma forma quadratica simples.

Exemplo 3.2.2

V(x) = 92% + 3x129 + Tw109 + 623 = 927 4+ 102129 + 623 = 927 + 521209 + 53109 + 623

E vélido também dizer que toda forma quadratica pode ser representada em termos matriciais

a partir de uma matriz simétrica cujos elementos sdo as constantes p;j. Assim o Exemplo 3.2.2 é
"To 5
x x
V(z) = ! ' =2'Pa
X9 5 6 T2
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Sabendo que toda matriz simétrica possui autovalores reais, a func¢ao v(z) = 2/ Pz é positiva
para todo x # 0 se, e somente se, os autovalores de P forem todos positivos. Quando satisfeita

esta condigdo, a matriz P é dita positiva definida (P > 0) [1].

3.2.3 Definicao do problema

Considere o sistema nao linear
x = f(x(t)) (3.7)

tal que a origem é um ponto de equilibrio, ou seja, f(0) = 0 € IRP, em que p é a ordem do sistema,
isto é, a quantidade de varidveis de estado. Considere, ainda, a representacao fuzzy T-S exata
obtida pelo método de aproximagao por nao linearidade de setor, como visto no capitulo anterior,
tal que

x = A(a)x(t) (3.8)

onde A(a) € RP*P,Vx(t) € x, em que x é uma regido no espago de estados incluindo a origem,

para a qual o sistema estd definido. Além disso,
Ale) =D ai(2)A; (3.9)
i=1

Desta maneira, define-se a(z) = [aq, ..., a,] € A,, em que
Ar={a e R ai(z) =1, a(z) >0} (3.10)
i=1

e z(t) sdo as variaveis de premissa dependentes dos estados, o que equivale a z(z(t)). O dominio de
validade x do modelo fuzzy Takagi-Sugeno pode ser dado pela seguinte representacao poliédrica
limitada, com 0 C ¥,

x={reRPbx<1,k=1,...q<p} (3.11)

em que os elementos b, € RP, k = 1,...,m sdo definidos na modelagem fuzzy Takagi-Sugeno do

sistema. A regido y também pode ser modelada em termo de seus v vértices, tal que
_ 1 .2 v
x =co{x", 2%, ..., x"} (3.12)
em que ! sdo vértices da regido politépica do dominio y de validade do modelo.

Observacao 1 Seja dada a regido do plano de estados para a qual o sistema € definido, como
|z;| < 04, entdo esta regido pode ser representada como um conjunto convexo x dado como a

intersecio de um numero finito de semi-espagos fechados limitados, tal que
x = {z[Nz < ¢}

A configuragio de x descrita acima € conhecida como politopo, que é um poliedro limitado [15].
E posstvel concluir, a partir da definicio vista, que todo politopo representa wma configuracio

conveza e compacta (limitada e fechada).
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Os termos by, da forma normalizada da representacdo de um politopo por semi-espacos vista

na equacdo 3.11 sao obtidos conforme segue.
. N(k)
ook

Uma das propriedades fundamentais de um politopo € que este pode ser descrito em funcao de seus

k=1,2,..

vértices [15], de forma que
x={rzeR"'x=x(y) = Z%(X)Xk, 0 <~y <1, Z’yk(x) =1} (3.13)
k=1 k=1

em que x* € o i-ésimo vértice de x e v € o numero total de vértices de x. FE facil notar que
a representacio por vértices apresentada nesta Observacio equivale d representacio descrita na
Fquacao 3.12.

O exemplo a sequir ilustra como obter a representacdo por semi-espacos e a representacdo por

vértices de um politopo.

Exemplo 3.2.3 Considere um sistema com trés estados x1, xa e x3 tais que |z1| < 2 e |zg| < 3
e Vg (livre).

A representagdo politépica por semi-espagos é dada por
T
1 00 2
= |ao| <
010 3
z3

Logo,
[ 0 O}xﬁl:b&xﬁl

| —
[a)
| —

O}xﬁl:béxﬁl

Ja a representacdo por vértices é obtida como sendo

-2 —2 2
X = c¢co _3 ’ 3 I _3 ’
I3 T3 I3 X3

3.2.4 Anadlise de estabilidade

Neste trabalho sera investigada a estabilidade quadratica de sistemas. Para tanto, serdo utili-

zadas fungoes de Lyapunov na forma quadratica, tal que
V(z) =2'Pz (3.14)
Desta forma, para o sistema ser assintoticamente estdvel, sabe-se que, além de P ser definida

positiva, deve ser satisfeita a desigualdade V(x) < 0. V(x), considerando a forma quadratica

apresentada na Equacio 3.14, é obtida conforme segue.

V(z) = &' Pz + 2’ Pz + ' Pt < 0 (3.15)
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Assumindo um sistema na forma & = Ax, a equagdo 3.15 pode ser rescrita como
V(z) = 2’ A'Px + o' Px + 2'PAx = 2/ (A'P + PA + P)x (3.16)

Portanto, o sistema ser exponencialmente estavel, isto é, os autovalores da matriz A possuem parte
real estritamente negativa se, e somente se, existir uma matriz P simétrica definida positiva tal
que [1]

AP+PA+P<0 (3.17)

A matriz P pode ser invariante no tempo ou variante no tempo, este segundo caso implica
que P serd dependente dos estados do sistema, uma vez que estamos trabalhando com sistemas
autoénomos. Assim, no caso em se considera P independente dos estados do sistema, a respectiva

derivada serd igual a zero, podendo a equagdo 3.17 ser reduzida para

A'P+PA<O (3.18)

Assumindo P independente dos estados, pode-se enunciar o seguinte Teorema para a anélise de

estabilidade de sistemas fuzzy Takagi-Sugeno com a matriz P da funcdo de Lyapunov constante.

Teorema 2 (Boyd, 1994 [1]) Se existe uma matriz P = P’ > 0 tal que
A(a)'P+ PA(a) <0 (3.19)

para todo o € A, entao a origem do sistema (3.8) é assintoticamente estdvel.

No caso em que P é dependente dos estados do sistema, é possivel obter resultados menos
conservadores para a andlise de estabilidade do ponto de equilibrio na origem de um determinado
sistema. Assim, a estabilidade de sistemas fuzzy Takagi-Sugeno para P dependente dos estados
do sistema, mais precisamente P dependente das fungoes de associagao de cada vértice do modelo

fuzzy T-S, seréd o principal objeto de estudo deste trabalho.

Antes de enunciarmos o teorema correspondente ao resultado principal deste trabalho, vamos
enunciar um teorema que visa determinar a condicao de estabilidade para sistemas fuzzy T-S tam-
bém utilizando a teoria de estabilidade de Lyapunov via LMIs. Este teorema foi proposto por (Mo-
zelli, Palhares, Sousa e Mendes, 2009) [2]. Nele verifica-se a estabilidade para sistemas definidos
em uma regiao simétrica limitada do plano de estados. Para tanto, é proposto o seguinte teorema
2], para o qual deve-se considerar a forma quadrética alternativa para V(z) = 2’ Y, (o P;)x, em
que «; sdo as fungbes de associagdo de cada vértice A; do sistema fuzzy T-S obtido pelo método

nao linearidade de setor local.

Teorema 3 (Mozelli, Palhares, Sousa e Mendes, 2009 [2]) Assuma que |ax| < Pk, k €

{1,...,7}. O sistema fuzzy Takagi-Sugeno 3.8 é estdvel se as sequintes LMIs sio satisfeitas
P,=P =0, ie{l,...,r}, (3.20)
P+X >0, 1€{l,...,r}, (3.21)
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- 1
Py + §(A2Pj + PjA; + AP, + PiA;) 20, i<j. (3.22)

onde 7 =1,...,r, ]_Dq> = > 01 @u(Pp + X), @i sio grandezas escalares e X é qualquer matriz

stmétrica de dimensdo apropriada.

Em outras palavras, o que o Teorema 3 estabelece é que, dado o modelo fuzzy Takagi-Sugeno
obtido para uma regido local C, e seja &, a regiao limitada pela variacdo da funcao de associacio ay,
do modelo fuzzy T-S, entao achar uma solugao para as LMIs deste teorema consiste em garantir que
o sistema ¢ estavel para a regido contida por aj < ®;. Observe que ha métodos mais eficientes de
se levar em consideracéo o limitante da derivada das funcées de pertinéncia conforme apresentado
por (Tognetti, Oliveira e Peres, 2011) [16].

3.3 Resultado principal

Nesta secdo é proposto um Teorema que utiliza fungdes de Lyapunov fuzzy de modo a se

encontrar condicoes de estabilidade mais relaxadas do que outras apresentadas na literatura.

Portanto, considere a funcao de Lyapunov

V(z) =2'P(a)r, a=a(z(z)), x=uz(t) (3.23)
em que )
Pla) =) ()P P,=P e R (3.24)
i=1
Entao,

V(z) = & P(a)x + 2'P(a)i + 2’ P(a)z

Substituindo & na equagao acima pela Equagao 3.8 e rearranjando os termos, tem-se
V(z) = 2'(A()'P(a) + P(a)A(a))z + 2’ P(a)z:

O d1ltimo termo da equacgio anterior, 2’ P(a)x, pode ser reapresentado substituindo-se P(a) pela
Equacgido 3.24. Assim,
dPle)r = 2'(3 ci(z)P)a
= (P +..+&P)x

e nd | 52
Gy
= 7 [Plz: Prx} a(z)

Observe que a derivada da funcdo de pertinéncia «(z) em relagdo a x é uma fungdo de = dado
que a varidvel premissa z é funcao de z. Dessa forma, pode ser aplicada a modelagem por nao
linearidade de setor descrita na Segdo 2.3.2 para descrever V,«(z) por meio de uma combinagao

convexa, como mostrado a seguir.
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com

a1 a1
a(z)=|: T =

Qu Ty

9
J(0) = Vea(z) = _0i(x);, 0€ Ay
i=1
Portanto, a Equagao 3.25 passa a ser
' P(a)z = ' [Plx Pra:] J(0)A(a)x

Este termo também é bilinear em x. Desta maneira, x pode ser substituido por sua representagao

politépica em funcao de seus respectivos vértices, conforme a Equagao (3.13). Assim,

¢ Pla)r = 2 [le(fy) Prx('y)} J(0)A(a)x
= 2'Q()J(0)A(a)x
onde

A =S [pat . Pt
k=1

Sabendo que >_i_; a(z) = 1, entdo Y ;_; &(z) = 0, podemos reescrever » ., ¢(z) conforme

segue. .
a1
S az) = [1 1}
_— "
— 1J(0)i
= 1A =0, 1=[1 .. 1

Portanto, finalmente, temos que a derivada da funcao de Lyapunov fuzzy, conforme segue.

V(z) =/ (A(a) P(a) + P(a)A(a) + Q(7)J (0)A(a))z,

(3.26)
1'J(0)A(a)x =0

Considere agora o a versao reduzida do Lema de Finsler, enunciado a seguir.

Lema 1 (Lema de Finsler - versao reduzida) Considere w € R*,D € R"*" ¢ B € R™*"

com rank(B) < n. Entdo as afirmagoes a sequir sio equivalentes.

1. W' Dw <0, Yw#0, Bw=0

2. 3X e R™™:D+XB+BX<0
Portanto, se aplicarmos o Lemma 1 no resultado obtido em 3.26, em que w'Dw = V() V(z) < 0,
sendo V(z) obtido na Equacio 3.26, e B = 1'J(0)A(«), entdo V(z) < 0 sera vélido se

A()'P(a) + Pla)A(e) + Q(y)J(0)Ala) + X (a)1'J(0)A(a) + A(a) J(O)1X (a) <0  (3.27)
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ou

He{(P(a) + X ()1J(0)A()} + Q(7)J(0)A(a) < 0, VYa € Ap,¥0 € A, ¥y €A,.  (3.28)

Desta maneira, podemos propor o seguinte teorema.

Teorema 4 (Proposto) Se existem matrizes P(a)) = P(a)' >0 e X(«) tais que

A(a) P(a) + P(a)A(a) + Q(v)J(0)A(a) + X () 1' T (0) A(a) + A()' J () 1X () <0 (3.29)
para todo o € A, 0 € Ay e vy € Ay , entdo o sistema 3.8 é assintoticamente estdvel.
Prova 1 (Prova do Teorema 4) Seja dado

He{P(a)A(a) + X () 17(0) A(0)} + Q(1)J(6)A(a) < 0
Pré e pos multiplicando por x, tem-se
He{x'P(a)A(a)z + 2’ X () 1T (0)A(a)z} + 2'Q(v)J(0) A(a)x < 0 (3.30)
Como Al)x =&, J(O)t =cd e I'a =3, ;& =0, entdo a expressio 3.30 é equivalente a
He{z'P(a)A(a)z} + 2'Q(7)a < 0

Como Q(v) = |Piz(y) ... P.x(y)|, quando x € X, tem-se
7' Pla)A(a)z + 2" A(a) P(a)x + x'(z &; P)x <0
i=1

Portanto, V(z) < 0.

3.4 Exemplos Numéricos

Todas as rotinas desenvolvidas para obtencao dos resultados deste trabalho foram implementa-
das no MATLAB, versao 8.2.0.701 (R2013b), utilizando-se as toolboxes YALMIP [17] ¢ SEDUMI
[18]. Além disso, o pacote ROLMIP [19] foi usado para implementar o conjunto de LMIs de

dimensao finita.

3.4.1 Exemplo sistema de segunda ordem

Nesta secdo sera utilizado o Exemplo 2.2.2 apresentado no capitulo anterior de forma a se
analisar a estabilidade do ponto de equilibrio deste sistema. Para este fim, serdo utilizados os
Teoremas 2 e 3 encontrados na literatura, além do Teorema 4. Posteriormente, os resultados
obtidos a partir destes trés teoremas serdo comparados para se verificar qual gera condi¢bes menos

conservadoras. O procedimento a ser adotado para a comparacido consiste em, primeiramente,

'He{M} significa He{M} =M + M’
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verificar se o sistema é estavel para a regiao politopica para a qual o sistema é definido considerando
A = 20, que é o valor assumido para este parametro até o momento. Em seguida, serdo verificados
os valores minimos e maximos de A para os quais o sistema permanece estavel, para qualquer

regiao contida em Y.
O exemplo em questdo serd reapresentado para facilitar o entendimento do leitor.

Exemplo 3.4.1 Considere o Exemplo 2.2.2, em que se tem um sistema de sequnda ordem ndo

linear descrito pelas equagdes a sequir

T1 = —2x1 + 4x9 (3.31)
; A=20 3.31
1-— )
1+ W)xl 9y

com x1 e Ty pertencentes d regido do plano de estados descrita por C = {x € R"||x| < w/2}. Para
este mesmo valor de A, o modelo fuzzy Takagi-Sugeno deste sistema foi obtido no Exemplo 2.3.4,

resultando nos vértices e fungdes de pertinéncia mostrados a sequir.

1+ sin(z1(t))

a(z2(t)) = ag(z(t)) = 1 — a1 (2(1))

2
-2 4 -2 4
Ay = As =
1 -2 —(14X) -2
3.4.1.1 M¢étodo 1: (Boyd, 1994 [1]) Func¢io de Lyapunov com P constante e Teorema

2

Este primeiro método compreende a utilizacdo da dindmica fuzzy Takagi-Sugeno na funcao de
Lyapunov, com P constante. O pardmetro A da funcdo de Lyapunov passa a ser dependente das
fungdes de associacao, ou seja, A = A(a). Desta forma, as LMIs necessirias para a garantir a

estabilidade sao apresentadas no Teorema 2.

No capitulo anterior foi obtido o modelo fuzzy Takagi-Sugeno do sistema nao linear utilizado
nesta secdo. Esta modelagem foi apresentada no Exemplo 2.3.4 e o resultado é reapresentado
nesta se¢do. Conforme mostra a Equacgao 2.34 e sabendo que o modelo fuzzy deste exemplo possui

apenas dois vértices, A(«) é obtido conforme segue.

Ala) = oy [:i _42] + an

-2 4
—(1+X) -2

Ao se resolver as LMIs 3.19, verificou-se que o ponto de equilibrio situado na origem nao é
estavel para para a toda a regiao C, limitada pelas variaveis de estado. Assim, reduziu-se a regiao

gradativamente obtendo, para cada nova regiao, um novo modelo fuzzy T-S, limitado para este

novo setor local, até que se obteve a nova regiao para a qual o ponto de equilibrio é estavel.

Desta forma, obteve-se que o sistema é estavel em torno do ponto de equilibrio situado na
origem, e assumindo-se A\ = 20, apenas para regides no espago de estados menores ou iguais a

0.46-C, em que C ¢ a regiao delimitada pelos limites das variaveis de estado, descrita na Se¢ao 3.4.1
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como sendo C' = {z € IR*||x| < w/2}. Em outras palavras, a estabilidade s6 é garantida, segundo
o Método 1, assumindo A = 20 para modelos fuzzy dentro da regido C; = {z € R"||x| < 0.467/2}

Para a regiao C, foi feita a busca pelos valores maximos e minimos de A para os quais se

verifica que o sistema é estavel para este método. Assim foram obtidos os seguintes valores

Amin, = —1.9000
Amaz, = 9.6000

3.4.1.2 Método 2: (Mozelli, Palhares, Sousa e Mendes, 2009 [2]) Funcado de Lyapu-
nov com P dependente das fungoes de pertinéncia e limitante simples das

derivadas do Teorema 3
Este método permite verificar a condicao de estabilidade para sistemas definidos em uma regiao
simétrica, como é o caso de C no exemplo utilizado nesta secdo, por meio do Teorema 3.

Para tanto, é proposto o seguinte teorema [2], para o qual deve-se considerar a forma
quadratica alternativa para V(z) = 2’y ;_,(h;P;)z, em que «; sdo as funcdes de associagdo de

cada vértice A; do sistema fuzzy T-S construido pelo método nao linearidade de setor local.

A Figura 3.5 ilustra graficamente a relagdo entre &y e & e éeo para o Exemplo 3.4.1.

1.5708

Figura 3.5: Regiao ®; limitada por hk, ®;. é apresentado em azul, ¢&v; em vermelho e éy em verde

A Figura 3.5 mostra a regiao ®; limitada pela variagdo das fungdes de pertinéncia do modelo
fuzzy T-S para o Exemplo3.4.1, considerando-se toda a regido de modelagem C'. Para se obter

®;., primeiramente derivaram-se as fungoes de associacdo oy e ao do sistema, as quais equivalem
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a, respectivamente,

1 +4sin(a(8)

ai(z) = a1(2(t) = 5 ag(z) = az(2(t)) = 1 — an(2(1)) (3.32)

A variacdo de ay, é dada segundo a relacdo a seguir, considerando a regra da cadeia para derivadas.

én(z) = dao’l“a(f)ab. (3.33)

Considerando o modelo nao linear do sistema, tem-se que & = Ax, substituindo essa igualdade na

Equacao 3.34, temos que
. dag(z) .
_ ) 3.34
k() Ir L (3.34)

Sabendo que o modelo nao linear do Exemplo em questao é dado por

. —2 !
= A( — sen(z1)) o™
2
Entao, tem-se que
Gy — cos;m) (=221 + 4a2) (3.35)
g — @) 1- AL — SiH(Il)))xl 2y (3.36)

2

Para obter os valores maximos e minimos das variacées de «y, variou-se x1 e xo dentro da
=0e A rar — ¥2000 = 3.2657.

Observe que, se plotada em torno da origem, a regido de ®; equivale a C.

faixa de valores definidos para estes em C, com o4, = a2,

Para este valor de ®; maximo, para A = 20 e para o modelo fuzzy T-S obtido para o setor local
C, as LMIs do Teorema 3 nao geraram solucdo, de forma que se conclui que a origem do sistema
nao ¢ estavel para esta regido. Reduzindo-se a regido de definicdo do sistema gradativamente, tal
que se diminui-se o valor de ®; da mesma maneira, obteve-se que o sistema ¢ instavel para A = 20

somente para a regides menores ou iguais a 0.51C.

Para este método em especial, além do pardmetro A que pode ser variado, a andlise da esta-
bilidade do sistema depende também de ®j, pois este pode ser variado dentre a faixa de valores
maximo e minimo obtido da variacao das hg, que por sua vez variam para cada regido contida em
C. Desta maneira, o procedimento adotado para se obter os limites superiores e inferiores de A
consistird em variar a regiao limitada por hy,, resolvendo-se as Equacoes 3.35 e 3.36 para regioes
cada vez menores contidas em C, de forma a se obter um valor diferente de ®; e assim obter os

valores maximos e minimos de A para cada um dos valores de ®y.

Como sabe-se que ®j estd contido no intervalo [0, 7], pois foram os valores obtidos para o
melhor caso, em que se considera toda a regido C', pode-se assumir esta faixa de valores, sem se
precisar resolver novamente hk, para se obter os valores maximos e minimos de A para cada valor
de (I’k

Logo, primeiramente definiu-se ®; = 0.1 e variou-se A a partir de 0, em passos de 0.1, até o

valor maximo para o qual o sistema permanecesse estavel. Em seguida aumento-se ®; em passos de
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0.1 e obtiveram-se os valores maximos de A para os quais se manteve a condigdo para estabilidade.
Para cada valor de ®; obteve-se um limitante superior de A diferente para a estabilidade. De
forma andloga obtiveram-se os limitantes de A\ para cada valor de ®, com a diferenga de que a

variacao dos valores A a partir de 0 foi feita em passos de —0.1.

Verificou-se o valor minimo de A para o qual a origem permanece como um ponto de estabilidade
do sistema para qualquer valor de ®;, é igual a —1.9. Ja o valor maximo de A tal que se garanta
a estabilidade varia conforme ®; varia, de forma que se obteve a curva que relaciona estas duas

grandezas, conforme mostra a Figura 3.6.

2147+ : b
3
£
<
2291 4
12.3F 1
1.5708 3.1416
[

Figura 3.6: A4, versus &

3.4.1.3 Método 3: (Método Proposto) Funcdao Lyapunov com P dependente das

funcoes de pertinéncia e Teorema 4

Ao se utilizar o Teorema 4, para verificar se o ponto de equilibrio na origem é um ponto

localmente estavel, serda necessario obter solugcao das condigoes apresentadas neste teorema.

De forma genérica, P(«) é constituido pelo conjunto das matrizes vértices P;, constantes e
simétricas, associadas a cada um dos r termos do primeiro simplex «, em que r é o namero de

regras do modelo fuzzy T-S, tais que
P(a) =Y aP; (3.37)
i=1

A matriz A(«) consiste no somatério dos vértices do modelo fuzzy Takagi-Sugeno associados a

cada um dos r termos do primeiro simplex, conforme apresentado a seguir.

=1
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Analogamente, a matriz X («) é obtida pela combinagao de r vértices X; constantes, mas que nao

precisam ser simétricos, em funcdo do primeiro simplex «.
T
X(a)=> a:X; (3.39)
i=1

Desta maneira, obtemos para o exemplo em discussdo P(«), X (a) e A(«), respectivamente, con-

forme segue

P(Oé) = a1Pi + o
X(Oé) = a1X1+ as Xy
-2 4 —2 4
Ala) = « +
() B T B I Y —2]

em que P; e X;,7 = 1,2 sdo matrizes 2 x 2, correspondentes aos parametros a se obter para a

analise de estabilidade.

o
Para obter J(f), devemos primeiramente obter as jacobianas de o = [ 1] em relacdo a
%)

I .
x = [ ] , as quais correspondem a

€2
& = Vo
Assim,
. oy Oy cos(z1)
Ja)=| =9 Im| = 2
vy Su S —co;(m) 0

Os vértices J; oriundos de J(z) sdo obtidos a partir de todas as combinagoes dos valores
limitantes superiores e inferiores de todos os termos dependentes de x. E possivel identificar que o
tnico termo dependente de = em J(z) é cos(x1), que, para a regiao C, tem seus valores maximos

e minimos equivalentes a 1 e 0, respectivamente. Assim, encontramos dois vértices de J(x), os

0 0 1 0
J = Jo =

Desta maneira, obtemos J(#) como sendo
10
+ 03
10

Como ja visto, o sistema possui dois vértices em P, os quais sdo P; e P,. Além disso, o poliédro

quais sao

0 0

J(0) =6, [o .

em fungdo dos vértices que representa a regiao C' de modelagem do sistema fuzzy T-S é dado por

_ 1.2 3 _ —n/2| |—7/2 /2 /2
ey | e s i

A partir disso, podemos obter Q(7), o qual possui 4 vértices, conforme a quantidade de vértices

de x, conforme segue.

QYY) =m [Pw:l P2331} + 72 [P1$2 P2332} +73 [PN??’ P2963} + Y4 [P1$4 P2964}
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Obtidos todos os termos da LMI 3.29, estarfamos prontos para resolvé-la. Porém, para se
obter a solucdo correta da LMI, considerando os trés simplexes «, 6 e -, é preciso colocar todos
os termos da LMI em funcio de todos os simplexes, isto porque as ferramentas utilizadas para
resolver as LMIs neste trabalho nao permitem a solucdo de LMI com termos dependentes de

simplexes diferentes entre si.

Na Equagao 3.37, por exemplo, temos que P(«) é dependente do primeiro simplex «, o grau
de relagdo de a com os vértices de P(a) é de ordem 1. Podemos representar P(«) também em
funcdo dos demais simplexes 6 e v, sem que haja perda de generalidade, uma vez que Zle 0; =1

e ZZ.F:I 7v; = 1, da mesma maneira que ) ;_;y; = 1. Assim,

Zasz P(a,8,v) = ZO"ZH Z'ykP (3.40)
1= ] :

=1

Portanto, para que P(a, 0,) equivalha a P(«), basta assumir o grau de 6 e v como sendo igual
a 0 para este termo. Seguindo este mesmo procedimento, encontramos todos os demais elementos
da LMI em funcéo de todos os trés simplexes do sistema. Agora, finalmente, as LMIs do Teorema
4 podem ser resolvidas para verificar se o sistema é estavel segundo esta abordagem para a regiao

de validade do sistema C'.
Este método permitiu verificar que o sistema é estavel na regido C para A = 20.

Assim como se fez para os demais métodos, é possivel obter os limitantes superiores e inferios
de A para os quais o sistema permanece estavel para a regiao C na qual os estados do sistema sao

validos e para as quais o modelo fuzzy Takagi-Sugeno fora obtido.

Observou-se que para este método nao ha um limitante superior de A para o qual a origem se
torne instavel na regido C'. Por outro lado, valor minimo de A tal que a origem se mantém estavel

equivale a —0.8000.

3.4.1.4 Comparagao entre os métodos

Na Secao 3.3 foi apresentado o resultado principal deste trabalho, que consiste na formulagao
de um novo método para determinacao de estabilidade de sistemas nao lineares modelados como
sistemas fuzzy Takagi-Sugeno utilizando-se a teoria de estabilidade de Lyapunov via LMIs. A
proposta desta secdo é comparar o método proposto com outros métodos, a fim de se verificar
se essa nova técnica de obtencao de estabilidade é realmente mais relaxada que demais técnicas
propostas na literatura. Estes outros métodos da literatura correspondem aos Métodos 1 e 2 apre-
sentados acima. A comparacdo entre os métodos serd feita com base na obtencao dos resultados

da aplicagao de cada um destes métodos no Exemplo 2.2.2, que é dependente do parametro .

O critério para se determinar qual o melhor método consiste, primeiramente, na verificacdo de
qual método garante a estabilidade assintdtica para a maior regiao do espaco de estados, sendo
este o método a ser considerado menos conservador. Em seguida, serd feita a comparacdo entre
os valores maximo e minimo de A obtidos por cada método para os quais o sistema permanece

estavel. Este critério de comparagao é baseado em na referéncia bibliografica [2].
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Nesta secao pdde-se comparar o método de andlise de estabilidade de Lyapunov via LMIs
aqui proposto com outros métodos ja existentes na literatura. Utilizou-se dois métodos para este
procedimento, o primeiro método consistiu na andlise de estabilidade considerando-se P constante,
segundo proposto por (Boyd, 1994 [1]), o segundo método foi proposto por (Mozelli, Palhares,
Sousa e Mendes, 2009 [2]) e nele se considera P(«) e limitante simples das derivadas. Além disso,

nomeou-se o método introduzido neste trabalho como Método 3.

Fixando-se A = 20, observou-se que os Métodos 1 e 2 ndo garantem a estabilidade do sistema
para toda a regiao C para a qual o sistema é definido; ao contrario do Método 3, que garante
estabilidade para esta regidao e este valor de A. O Método 1 s6 garante estabilidade para A = 20
para regides menores ou iguais 0.46C', enquanto que para o Método 2 o sistema ja apresenta valores

estéveis para regides menores ou iguais a 0.51C.

A busca pelos valores méximo e minimo de A para os quais o sistema ¢é estdvel considerando
toda a regido C' permitiu verificar qual dentre os trés métodos gera melhores resultados. Para o
limitante superior de A, verificou-se que o Método 3 garante estabilidade para seja qual for o valor
de Ajnaz, enquanto o Método 1 se limita a Apqe = 9.6000 e o Método 2, para o melhor caso, em
que @5 é minimo, é limitado em A4, = 214.7000. Assim, o Método 3 gera os melhores resultados

para a estabilidade do ponto de equilibrio na origem, considerando o limitante superior de .

Para o limitante inferior de A, obteve-se que os Métodos 1 e 2 sdo estaveis na regiao C para
valores de A, maiores ou iguais a —1.9000. O Método 3, por sua vez, garante a estabilidade

apenas para A > —0.8000. Logo, o Método 3 gera o pior resultado para o limitante inferior de A.

3.4.2 Exemplo Sistema Droop

Uma vez comprovado que o método proposto nos resultados principais prové o melhor resultado
para a andlise de estabilidade de sistemas dindmicos, quando comparado com os Métodos 1 e 2,
e para A > 0, este método serd utilizado para a analise de estabilidade de sistemas com dinamica
fuzzy T-S.

Nesta secao serdao apresentados os resultados de andlise de estabilidade dos Exemplos 2.3.3 e
2.3.4, que equivalem, respectivamente ao sistema do inversor de tensdo e ao processo de quatro

tanques vistos no capitulo anterior.

Exemplo 3.4.2 (Sistema Droop) No Ezemplo 2.5.3 foi apresentada a modelagem fuzzy T-S do
sistema do inversor de tensdo, agora serd feita a andlise de estabilidade deste sistema, utilizando

0 modelo proposto no Teorema 4. Serd verificado se o sistema € estdvel para a regido definida por
C = {z(t) € R3|x1(t) = P € [0;25000], x2(t) = Q¢ € [~70000; 5000], x3(t) = § € [-0.02;0.1]}.

Para tanto, é preciso encontrar uma solucio para as LMIs propostas no Teorema 4, de forma

que obtenha P > 0. Os parametros da LMI3.29 para este exemplo sdo obtidos conforme segue.

Sabendo-se que o modelo fuzzy T-S do sistema possui 16 vértices A; e 16 funédes de associagdo
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ai,i=1,...,16, com A; e o; obtidos no capitulo anterior,A(«) é dado por
16
A(Oé) = Z aiAi
i=1
De forma analoga, P(a) é obtido como

16
P(a) = Z OéZ'Pi
i=1

Em que P;,¢ =1,...,16 sdo matrizes simétricas a serem determinadas. X;,i =1,...,16 também

sdo matrizes, porém nao simétricas a serem determinadas, tais que
16
X(a) = E a; X;
i=1

Para obter o termo J(), primeiramente é preciso obter as jacobianas de «. Por possuir 16 regras
fuzzy, o que resulta em 16 fungoes de pertinéncia, e por possuir trés vairaveis de estado, a jacobiana
J serd uma matriz de dimenséo 16 x 3. O termo J(6) terd 2™ értices, em que m é o nimero de

nao linearidades da jacobiana J.

A funcdo de pertinéncia «q, por exemplo, equivale a
ai(z) = My Mya Mz My

Neste exemplo, os graus de pertinéncia sdo dependentes unicamente do estado x3. Assim, a

jacobiana de o serd dada por

a1(z) = [0 0 Bal(z):|

Oxg

day (z)
6.%'3

= My Myg Mi3Myg + My MygMyz My + My Mya Mz My + My Mya M3 My

Os graus de pertinéncia M;; sdo dados por

zi — min(z;)

My, = My; =1 — My,
Azi
Assim,
Zj
My; = =—M>
7 AZZ' %
Sabendo-se que
z1 = cos(xg) = 21 = —sin(x3) z3 = sin(x3) = 23 = cos(x3)
Logo tem-se que
21— —23 € Z3 =21
Das relagoes acima, tem-se que
. 2’3
My =—+——
Azl
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Como
zg — min(z3)

Mz = — = 23 = Mi3Az3 + min(z3)

Azs
Logo,
. Az min(z3)
My = —M -
11 BA, Az
De forma andloga,
- Az min(z)
Mg = Mn -

AZg AZ3

Assim, &;(z) pode ser reescrito como

Oaq(2)
81’3

Az min(z .
= (—Mi3 5 _ ( 3))J\/1'12]\413]Vf14 + M1 Mo M3 My
Az Az
Az min(z)

AZg AZg

+ My Myo(Miq )My + My Myo M3 Myy

Oa1(2)
oxs

Assim, é possivel verificar que é dependente de 6 termos nao lineares, os quais sao

My, Mg, M3, My, Mg, My

As demais derivadas parciais de « sdo obtidas com base nos mesmos principios, obtendo-se os

mesmos termos ndo lineares de «;.

Finalmente, como os vértices de J(6) sdo dependentes de 6 termos nao lineares distintos, foram
obtidos os 64 vértices de J(#), oriundos de todas as combinagoes possiveis dos valores maximos e

minimos das ndo linearidades de J.

Para a obtengao do termo Q(+) é preciso primeiramente obter a representagio por vértices do
poliédro x contido na regido limitada pelos valores maximos e minimos das variaveis de estado.

Assim, obtém-se

X = co {xl,xZ,x3,x4,x5,x6, z’, xS}

0 0 0 0 25000 25000 25000 25000
=co4 [—=70000]| , [=70000] , [5000] , | 5000 |, [—=70000]| , [—=70000]| , [ 5000 | , | 5000
—0.02 0.1 0.1 —0.02 —0.02 0.1 0.1 —0.02

O parametro Q(vy), portanto, terd 8 vértices, dados por

Q(y) =m [P1at1 Pl ... Plﬁxl}ﬂg [Pla:2 Poa? ... P16x2}+...+78 [Ple Por® ... P16x8]

Obtidos todos os termos das LMIs de analise de estabilidade do Teorema 4, é necessario coloca-

los em funcdo dos trés simplexes «, 6 e 7, o que foi feito conforme mostrou a Equacao 3.40.

Resolvendo-se as LMIs do Teorema 4, verificou-se que o sistema é estavel para a regido C para

a qual foi definido.
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3.5 Consideragoes Finais

Neste capitulo foi proposto um novo método para determinacao de estabilidade de Lyapunov
via LMIs de sistemas dindmicos nao lineares como sistemas fuzzy Takagi-Sugeno pelo método
de nao linearidade de setor. Foi proposto o Teorema 4, para o qual esperou-se obter resultados
menos conservadores para a andlise de estabilidade do sistema. O Exemplo 2.2.2 foi utilizado para
a aplicacdo do Teorema proposto. Verificou-se, por meio deste teorema, que a origem é um ponto
de equilibrio estdvel, considerando-se A\ = 20, para toda a regido C para a qual os estados do

sistema sdo definidos.

Para se este método ¢, de fato, menos conservador que outros métodos existentes na literatura,
foi realizada a anélise de estabilidade deste mesmo sistema por meio de outros dois métodos. O
primeiro dentre estes Métodos consistiu utilizacdo do método de Lyapunov para P constante e
dindmica fuzzy T-S. Para este método, verificou-se que a origem somente é um ponto estavel do
sistema, com A = 20, para regides menores ou iguais a 0.46C', em que C ¢é a regido de validade do

sistema no plano de estados.

O segundo método consistiu na andlise de estabilidade para o sistema com P dependente das
funcoes de associagdo a do modelo fuzzy T-S, porém considerando-se a configuragao por limitantes
simples das derivadas, conforme proposto na referéncia [2]. Pra este método, verificou-se o que,
para A = 20, a origem somente é um ponto de equilibrio estavel para regidoes menores ou iguais a
0.51C.

Utilizando-se o critério da regido para a qual o ponto de equilibrio é estével para cada método,
como o Teorema proposto neste capitulo garantiu a estabilidade para uma regido maior que os

demais, verificou-se que este método é de fato mais relaxado.

Outro pardmetro de comparagao utilizado foi, fixando-se a regido C' de validagao, qual seriam
os valores de A maximo e minimo para os quais o sistema seja estavel nesta regiao do plano de
estados. Verificou-se que para o limitante inferior, o Teorema 4 produziu o pior resultado, ja que
deixou de ser estavel para um valor maior de A quando comparado com os demais métodos, uma
vez que obteve min(A) = —0.8000, enquanto os demais métodos apresentaram min(\) = —1.9000.
Por outro lado, o Teorema 4 se mostrou ser o melhor método para a determinacao da estabilidade,
uma vez que ndo fora encontrado limitante superior de A a partir de qual a origem deixasse de ser

um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
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Capitulo 4

Estimativa de Regiao de Atracao

4.1 Introducao

Ao se analisar a estabilidade de sistemas dindmicos, muitas vezes ndo é suficiente apenas saber
se um determinado ponto de equilibrio é estével dado o dominio definido para o respectivo sistema.
E preciso também saber a regido dentro da qual o ponto de equilibrio é estdvel, ou seja, a regido
dentro da qual qualquer trajetéria que a adentrar jamais conseguira sair dela, mantendo-se a
partir dai sempre proximo ao ponto de equilibrio contido naquela regido. Esta regido que contém
o ponto de equilibrio e todas as trajetérias que jamais se afastam deste, e, no caso de estabilidade

assintética, sempre tendem a este, é dita regido, ou dominio, de atragao.

O objetivo deste capitulo é obter a estimativa a regiao de atragdo de sistemas dindmicos. No
capitulo anterior foi proposto um novo método para andlise de estabilidade utilizando o teorema,
de Lyapunov e fazendo-se uso de Desigualdades Matriciais Lineares. No decorrer deste capitulo
pretende-se obter a estimativa da regiao de atracao para o resultado obtido pelo método de analise
de estabilidade proposto no capitulo anterior, assim como para os demais métodos utilizados para
comparacao com o resultado principal do ultimo capitulo. Deste modo, sera introduzido um
novo critério de comparacio entre os métodos de analise de estabilidade propostos. Também sera
verificada a estimativa da regiao de atracdo do sistema linearizado em torno da origem, técnica
que também serd utilizada para comparacdo com o método proposto neste trabalho para analise
de estabilidade.

4.2 Estimativa de Regiao de Atracao

Retomando o exemplo do péndulo invertido sem atrito visto no capitulo anterior, no qual foi
mostrado que o ponto de equilibrio na origem é estavel para este sistema. Observando o retrato de
fase obtido do modelo, é possivel verificar que as trajetérias das respostas nem sempre convergem
para a origem, mostrando que este ponto de equilibrio nao é estavel para todo o dominio definido
no plano de estados para este sistema. A Figura 4.1 mostra o retrato de fase do péndulo invertido

sem atrito e ilustra a estimativa do dominio de atracdo da origem. O dominio de atragdo completo
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Figura 4.1: Estimativa da regido de atracdo para o exemplo do péndulo simples sem atrito

deste ponto do equilibrio situado na origem esta representado pela regiao contida pela curva de
cor rosa. A curva verde, porém, representa a estimativa do dominio de atracdo a qual sera objeto

de estudo deste capitulo.

Observe que, como o atrito é desconsiderado, a energia total do sistema permanece constante,
como ja visto anteriormente, a qual pode ser representada por E(z) = ¢, e forma um contorno
fechado em torno da origem do plano de estados. Quando se considera o atrito, E(x) se comporta
como uma espiral, que se aproxima cada vez mais da origem. Para cada instante de tempo E(z)
vai diminuindo mais, até que alcanca a origem do plano de estados. A estimativa do dominio de
atracdo, neste caso, consiste em obter o raio ¢ médximo para o qual o sistema permanece estével
para qualquer instante de tempo. De forma semelhante, Lyapunov provou que a funcao quadratica
V () continua no tempo, existe uma regido no plano de estados tal que V(z) < ¢ quando V(z) < 0.
A superficie expressa por V(x) = ¢ é conhecida como superficie de Lyapunov, para algum ¢ > 0
8].

A superficie de Lyapunov sempre estard em torno da origem do plano de estados e pode
apresentar forma elipsoidal ou circular. Com base nesta afirmacao, pode-se concluir que o conjunto
de todos os vetores x tais que V(x) = ¢, ¢ constante positivo qualquer, formam uma elipse quando
a matriz simétrica P da fun¢do de Lyapunov for definida positiva (P > 0) [1]. Os semi-eixos da

elipse sdo 1/+/(\;), em que \; sdo os autovalores de P/c.

Portanto, o dominio de atracdo é dado pelo maior subnivel da fungao de Lyapunov contido na
regiao de estados limitada pelos limitantes das varidveis de estados para a qual o sistema ¢é estavel.
Logo, se existem matrizes P(a) = P(a) > 0 e V(z) = 2/P(a)x tal que V(z) < 0, entdo o maior

conjunto contido no politopo x, em que x é o politopo para o qual V(:L’) < 0, é definido por

Q= {r e R*XPla)x <1} (4.1)

As subsecoes a seguir apresentam duas abordagens para a obtencdo da melhor estimativa da
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regiao de atracao de sistemas com a origem como um ponto localmente assintoticamente estavel.

4.2.1 Primeira abordagem para obtencao da estimativa da regiao de atracao

Uma outra representacao para o poliedro x, que equivale ao politopo dentro do qual se obteve
o modelo do sistema, é dada por
x ={zr € R"|Qx <X q} (4.2)

em que Q € R&*" n < g, rank(Q) =n, q € R", q(;) > 0, tal que q(;) é cada elemento de q, com
0€x.
Observacgao 2 Para qualquer vetor x € IR®, x > 0 significa que todos os componentes de x,

denotados x(;) sdo ndo negativos. Para x, y € IR", x = y implica que x;) — yiy > 0, para todo

i=1,...,n. Além disso, Ay refere-se d i-ésima linha da matriz A.

Observe que pode-se também ter

x={zeR"—p=<x=pu} (4.3)
onde p € R™ e u(i) > 0,i = 1,...,n. De fato, os vértices x* sio obtidos de p pela combinagio
linear[20]

o =Djp, j=1,...,2"
onde Dj,j =1,...,2" sao matrizes diagonais no dominio R™*", constituidas por todas as combi-

nagoes formadas com 1 e —1.

Assim, uma estimativa da regido de atragdo para o sistema néo linear 3.7 pode ser obtida por um

problema de minimizagdo, conforme enuncia o teorema proposto a seguir.

Teorema 5 (Estimativa para regido de atragdo) Se existem matrizes P(a) = P(a) > 0,

X (), T, um escalar v > 0 e dado os parametros de pondera¢io wi e wo tais que
min{wiTrace(T) + woy} (4.4)

sujeito a

P(a)pug [(1)f S0, i=1...n (4.6)
* (%)
T P(a) >0, (4.7)
P(a) P(w)

para todo o € A, 6 € Ay e v € Ay, entdo a origem € um ponto de equilibrio assintoticamente
localmente estdvel para o sistema ndo linear 3.7 no conjunto invariante do dominio de atracdo
Q= {r e RAx'P(a)x <~} Cx.
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Prova 2 Seja a fungio de Lyapunov V(z) = 2’ P(a)x com P(«a) > 0. Conforme o Teorema 4, a
condigdo 4.5 assequra V(x) < 0 e portanto o modelo fuzzy Takagi-Sugeno 3.8 é assintoticamente
estavel. Para um politopo x dado em 4.3, a condigcio 4.6 assegura que ) definido em 4.1 estd
incluso no politopo x, ou seja, @ C x [1]. Note que o modelo fuzzy Takagi-Sugeno 3.8 somente
representa 3.7 para x € x. Como Q C x, a fungao V(x) € localmente decrescente em Q e x = x(7).
Assim, Q € um conjunto invariante em relagdo as trajetérias de 3.7 e portanto € um dominio de
estabilidade do sistema nao linear. As condigdes 4.4 e 4.7 assequram a minimizagcdo do traco de

P(«), pois via complemento de Schur tem-se T > P(«), e portanto a mazximizagio do volume de

Q [1].

Veja que este teorema sé é vilido para sistemas com estados definidos em uma regido simétrica

C.

4.2.2 Segunda abordagem para obtencao da estimativa da regiao de atracao

A restrigdo de © C x ¢é vélida se [1]
V.Pa) 'h <1, k=1,...,q. (4.8)
Observe que a Equacio 4.8 ndao aparece no formato de LMI, para contornar este problema,
serd utilizado o Complemento de Schur, enunciado no Lema a seguir.

Lema 2 (Complemento de Schur para desigualdades nao restritas) (Boyd, 1994) [1] Su-

ponha @Q e R matrizes simétricas. A condicio

Q S
>0 4.9
S" R| ™~ (4.9)
¢ equivalente a
R>0, Q—-SR'S'>0, SI—-RR1=0. (4.10)

Assim, aplicando o Complemento de Schur para desigualdades néao restritas, a inequagao 4.8

passa a equivaler a LMI

1 b,

>0, k=1,.., 411
b Pla)| = 1 (411)

Além disso, a regido contida pelo conjunto ) pode ser obtida maximizando o raio de 5 > 0
da bola centrada na origem do plano de estados contida em §2, ou seja, obtendo-se B,,;, tal que a

LMI apresentada na Equacao 4.12 seja satisfeita.

Pla) —BI <0 (4.12)
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Observe que as LMIs P > 0 e V(x) < 0 sdo suficientes para garantir a estabilidade assintética do
ponto de equilibrio na origem. A adi¢do das LMIs 4.11 e 4.12 apenas garantem a obtencao de P
6timo para a se obter a maior regido de estimativa do dominio de atracdo, ji se assumindo que o

sistema é estavel. Tem-se entdo o seguinte teorema proposto.

Teorema 6 (Outra estimativa para a regido de atragdo) Se existem matrizes P(a)) = P(a)’ >

0, X(a), um escalar > 0 tais que

min (4.13)

sujetto a
blk P(EI];) >0, k=1,...,q (4.14)
Pla) —pI <0 (4.15)

e a LMI (4.5) sejam satisfeitas para todo o € A, 6 € Ay ey € Ay, entio Q = {x € R"|X'P(a)x <
1} C x € um conjunto invariante do dominio de atragao para o sistema nao linear 3.7 e a origem

¢ um ponto de equilibrio assintoticamente localmente estdvel.

Prova 3 A prova segue linhas semelhantes da prova do Teorema 5. A condicio 4.14 implica 2 C x
[1]. A condi¢io 4.15 implica ' P(a)x < B||z|| e portanto a curva de nivel ' P(a)x =1 contém a

esfera ||z|| = 1/8 que é mazximizada por 4.13. Dessa forma, o volume de 2 é mazximizado.

4.3 Exemplos numéricos

Nesta secao serao utilizados exemplos numeéricos ja apresentados em capitulos anteriores, para

0s quais se obterd uma estimativa da regido de atragao.

O Exemplo 2.2.2 serd utilizado nesta secdo para se obter a estimativa do dominio de atragao
para o sistema linearizado em torno da origem, além da estimativa da regido de atracao para o
trés métodos de andlise de estabilidade do modelo fuzzy T-S equivalente ao modelo nao linear
vistos no capitulo anterior. Para a estimativa do dominio de atragdo serd aplicado, além das
LMIs necesséarias e suficientes para determinacao da estabilidade em cada Método, o Teorema
5 ou o Teorema 6. Estes diferentes métodos serdo aplicados neste exemplo e, em seguida, seus
resultados serdo comparados para se reforcar a inspecdo de qual dentre estes métodos seria o
menos conservador. O critério para comparacao utilizado serd baseado na estimativa do dominio
de atracdo para cada um dos métodos. Aquele que resultar na melhor estimativa, correspondendo

a maior regido para o dominio de atracao, serd considerado o melhor método.

4.3.1 Método 1: Estabilidade do sistema com dinamica linearizada

Além dos métodos introduzidos no capitulo anterior, serd utilizado um novo método neste
capitulo, o qual consiste em obter, a partir do modelo néo linear, um modelo linearizado segundo
as técnicas classicas encontradas na literatura. Nesta se¢do sera utilizado o método de linearizagao

por série de Taylor.
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Analise de Estabilidade

Para a andalise da estabilidade do sistema linearizado serd aplicada a funcao de Lyapunov para

obtencao de uma matriz P definida positiva, tal que o sistema seja estavel.

Conforme estabelecido pela definicdo da estabilidade de Lyapunov, as LMIs necessarias para
a determinagdo da estabilidade do sistema tal que a matriz P nao dependa das fungoes de perti-

néncia, ou seja, para P constante, equivalem a [1]

P>0

(4.16)
A'P+PA<0

em que A é uma matriz pertencente ao IR**™ cujos elementos independem dos estados n do
sistema. O Exemplo 3.4.1, quando na forma matricial, como visto anteriormente, possui um
elemento nao linear dependente do estado x;. Portanto, serd necesséario linearizar o sistema tal
que se obtenha a matriz A no formato requerido por este método.

Para se obter o modelo linearizado o Exemplo 3.4.1, utilizou-se o método de linearizagdo por

série de Taylor em torno da origem, também conhecida como série de Maclaurin'.

O modelo linearizado é apresentado na Equagcao 4.17.

T = —2x1 + 4ao
by , A=20 (4.17)
To = —(1 + 5).%'1 — 2x9
Assim, a matriz A do modelo linearizado serd dada por
-2 4
A= Y , A=20 4.18
—(1+ 5) -2 ( )

Resolvendo as LMIs necessarias para a verificagdo da estabilidade do modelo linearizado, apre-

sentadas na Equagao 4.16, verifica-se que o sistema é estavel para a regido poliédrica y e A = 20.

Estimativa de Regiao de Atracao

Embora na andlise de estabilidade do Método 1 tenha-se visto que o sistema é estavel para
toda a regido C' para a qual os estados foram definidos, veremos que esta afirmacio nao é valida
para todo o ponto do plano de estados, uma vez que o modelo linearizado s6 corresponde ao
sistema nao linear em pontos préximos a origem. Para tanto, serd feita uma varredura do neste
plano dentro da regido de validade C do sistema, considerando-se a modelagem nao linear, e se
investigara em quais pontos a LMI A’P + PA < 0 é vélida para a matriz P obtida da analise de

estabilidade do sistema, considerando-se A a matriz do modelo nao linear.

!Para se obter o modelo linearizado do sistema, obteve-se a representacio deste na forma matricial x = Ax e

aplicou-se a funcao taylor(A, z*) do MatLab, em que z* = 0.
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O teorema de estabilidade de Lyapunov estabelece, como visto no Teorema 1 no capitulo
anterior que para se garantir a estabilidade assintética local do ponto de equilibrio situado na
origem, seja V' (x) a fungdo de Lyapunov definida positiva e para uma matriz P > 0, a variacdo de
V(x) deve ser definida negativa, ou seja, V(z) < 0. Dito isto, para encontrar a regido no plano de
estados para a qual o Método 4, de fato, produz um resultado estavel, deve-se obter primeiramente

a inequagio V().

Sabe-se que o exemplo em estudo possui o modelo nédo linear & = Az como apresentado a

seguir.

T1 = —2x1 + 429 ( )
: A=20 4.19
1-— )
—(1+ ML= sinfzy)) s21n(:1:1)) )1 — 29

Vimos anteriormente que, para P constante, tem-se
V =a'APz+12'PAz <0

O que equivale a

V = —20PAx <0 (4.20)

Foi utilizada a equacao 4.20 substituido A pelo correspondente do modelo ndo linear do sistema
para se obter a regido para a qual V(z) é definida negativa definida como D = {z|V(z) < 0}.

Desta forma, se obteve a regiao identificada na Figura 4.2.

Figura 4.2: Regido D para a qual é vilida a relacao V(:L') < 0. A regido esta contida abaixo da

curva em azul

Para visualizar que a regiao abaixo da curva azul na Figura 4.2 realmente equivale a regidao
em que V(z) < 0 para o modelo néo linear, foram plotadas vérias curvas para V(z) < y, em que

y € o limitante da regiao representada por cada curva, Figura 4.3.
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Figura 4.3: Regido D para diversos valores de y, tal que V(z) <y

Como se vé na Figura 4.3, a regido para a qual V(a:) < 0, de fato, equivale a regidao abaixo da

curva azul na Figura 4.2.

Definida a regiao para a qual a analise de estabilidade é valida, estamos aptos a obter o dominio
de atracio para o caso apresentado no Método 1, que utiliza o modelo linearizado em torno da
origem. Além das LMIs utilizadas para a anélise de estabilidade vistas na Equagao 4.16, é aplicado
as condigoes 4.13-4.15 do Teorema 6, de forma a se obter a melhor estimativa da regiao de atragao.

A matriz P foi obtida, tal que

0.6152 0.0000
0.0000 0.4053

Como neste caso P é constante, a regido de atragao sera representada por uma regido circular.

Esta regido é limitada no espaco D, no qual V < 0, conforme pode ser observado na Figura 4.4.

4.3.2 Método 2: : (Boyd, 1994 [1]) Funcao de Lyapunov com P constante e
Teorema 2

No capitulo anterior vimos que o modelo fuzzy Takagi-Sugeno do Exemplo 2.2.2 somente é

estavel segundo o Teorema 2 e com A = 20 para o dominio C; = 0.46C, em que C' = {z € R"||x| <
m/2}.

Como as LMIs para determinacao da melhor estimativa do dominio de atragdo nao interferem
na condicao de estabilidade, sabe-se que devem ser utilizadas as mesmas condig¢oes para se verificar

a estabilidade que foram apresentadas no capitulo anterior por meio do Teorema 2. Assim, além

das LMIs do Método 1 do capitulo anterior, com as condi¢oes ja estabelecidas, as quais sdo A = 20
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Figura 4.4: Estimativa da regido de atragdo para dindmica linearizada e P constante

e C1 = 0.46C, resolveram-se também as LMIs 4.13-4.15 do Teorema 6.

As simulagdes permitiram obter a matriz P, conforme segue.

5.2598 0.0000
0.0000 1.9153

Para plotar a elipse que corresponde & superficie de nivel da melhor estimativa da regido de
atracdo para este P constante, utilizou-se a equacao da elipse. Primeiramente determinou-se
os parametros b = P(1,2) = 0.0000 e ¢ = P(2,2) = 1.9153. Além disso, assumiu-se 7 = 1.

O comprimento do eixo maior a elipse equivale a 2 * \/(c/det(P)), de forma que max(z1) =

V/(¢/det(P)) = —min(z1). J4 o eixo menor foi obtido conforme a equacio a seguir.
— 21.2 x det(P
x2:_b$1i\ﬂc*7 x1.? x det(P))
c

A Figura 4.5 mostra a regido de estimativa do dominio de atragdo obtida para este método.

4.3.3 Método 3: (Mozelli, Palhares, Sousa e Mendes, 2009 [2]) Funcao de Lya-
punov com P dependente das fungoes de pertinéncia e limitante simples
das derivadas do Teorema 3

Conforme visto no capitulo anterior, este método de andlise de estabilidade utiliza o artificio
do limitante das derivadas simples. Os resultado obtidos previamente revelaram que a origem so
é um ponto de equilibrio estdvel para este método considerando-se apenas a regidao Cy = 0.51C,
em que C' = {z € R"||x| < w/2}, isto para A = 20.
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Figura 4.5: Estimativa do dominio de atracdo do Exemplo 2.2.2 com A = 20 para o Método 2,
curva em azul, dominio C para a qual o sistema é localmente assintoticamente estével para este

método, em verde, e dominio definido para os estados os sistema, em vermelho

Para a obtencdo da melhor estimativa da regidao de atracdo da origem para este método,
consideraram-se as mesmas condi¢oes para as quais se garantiu estabilidade no capitulo anterior
para A = 20, isto é, considerou-se apenas o dominio contido em Cy. Assim, o sistema foi simulado
para as LMIs que garantem a estabilidade para este método junto com as condigoes 4.13-4.15 do
Teorema 6, de forma que foram obtidas as matrizes P; e Py correspondentes aos vértices de P(«)

conforme segue.

~ 1.8537 07690 p _ | 65500 01329
"7 07690 2.0013 | -0.1329  1.5609

Por se tratarem de dois vértices, o dominio de atragao agora nao pode mais ser obtido conforme
fora feito para os Métodos 1 e 2, que apresentavam P constante, isto é, um tnico vértice de P.
Assim, a curva de Lyapunov da estimativa do dominio de atracio para este método foi obtida de
forma tal que equivalesse & maior regido contida pela intersecdo das superficies de Lyapunov de

cada vértice P;. A Figura 4.6 mostra esta regido obtida.

4.3.4 Método 4: (Método Proposto) Fungido Lyapunov com P dependente das

fungoes de pertinéncia e Teorema 5

Para este Método, a melhor estimativa do dominio de atragdo para o Exemplo 2.2.2 foi obtida

obtendo P definido positivo que satisfizesse as condigbes do Teorema 5, considerando-se w; = wo
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Figura 4.6: Estimativa do dominio de atracdo do Exemplo 2.2.2 com A = 20 para o Método
3, curva em azul, dominio (5 para a qual o sistema ¢é localmente assintoticamente estavel para
este método, em verde, limitantes simples das derivadas das fungdes de pertinéncia, em cinza, e

dominio definido para os estados os sistema, em vermelho

= 1, de forma que se obtiveram-se os vértices P; e P, de P(«), conforme segue.

0.3085 0.4474

P =1.0e+405
0.4474 2.1328

0.1148 1.2450

] Py, =1.0e+ 05

1.8249 0.1148]

Este método tem em especial o fato de que a estimativa da regido de atracdo é plotada para
um vy = 1.9666e — 05, obtido da resolugdo das LMIs do Teorema 5, ao contrario do que ocorre

para os demais Métodos, em que se assume v = 1.

A Figura 4.7 apresenta a superficie da melhor estimativa do dominio de atragdo para o Método

4.3.5 Método 5: (Método Proposto) Fungido Lyapunov com P dependente das
funcgoes de pertinéncia e Teorema 6

A melhor estimativa do dominio de atracdo para o Exemplo 2.2.2, assumindo-se A = 20, para
o Resultado Principal deste trabalho é obtida resolvendo-se as LMIs propostas no Teorema 6.
Obtendo-se mais uma vez o resultado o qual indica que a origem é um ponto estavel, gerando-se

valores para os vértices de P(«) definido positivo.

Como P(«) é dependente das fungoes de associacao, este possui 2 vértices, os quais sdo descritos

a seguir, considerando-se a condi¢ao de melhor estimativa do dominio de atragdo, ou seja, obtendo
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Figura 4.7: Estimativa do dominio de atracdo do Exemplo 2.2.2 com A = 20 para o Teorema 5,
curva em azul, e dominio C' para a qual o sistema é localmente assintoticamente estavel para o

Resultado Principal (Proposto), em vermelho

solucdo tal que satisfizesse o Teorema 6.

~ 10.4596  0.3295 b _ | 19137 01639
"7 103295 1.9980 ~|-0.1639  0.4671

A curva correspondente & melhor estimativa do dominio de atracdo para este método foi obtida
conforme descrito no Método 2. Foi obtida a regiao correspondente & maior intersecdo entre as
elipses equivalentes aos vértices de P(«). A Figura 4.8 apresenta o resultado obtido para o dominio

de atracao obtido para este método.

4.3.6 Comparagao entre os métodos

Para se comparar os resultados dos cinco métodos apresentados nesta se¢cao, como nem todas
as curvas obtidas tém um formato definido como elipse ou circulo, o que dificulta os calculos da
area contida pela curva de Lyapunov obtida para cada um dos métodos, as curvas correspondentes
a estas estimativas da regiao de atragao serao plotadas em um tnico grafico, de forma a se verificar
visualmente qual delas cobre uma maior regido no plano de estados, conforme mostra a Figura
4.9.

Na Figura 4.9, a regido para a qual os estados estao limitados aparecem como o quadrado na
cor cinza. As regides de atracdo do ponto de equilibrio na origem aparecem para os Métodos 1, 2,

3, 4 e 5 aparecem na Figura, respectivamente, nas cores rosa, vermelho, verde, roxo e azul.

O Método 1, apresentado na cor rosa, foi o que gerou o pior resultado, o que se era esperado,
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Figura 4.8: Estimativa do dominio de atragao do Exemplo 2.2.2 com A = 20 para o Resultado
Principal (Proposto), curva em azul, e dominio C para a qual o sistema é estavel para este método,

em vermelho
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Figura 4.9: Estimativa do dominio de atracao do Exemplo 2.2.2 com A = 20 para os cinco Métodos
propostos nesta secdo. A curva referente ao Método 1 é mostrada na cor rosa. A curva em vermelho
corresponde ao Método 2, a curva em verde equivale ao Método 3. A curva obtida do Método 4
aparece em roxo e curva do Método 5, em azul. A regido C para a qual os estados sdo limitados

aparece na cor cinza
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uma vez que a dindmica linearizada neste método s6 é valida para regides muito préximas &4
origem, ja que o sistema foi linearizado em torno deste ponto. Todos os demais métodos foram
aplicados para a dindmica do sistema modelada segundo a estratégia de nao linearidade por setor

para modelos fuzzy Takagi-Sugeno.

O Método 3, que utiliza artificio dos limitantes por derivada simples se mostrou um pouco

melhor que o Método 2, o qual apresenta P constante.

Ao contrario do que fora feito para os Métodos 1, 2 e 3, em que se utilizou apenas o Teorema
6 para a obten¢do da melhor estimativa de regido de atracdo, para o Resultado principal deste
trabalho, obteve-se a estimativa de regidao de atragdo utilizando tanto o Teorema 5, conforme
mostra o Método 4, quanto para o Teorema 6, segundo Método 5. Como se pode observar na
Figura 4.9, o método que gerou o melhor resultado para estimativa da regido de atracao foi o
Método 5, que equivale ao Resultado Principal proposto por este trabalho utilizando-se o Teorema

6 e o Método 4 gerou o segundo melhor resultado.

4.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram apresentados dois Teoremas para a obtencdo da melhor estimativa de
regido de atracdo do ponto de equilibrio situado na origem do plano de estados para sistemas
dindmicos nao lineares modelados segundo o artificio de nao linearidade por setor local, proposto
por [6], para obtengdo de modelos fuzzy Takagi-Sugeno do sistema [5]. Tentou-se obter a maior
regiao dentro do espaco de estados para a qual o sistema é estavel e para a qual, uma vez que as
respostas, iniciadas em qualquer ponto da regido do plano de estado limitada pelas restrigoes dos

estados do sistema, adentrem esta regido de atragao, jamais consiga sair desta.

Para verificar se, de fato, o Resultado Principal (Proposto) neste trabalho fornecia o melhor
resultado para a estimativa do dominio de atracdo do ponto de equilibrio na origem, utilizaram-se
outros trés métodos. Dois destes métodos ja haviam sido explorados no capitulo anterior, em que
se analisou a estabilidade de pontos de equilibrio para sistemas com dindmica fuzzy T-S e o outro
método consistiu na andlise de estabilidade e obtenc¢do da estimativa de regidao de atracao para o

sistema linearizado em torno da origem.

O primeiro Método utilizado para comparacdo consistiu no modelo linearizado em torno da
origem e com P constante. Este método, embora tenha se apresentado como estavel para toda
a regiao definida para os estados do sistema, produz o pior resultado de estimativa de regiao de
atracdo, obtida com o uso do Teorema 6, dado que s6 é vilido para regides muito préximas a
origem, como se verificou varrendo-se a regido para a qual relagio V < 0 é valida para o sistema

nao linear.

Para dois métodos ja vistos no capitulo anterior, com exce¢ao do Resultado Principal (Pro-
posto), que utilizam Estabilidade de Lyapunov com P constante, proposto por (Boyd, 1994 [1])
e Estabilidade de Lyapunov com P(«) e limitante por derivada simples, segundo proposto por

(Mozelli, Palhares, Sousa e Mendes, 2009 [2]), respectivamente, foram obtidas as estimativas de
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regido de atracao utilizando-se o Teorema 6. Este primeiro Método se mostrou pior que o segundo,
uma vez que a regiao estimada foi menor. Porém, ambos apresentaram resultados piores que os
do Teorema 4, que consiste no resultado principal deste trabalho. Estes resultados foram piores,
tanto quando comparados utilizando-se o Teorema 5, quanto o Teorema 6 para a estimativa da

regiao de atracao.

Para o caso dos Métodos 4 e 5, correspondentes ao resultado principal, o que gerou o melhor
resultado, que se permitiu obter a maior estimativa de regido de atracdo dentre todos os métodos

vistos, foi o Método 5.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho foi feito o estudo da anéalise estabilidade de sistemas nao-lineares por meio do
Teorema de estabilidade de Lyapunov via LMIs. Inicialmente considerou-se o sistema com dina-
mica nao-linear, a partir do qual se obteve o retrato de fase do sistema para a regido no espago de
estados. A partir do retrato de fase foi possivel verificar qualitativamente o comportamento dos
pontos de equilibrio do sistema, podendo-se classifica-los, dentre outros, em estavel, assintotica-
mente estavel e instavel. O ponto de equilibrio é estidvel quando as trajetorias de resposta para
diferentes pontos iniciais sempre se aproximam para uma regiao préxima ao ponto de equilibrio.
Quando as trajetérias tendem ao ponto de equilibrio a medida que o tempo tende ao infinito,
este ponto é dito como assintoticamente estdvel. Caso as trajetérias se afastem, o ponto é dito
como instavel. Este principio foi utilizado no decorrer do trabalho para se classificar analisar a

estabilidade de pontos de equilibrio.

Em seguida, foi obtido o modelo fuzzy Takagi-Sugeno dos sistemas néo-lineares em estudo e
verificou-se que esta modelagem representa o modelo linearizado de forma exata. Obtida esta
modelagem, que consiste no conjunto de sistemas linearizados associados na forma de vértices,
iniciou-se tépico principal deste projeto, que consistiu na andlise de estabilidade e na estimativa
da regido de atragdo para pontos de equilibrio na origem. Utilizou-se o artificio de mudanca de
variavel para deslocar o ponto de equilibrio do sistema para a origem, sem que houvesse perda de

generalidade, de forma a se abranger um niimero maior de sistemas.

No capitulo sobre anélise de estabilidade utilizou-se o Teorema de Estabilidade de Lyapunov,
LMIs e o Teorema de Finslar para se propor um novo Teorema de andlise de estabilidade de
sistemas fuzzy T-S modelados segundo a técnica de nao-linearidade por setor local. O objetivo
com a proposta deste Teorema foi obter condi¢bes menos conservadoras, tais que a andlise de
estabilidade garantisse resultados mais abrangentes. Fez-se uso de outros métodos ja existentes

na literatura para serem comparados com o método aqui proposto.

As comparacgoes do método proposto neste trabalho com os métodos encontrados na literatura
permitiram ver que o nosso método gera melhores resultados para um valor fixo de A = 20, visto
que foi o Umnico que garantiu a estabilidade em toda a regido C para a qual o sistema ¢é definido.

Fixando-se a regido de andlise em todo o dominio C', variou-se o valor de A até se obter os valores
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tais que as LMIs necessarias para a estabilidade nao gerassem resultado. Assim, verificou-se que o
nosso método foi o melhor quando analisado o limitante superior, uma vez que fora o inico para
o qual se verificou que nao ha limitante superior de A para o qual a origem deixe de ser estdvel

para a regiao C'. Ja para o limitante inferior, o nosso método gerou o pior resultado.

Mantendo-se A = 20, foi feito uma estimativa da regido de atracido para os métodos utilizados
até agora, utilizando-se o mesmo critério de maximizacio para todos. Verificou-se que o nosso
método gera o melhor resultado para esta estimativa. Foi sugerido um novo teorema para a

maximizacado da estimativa da regiao de atracdo, o qual ndo foi bem sucedido.

Como trabalhos futuros sugere-se:

1. Comparar com métodos mais recentes na literatura;

2. Alterar os valores dos pesos wj e wo do Teorema 5 para se obter uma melhor estimativa de

regido de atracao por meio deste;

3. Aumentar os graus dos simplexes para os vértices P e X do resultado principal, em busca de

melhores resultados.

71



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] S, B.; GHAOUIL E. F. E.; V.BALAKRISHNAN, V. Linear Matriz Inequalities in System and
Control Theory. [S.l.]: Philadelphia, PA: STAM Studies in Applied Mathematics, 1994.

[2] MOZELLI, L. et al. Reducing conservativeness in recent stability conditions of ts fuzzy systems.
EL SEVIER, 2009.

3] LEE, D. H.; PARK, J. B.; JOO, Y. H. A fuzzy lyapunov function approach to estimating
the domain of attraction for continuous-time takagisugeno fuzzy systems. El Sevier, v. 185, p.
230-248, 2011.

[4] ZADEH, L. A. Fuzzy sets and systems. International Journal of General Systems, v. 17, p.
129 — 138, 1990.

[5] TAKAGI, T.; SUGENO, M. Fuzzy identification of systems and its applications to modeling
and control. IEEE Transactions on Systems, v. 15, p. 116 — 132, 1985.

[6) TANAKA, K.; WANG, H. O. Fuzzy Control Systems Design and Analysis: A Linear Matriz
Inequality Approach. [S.1.]: John Wiley and Sons, Inc, 2001.

[7] OGATA, K. Engenharia de Controle Moderno. [S.l.]: Prentice-Hall, 2003.
[8] KHALIL, H. K. Nonlinear Systems. [S.1.]: Prentice-Hall, 2002.

[9] JOHANSSON, K. H. The quadruple-tank process: a multivariable laboratory process with an
adjustable zero. IEEE Transactions on Control and Systems Technology, v. 8, n. 1, p. 456 —
465, May 2000.

[10] ROINILA, T.; VILKKO, M.; ANTTI, J. Corrected mathematical model of quadruple tank
process. 17th Wolrd Congress - The International Federation of Automatic Control, v. 41, p.
11678-11683, 2008.

[11] MACeéDO, A. M.; WIIRA, M. C. d. F. Estudo de tEcnicas de controle aplicadas a uma
bancada didAtica de quatro tanques. In: Trabalho de Graduacio, Universidade de Brasilia.
[S.L: s.n.], 2015.

[12] KAEHLER, S. D. FUZZY LOGIC - AN INTRODUCTION.
http://www.seattlerobotics.org/encoder/mar98/fuz/flindex.html, 2004.

72



[13] SALA, A. On the conservativeness of fuzzy and fuzzy-polynomial control of nonlinear systems.
EL SEVIER, v. 33, p. 4858, 2009.

[14] HINDI, H. A tutorial on convex optimization. In: In Proceedings of the 23th American Control
Conference. [S.1.]: IEEE, 2004. p. 3252-3265.

[15] HERCEG, M. et al. Multi-Parametric Toolbox 3.0. In: Proc. of the European Control Con-
ference. Ziirich, Switzerland: [s.n.], 2013. p. 502-510. http://control.ee.ethz.ch/~mpt.

[16) TOGNETTI E. S.; OLIVEIRA, R. C. L. F.; PERES, P. L. D. Selective Hy and H, stabi-
lization of Takagi—Sugeno fuzzy systems. IEEE Transactions on Fuzzy Systems, v. 19, n. 5, p.
890-900, October 2011.

[17] LOFBERG, J. Yalmip : A toolbox for modeling and optimization in matlab. In: In Proceedings
of the CACSD Conference. Taipei, Taiwan: [s.n.], 2004.

[18] LABIT, Y.; PEAUCELLE, D.; HENRION, D. Sedumi interface 1.02: a tool for solving lmi
problems with sedumi. In: Computer Aided Control System Design, 2002. Proceedings. 2002
IEEE International Symposium. Glasgow, UK: [s.n.], 2002.

[19] AGULHARI, C. M. et al. The robust Imi parser: A toolbox to construct lmi conditions for
uncertain systems. In: Congresso Brasileiro de Automdatica (CBA 2012), Campina Grande, PB,
Brasil. [S.]1.: s.n.], 2012.

[20) TARBOURIECH, S. et al. Control design for bilinear systems with a guaranteed region of
stability: An Imi-based approach. In: 2009 17th Mediterranean Conference on Control and
Automation. [S.1.: s.n.], 2009. p. 809-814.

73



ANEXOS

74



