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LQR
Controle Otimo

@ Objetivo do controle 6timo: Encontrar uma lei de controle u(t) que minimize
um custo funcional J(x(t), u(t)), ou seja, encontrar u™(t) étimo solugdo do
problema

min J(x(t), u(t))
s.a x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo

cujo custo tem a forma

oo N
J:/ f(x(t), u(t))dt <Zf(x(k),u(k)), caso discreto)

k=0
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LQR

Regulador Linear Quadrético (LQR)

@ Minimizagdo de um critério quadratico associado a energia das varidveis de
estado e dos sinais de controle

x(t) : [0,00) » R" = /OOO ix,-(t)th = /OOO x(t)'x(t)dt (energia do sinal)

@ Compromisso entre as energias de estado e controle

J = min /00 (x'@x + u'Ru) dt (1)
0

u

em que Q > 0 e R > 0 ~» matrizes de pondera¢do (tipicamente diagonais)

Soluc3o por Riccati

A minimiza¢io do critério (1) com J = x(0)'Px(0) é obtida com u = —KXx,
K =R 'B'Pe P >0 solucio de

AP+PA—PBR'B'P+Q=0 2)
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LQR

Regulador Linear Quadratico (LQR)

Demostracdo: Defina v(x) = x'Px, P > 0. Para o sistema estavel, v(co) = 0,
entdo

u

J= min/ (x’(A’P +PA—PBRB'P+ Q)x+ 5’5) dt + v(x(0))
0
em que & = RY?u+ R™Y?B'P.

Tem-se que J = v(x(0)) = x(0)'Px(0) devido a (2) ser satisfeita e que
u=—R'B'Px implica £ = 0.

Observa-se também que (2) é equivalente a
(A—BKYP+P(A—BK)+KRK+ Q=0

garantido a que o sistema em malha fechada é exponencialmente estavel.

E. S. Tognetti LQR & LQG 4/21



LQR

Reescrevendo o problema LQR (1)

@ O problema de encontrar " (t) solug3o de

m(i? J(x,0) sa x=Ax+ B, x(0)=xo
u(t

cujo custo tem a forma
~_ [Z[x]'TQ S][x
J(X7 U) B /[; |:i\l:| |:Sl R:| |:i):| dt7

oE equivalente a

. I S T X = Ax+ Buu x(0) =xo
T(L?J(X’u)_/o Z'z dt =||z|]|; s.a { 2 — Cux+ Dyu

em que

A CZZ 0
u® R, B, 2 BRY?, Czé[R—msz DuéH

Cz,zsz: O, O: Q_SR715/ 20

@ Dessa forma, 2z =x'Qx + xX'Stt+ 'S’x + i’ Ry
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LQR

Reescrevendo o problema LQR (2)

@ O problema de encontrar uma lei de controle u = Kx solugdo de

min J(x, &1) s.a X = Ax+ Bu, x(0)=xo

u(t)

cujo custo tem a forma
[ [x]'TQ S][x
o= [ 1S 7 ]

oE equivalente a

QR S
{5/ R]zo

x = Ax+ Bu, x(0)=x

min J(x, u) = / Zz dt=||z]|3 sa z = Cx+ Du
0

u(t) u = Kx

em que

¢ [C D}: Q 5 =7Zz2=xXCCx+xCDu+uDCx+uvDDu
D’ S R —~ N <~ <~
s st R

Q

Ql/2 0
@ParaS=0: C= { 0 ] eD= |:R1/2:| = Zz=x'Qx+ v Ru
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LQR

Reescrevendo o problema LQR

Solucdao LMI ao problema LQR

@ As matrizes do sistema (A, B, C, D) podem ser consideradas incertas
@ Impondo V(x) + 2’z < 0, V(x) = x'Px, e integrandode 0 a T > 0,

T
V(x(T)) — V(x(0)) —|—/ Z'zdt<0
0
@ Supondo o sistema estdvel em malha fechada, quando T — oo tem-se
lim x(T)=0e lim V(x(T))=0= / 7'z dt < V(x(0)) = xgPxo
T—oo T—oo 0

@ Sistema em malha fechada

x = (A+ BK)x = Aux, x(0) = xo
z =(C+ DK)x = Cyx

entao ]
V(x)+2'z = x'(AyP + PAg + C/,Ca)x < 0

@ Para garantir a minimizacdo de J = ||z|[3 = x{Pxo,
minA sa > xgPx
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LQR
Reescrevendo o problema LQR

Teorema 1

Seja o sistema linear

x = Ax+ Bu, x(0)=xo
z =Cx+Du

Se existirem matrizes W = W' > 0 e Z tais que
min A s.a
A X
[Xo W] >0 (3)
[WA’—|—AW+Z’B—|— BZ «x

CW + DZ _y| <0

sejam satisfeitas, entdo o sistema com o ganho de realimentacio de estados
K = ZW ™! é assintoticamente estdvel e a funcdo custo J = min, f0°° Z'z dt
satisfaz J < x;W1xo.

@ Considerando qualquer xo num dado conjunto politépico Xy com vértices
conhecidos ~ resolver (3) para todo xp nos vértices de X
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LQR

Reescrevendo o problema LQR

@ Outra tratativa para as condi¢des iniciais: xo € Xo = {x : R" : x'Pox < 1}

@ Problema de minimizagdo

Y A . Po— P >0, P>0
man_/0 Zzdt = miny sa { ' P4 PAy+7~1CLCo < 0 (4)

@ As desigualdades acima, se satisfeitas, garantem
V-~17z<0
@ Integrando de 0 a oo, tem-se
2|2 < xoPxoy <7, VP<Py
@ As desigualdades (4) podem ser transformadas em LMIs por meio de

complemento de Schur e transf. de congruéncia com T = diag{W, I}, W = P!

Po I } 0 {He{AW +BZ} %

S _ —1
mmw.{l W CW + DZ il <0, K=2ZW
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LQR

Reescrevendo o problema LQR

Problema LQR como H,

@ Sistema em malha fechada pode ser reescrito de forma a ter condic3o inicial

nula
X = (A+ BK)x = Aax X = Agx + Buw
z =(C+DK)x=Cux = z = Cyx
x(0) =x x(0) =0

em que B, = xo e w = 0(t).
@ Seja a matriz de transferéncia Hu,, z = Hu,w, como w = §(t) entdo
min [|2|[3 = min [|hl[2 = Tr(B., PB.)

em que P é solucdo de
AP + PAq + CCy <0

@ O problema ¢ resolvido por meio de condicdes convexas aplicando as
manipulagdes algébricas vistas no controle de realimenta¢ao de estado com custo

Ho
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LQR

LQR para sistemas sujeitos a ruido branco

Norma 7, e variancia de processos estocasticos

@ Projeto de uma lei de controle u = Kx que estabiliza o sistema com ruido
branco Gaussiano, £{w} =0, E{ww'} = W§, W >0,

x =Ax+ Byu+ Buw, x(0)=0
z = Cx+ Dyu,

e minimiza
J £ lim £{'z}
t— oo
@ Solucdo:

Problema #,
min Tr(PB,WB,,)  s.a
(A+ BuK)' P+ P(A+ BuK) + (C: + DuK)'(C; + DuK) < 0

entdo J = Tr(PB., WB,,)
Condicdes:
(i) (A, By) estabilizavel

(i) D;D, > 0 (D, posto coluna completo)
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LQR

Problema LQR - formas alternativas (1)

@ Seja o sistema linear
X = Ax+ Bu, x(0)=xo
z = Cx+ Du

@ Seja a lei de controle u = Kx ~» fungdo custo
J:/ (X'QX—i—u'Ru) dt:/ (X'(Q+K'RK)X) dt
0 0

—/ooTr((Q—i—K'RK)xx') dt = Tr ((Q + K'RK)P) , Pé/mxx' dt
0 0

P é uma matriz simétrica definida positiva satisfazendo

(A+ BK)P + P(A+ BK) + xoxg =0 (5)
@ O problema ¢ solucionado por meio da formulagdo LMI (3 > 0: 1 < pxoxg e
da homogeneidade de (5), uP — P, p > 0)

AP+ PA+BZ+Z'B'+1<0

min  Tr(QP) + Tr(X)  s.a X RY2Z
P,Z,X 7/ R1/2 p | 0, P>0
em que K = ZP~!
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LQR

P

roblema LQR - formas alternativas (2)

@ Seja a lei de controle u = KXx, o sistema linear e o custo dados abaixo

x = Ax+ Bu, x(0)=x e /
{z — Cx+ Du J_/O (x'Qx + u'Ru) dt

@ Considerando o sistema em malha fechada estavel (V(x) = x’Px — 0 quando
t — 00), tem-se Jo= ()dt
V(x) + X' Qx+ t'Ru < 0 2> J < XiPxo < Amax(P)||0[3 < Te(P)||x0l[2 (6)
@ O lado esquerdo de (6) é garantido se a desigualdade abaixo é satisfeita
W(A+ BK) + (A+ BK)W + WQW + WK'RKW <0, W2 P 1 >0 (7)

@ (7) pode ser transformada em LMI através da aplicagdo do complemento de
Schur e da transformagdo Z = KW (opcionalm. R = RY2RY2 Q = 01/201/2)
@ A minimizacdo de J é feita através da minimizac3o de seu limitante superior
em (6)
mMin Amax(P) = maxp s.a W > ul e (7)

ou

min Tr(P) = min Tr(X '), P < X' = min —logdet(X) s.a W > X e (7)
Obs.: Tr(P) < Tr(X ') < logdet(P) < logdet(X ) = —logdet(X) = — ) _log(\i(X))
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Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG

Controle LQG

Considere o sistema

X = Ax+ Bu+w, x(0) = xo
y =C+v

@ w e v s3o ruidos brancos (varidveis estocasticas) de média nula e
covaridncias Q, >0e R, >0

@ Problema: Encontrar uma lei de controle u(t) que minimiza a fung3o custo

T—o0

;
J= lim 5{/ (X/QX—FU/RU)df}, R@>0, R>0
0

~ Combinacdo do controlador LQR, que minimiza um critério quadratico, e do
filtro de Kalman, que minimiza a varidncia do erro de estimagado

~~ Projeto da lei de controle 6tima u = Kxr e do ganho do filtro de Kalman L
independentes (Principio da Separa¢go)

~ Matrizes Q, R, Q, e R, ~ pardmetros de projeto
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Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG

Projeto do Observador
@ w e v sdo ruidos brancos (varidveis estocasticas) satisfazendo
E{w(t)} =0, &{v(t)} =0, (média nula)
E{v(t)v(T)'} = 0,E{w(t)w(r)'} = 0,t # 7 (n3o correlacionados no tempo)
E{v(t)w(t)’} =0 (n3o correlacionados entre si)
E{w(t)w(t)'} = Quw >0, E{v(t)v(t)'} = R, >0 (matrizes de covariancia)

@ Filtro de Kalman
X = (A—LC)xs + Bu+ Ly

com ganho L que minimiza a varidncia do erro de estimacdo £{e’e}, e = x — x¢,
dado por

L=SC'R;'Y, SA+AS—SC'R;'CS+Q.=0 (8)
@ S > 0 solugdo de (8)

@ Hipétese: (A, C) observavel e (A, B,,) controldvel, em que Q. = B;, B,
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Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG

Projeto do Controlador

@ Problema LQR: encontrar lei de controle u = —Kx que minimize
/ (X' Qx + u'Ru) dt
0
para as trajetdrias de x = Ax + Bu. O ganho étimo é dado por
K=R'BP, AP+PA—PBR'BP+Q=0 (9)
@ P > 0 solugdo de (9)

@ Hipétese: (A, B) controldvel e (A, C,) observével, em que Q = C,C,
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Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG

Solucao do problema LQG

@ Lei de controle u = —Kx¢ que resulta no sistema em malha fechada

X =Ax+ Bu+w, y=Cx+v
X = (A— LC)xr + Bu + Ly, u= —Kxr

m - {A P thLc] m + [W " LV] (10)

@ De (10) verifica-se o Principio da Separagdo

que resulta em

@ Se (8) e (9) n3o se verificam mas os modos n3o controldveis e ndo observaveis
s3o estdveis ~~ sistema em malha fechada ainda € estdvel e P > 0e/ou S >0

@ O controle LQR apresenta propriedades de robustez (ex.: para R = rl tem ao
menos 60° de margem de fase e margem de ganho infinita em cada canal). O
Filtro de Kalman e o LQG n&o apresentam garantias de robustez.
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Regulador Linear Quadratico Gaussiano — LQG

Problema LQG: sistema em malha fechada

lw l V
x=Ax+ Bu-+w
+ y=C+v

X = (A—LC — BK)xs + Ly
u = —KXf

Figura: Representacdo do sistema em malha fechada do controle LQG.
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Reescrevendo o problema LQG (1)

Solucao com LMiIs via Principio da Separacao

@ O problema LQG pode ser reescrito como

%X = Ax+ Bu+ Buw, x(0)=xo { xr = Axs + Bu+ L(y — Cxf)

y =Cx+ Duw

z =Cux+Du Fungdo objetivo: J = tIano E{Z'z}
em que

~ CC,=Q, DD,=R e C.D.,=0

@ Dindmica em malha fechada
x| _[A+BK BK X n Bw W
el 0 A—LC| |e B, — LD,

X

z=[C+D:K —D.K]
e

—
—

~» Obs.: Se considerado u = Kx, tem-se z = (C; + D, K)x
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Reescrevendo o problema LQG (1)

Solucao com LMiIs via Principio da Separacao
Procedimento de Projeto:

© Projeto do ganho de realimentac3o de estados que minimiza (LQR)
/ (X' Qx + u'Ru) dt,
0

ou seja, minimiza a norma H> da func¢3o de transferéncia do sistema em
malha fechada considerando a lei de realimentacio de estados u = Kx,
||Haz|[5, dada por

por
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Reescrvendo o problema LQG (2)

Solucdo com LMls via controlador dinamico de saida

@ O problema LQG pode ser reescrito como

X =Ax+ Bu+ Byw, x(0)=0
y =+ Duw J=lim £{'z}

z = Cyx+ D,u e

em que w é um ruido branco Gaussiano de média zero e covaridncia W > 0
@ A solugdo do problema é dada pelo controlador dindmico de saida

X = Acxc+ By, x(0)=0
u = Cxc+ Dcy

@ Resolver J = lim £{z'z} em termos do Gramiano de controlabilidade
t— o0

J<Te(CYT)
Y >0: AY + YA + B ,WB,, <0

~ A, B, CeD (D=0) ~ matrizes do sistema aumentado em malha fechada

~ Projeto via técnicas de realimentag¢do dindmica de saida com custo H»

~> Permite tratar o caso em que as matrizes do sistema s3o incertas
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