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Estabilidade

Estabilidade Exponencial

Definicdo 1 (BEFB:94)
Um sistema € exponencialmente estavel com taxa de decaimento v > 0 se existir
uma constante positiva 3 tal que, toda trajetdria dos estados x(t) € R" do

sistema satisfaca
Ix(e)I| < BlIx(O)|le™™,  t>0,

)\max P 7 . ~ Zang
em que = )\7((,3)) e P é a matriz da fun¢do quadratica de Lyapunov
min
V(t,x) = x(t)' Px(t).
) w
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Relsigncia Péndulo Invertido

X =[ x1; x2; x3; x4]
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Perturbagdo no u(t)

Perturbagdo no angulo
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Estabilidade

Estabilidade Exponencial de Sistemas Dependentes de Parametros

Teorema 1

Dados os escalares positivos v e i, se existir uma matriz simétrica positiva
definida W € R"™", matrizes G; € R"*" e Z; € R™*" tais que
Ti<0, i=1,---,N 1)
7—Ij+7—ﬂ<07 ’<J:177N
em que
a | AG+GA +BZ+ZIBi + 2yW W + u(AiG + BiZj) — G}
T = / (2)
* —m(Gi + Gf)
ent3o a lei de controle u(t) = Z(a)G(a) 'x(t) com
N N
Z()=> aiZ, G(@)=> aG (3)
i=1 i=1
€ uma lei que estabiliza o sistema com taxa de dacaimento ~y para todo o € U.

.
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Estabilidade

Demonstracao

Primeiro, defina a matriz do sistema em malha fechada

A(a) £ A(a) 4+ B(a)Z(a)G(a) ! (4)

N N
A
o) £ D aioyTy =
i

{A a)+ G(a)'A(a) +29W W + uA(a)G(a) — G(a)
* —1(G(a) + G()')

Observe que se as LMIs (1) sdo satisfeitas entdo T(a) < 0, pois

N N
Oé) <0<:>ZZO¢,'O(J'T,'J'<O

i=1 j=1

<:>ZO£ Tu‘FZZaO‘J(TU"‘TJI)

Jj=1i<j
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Estabilidade

Demonstracao

Pré e pés-multiplicando T(cr) < 0 por [/ A(c)] e pela sua transposta,
respectivamente, tem-se

A(Q)W + WA(a) +2yW < 0. (5)
Seja P2 W™!, pré e pés-multiplicando (5) por W™, tem-se

A(Q)'P + PA(a) 4+ 2P < 0. (6)

Seja a fun¢do de Lyapunov

V(t,x) = x(t) Px(t),
a LMI (6) é equivalente a

x(t)" (A(e) P + PA()) x(t) + x(t)' (2vP) x(t) = V(t,x) +2vV(t,x) < 0. (7)
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Estabilidade

Demonstracao

A resolucio de V(x) < —2vV/(x) fornece V(t,x) < V(0,x(0))e~2" e, portanto

Amin(P)|Ix(8)]I < X (£)Px(t) < Amax(P)|Ix(8)]I%,

implica

Anin(P)Ix(2)]|* < V(0,x(0))e ™

/\max( )
min(P)

[Ix(0)[[*e ™.

Assim,

)\max(P) —'\/t
()] < (P )Il x(0)lle

Portanto, o sistema em malha fechada é exponencialmente estavel com taxa de
decaimento .
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D-Estabilidade
D—Estabilidade

Definicdo 2 (D—estabilidade)

O sistema linear invariante no tempo x = Ax é D-estdvel sse todos os autovalores
de A pertencem a sub-regido D C C do plano complexo.

>
Definicdo 3 (Regido LMI)

Uma sub-regido D do plano complexo é denominada de uma regido LMI se
existem matrizes L = L' e M tais que

D={seC: L+sM+s"M <0}

em que s = o + jw.

~
Exemplo de Regices LMls

Q SemiplanoD={s€ C:R(s) < a} ~ L=2ae M=1;

0 0

sin 6 cosf
—cosf sind

@ Disco de raio r e centro em (—c¢,0) ~ L = {—Cr C] eM= {0 1]

© Setor conico com angulo interno 20 ~» L = 0xx2 e M = {

>
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D-Estabilidade

D—Estabilidade

Teorema 2

O sistema x = Ax é D—estdvel sse existe uma matriz simétrica definida positiva
P tal que

LRIP+M®(PA)+M ®(AP)<0

. ~
SejaD=D1NDrN...N Dy ainterseccdo de regibes LMls dadas, o sistema
x = Ax é D—estavel sse existe uma matriz simétrica definida positiva P tal que

Li®P+ M ®(PA)+ M ® (AP) <0, i=1,...,¢

emqueD;={s€C: Li+sM+sM <0},i=1,..., ¢

\

~> Para duas matrizes A e B, o produto de Kronecker é dado por

A® B = [A;Blj.
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D-Estabilidade

D—Estabilidade

@ Seja o sistema politdpico
x(t) = A(a)x(t) + B(a)u(t) (8)
em que

(A, B)(a) = Zai(A;, B)).

Teorema 3

Para uma dada regido LMI D C C™, se existir uma matriz simétrica definida
positiva W = W' > 0 e uma matriz Z tais que as seguintes LMIs sdo factiveis

LW+ M® (AW +BZ)+ M @ (WA +Z'B/)<0, i=1,...,N

ento o sistema (8) com o ganho de realimentacio de estados K = ZW ™! &
D—estavel.
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