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Normas de Sinais
Sinais

Fung¢do mensurdvel (Lebesgue) que mapeia R — R”,
S={f:f(t) e R", Vt € R}

4

Espaco vetorial de sinais

Conjunto de sinais, S, com suas operagdes usuais de some e multiplicagdo por
escalar sob um corpo F = R: (f + g)(t) = 7(t) + g(t), (af)(t) = af(t),
Vte R, Vf,g €S

Notag¢3do:
@ u(t): valor do sinal no instante t
@ u: sinal para todo t
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Definicdo 1 (Norma)

Seja V. um espaco vetorial e um operador ¢ : V — R4 U oo. Entido ¢ é uma
norma em V se satisfaz

i Nio negatividade: ¢(v) >0

ii Homogeneidade: para ¢(v) < oo, ¢(av) = |a|p(v)
iii Desigualdade triangular: ¢(v + w) < ¢(v) + ¢(w)
paratodoa e Rev,we V

\

@ Notacdo: ||v||x £ ¢(v); ||v(t)||x norma x do vetor v(t) € R”

L,[0,00) — Espaco de Lebesgue das fun¢des mensuraveis

@ Seja uma fungdo f : [0, 00) — R”

(e} 1
I1F]l. é{ (S NIF ()P dt) /p<007 1<p<oo
" sup, ||f(t)|] < oo, p=oc

em que [|f(t)|], = (5, |£(2)]")"(max; | fi(t)], se r = c0) é a norma vetorial-r
do vetor f(t). No geral r = 2 e, para facilidade de notagdo, £, = L,

A\
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Norma L., — norma de pico

@ Sinal escalar u(t) € R
|lulleo £ sup |u(t)|
t>0

Norma L (sinal vetorial)

s 0 , n
lelles = o losllles = e [esl@f,  ol@ €

@ Sinais persistentes ou transientes.
@ Interpretagdo: valor de pico (menor valor do limitante superior de u)

3

ol el

u(t)
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Norma RMS (Root-Mean-Square)

@ Sinal escalar u(t) € R

A 1 T ) 1/2
lull = (im 2 [ ueee)

Norma RMS (sinal vetorial)

1 T 1/2
[|ul|ms = <T|inoo ?/O u(t)’u(t)dt) , u(t) e R”

@ Obs.: u(t)'u(t) =< u(t),u(t) >= ||u(t)||3 (norma Euclidiana)

@ Sinais persistentes

@ Medida de estado estaciondrio, ndo afetada por transientes

@ Interpretag¢do: poténcia em estado estaciondrio de um sinal (em circ. elétricos
seria a poténcia média dissipada num resistor por uma tensdo u)
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Norma RMS (Root-Mean-Square)
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Norma RMS - Sinais Estocasticos

@ Sinais modelados como um processo estocastico estaciondrio
@ Sinal escalar u(t) € R

ullne 2 (ETu(e?) "

Norma RMS (sinal vetorial estocdstico)

lellms 2 (ETu(eyu(®])* = (ENuIP) ", u(t) e B"

em que E[x] é a esperangca matematica (média) da varidvel aleatéria x com
funcdo densidade de probabilidade (pdf) f(x), dada por

E[x] = [ o; xF(x)dx

e E[x?] é chamado de segundo momento
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Norma RMS - Sinais Estocasticos

Definicdo 2 (Matriz de Autocorrela¢do)

Ry(T) 2 E[u(t)u(t +7)']
Interpretacoes:
@ Padrdes de repeticdo

@ Quanto um valor é capaz de influenciar seus vizinhos
@ Obs.: C, = E[u(t)u(t)'] = R,(0) :

matriz de covaridncia (sinal de média nula)
Definicdo 3 (Densidade espectral de poténcia)

Su(jw) = /oo Ru(T)e “dr

—o0

Interpretacoes:

@ Transformada de Fourier de R,(t)

@ Distribuicdo da poténcia um fun¢do da frequéncia wrad/s]
@ Ruido branco: Ru(7) = d(7), Su(jw) =1 (Su(jw) = 1).
E. S. Tognetti
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Norma RMS - Sinais Estocasticos

[lulloms = Efu(t) u(t)] = E[Tr(u(t) u(t)] = Tr(E[u(t)'u(t)]) = Tr(R.(0))

Norma RMS (poténcia de um sinal estocastico)

2 1 o . . 2 n
llullms = Tr(Ru(0)) = - /m Tr (Su(jw)) dw = ; luillims, —u(t) € R

o'
@ u é um sinal de poténcia se IR,(7) < oo, V7
@ conjunto de sinais de poténcia finita P = {u : ||u|[>ms = Tr(Ru(0)) < oo}

@ conjunto dos sinais de densidade espectral de poténcia finita

Sp & {u: ||ull% £ 11Su(jw)lloe = Sup Tmax(Su(jw)) < 00}

A\
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Norma £, - norma de energia

lulle = ([ uteytae) -

@ Sinal escalar u(t) € R

Norma L (sinal vetorial)

5 1/2 n 1/2
lulle 2 ([ nuo)Pet) =<Z||uf||2> W er

@ Sinais transientes (decaem a zero com o tempo, ||u||ms = 0)
@ Raiz quadrada da energia total.

Sinais discretos no tempo - norma /5

o 1/2
llull> £ <Z|IU(k)II2dt> o u(k)eR
k=0
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Normas de Sinais

Normas de Sinais

Norma £, - norma de energia

@ Pelo Teorema de Parseval, a norma £> pode ser computada como uma norma
L> no dominio da frequéncia

Norma £> (dominio da frequéncia)

llull2 = (% /: U*Uw)UUW)dW) » UQw) = F{u(t)} e R

@ A energia total do sinal no dominio do tempo ¢ igual a energia total da forma
de onda no dominio da frequéncia (energia da forma de onda da transformada de
Fourier somada através de todas as suas componentes)
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Espacos de Sinais

Espacgos de Sinais

Espacos de Lebesgue £,

Espago de Lebesgue L2(—00,00)

@ Espaco dos sinais quadraticamente integraveis (energia finita)

La(~00,00) = {f €8 [[fl]2 £ (/w ||f(r)||2dr)1/2 < o0}

—o0

Espago de Lebesgue £2(—o0, 00)

@ Espaco dos sinais quadraticamente somaveis (energia finita)

. 1/2
lo(—00,00) = {f €S:||f|]» £ ( > ||f(k)||2dt> < oo}

k=—oc0

ot

~ Lo(—00,00) (L£2) é um espago de Hilbert de fun¢des matriciais no R (C) com
produto interno

<fg>t /oo Tr (F/(8)g (1)) dt << flg>2 % /: Tr(f*(jw)g(jw))dw>

oo
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Espacos de Sinais

Espacgos de Sinais

Espacos de Lebesgue £,

@ O espaco de Lebesgue também pode ser definido para sinais no dominio da

frequéncia,
Sr={f:Cw C", f*(jw) = f'(—jw),w € R}

Espaco de Lebesgue £> (dominio da frequéncia)

1

L= {feSr:||f]l 2 (g /- f*(fw)f(jw)dw)l/z < o0}

@ Da identidade de Parseval

IIfll2 = [|f]l2, € Lo(—00,00), f(jw)=F{f(t)}= /_OQ F(t)e 7 dt

@ Obs.: Transformada inversa de Fourier:
Ez(—oo, OO) = £2

—1c%/- 1 > . . jwt
FUIWY = 5 [ Hw)e s 0. 0) = s

— 00
~> A Transformada de Fourier é um isomorfismo no espaco de Hilbert entre L(—o0, 00) € Ly (F é um

mapeamento linear bijetivo que preserva o produto interno e a norma). V' é um espaco de Hilbert se V' for um espaco
vetorial completo com a norma derivada do produto interno (é um espaco de Banach, esp. vet. normado e completo).
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Espacos de Sinais

Espacgos de Sinais

Espacos de Hardy #,

@ Espaco das fungdes de uma varidavel complexa que sdo analiticas no semiplano
direito aberto e tém norma finita

Espacos de Hardy H>

Ho={f:C— C",f(s) = f'(3); f(s—a+Jw) é analitica em IR(s) > 0;

1/2
[|f]|2 & ( f (a+1w)f(a+jw)dw) < oo}

Fun¢do Analitica

@ Uma func3o analitica é uma funcao que pode ser localmente expandida em

séries de Taylor
@ Todas as fungdes de transferéncia estaveis sdo analiticas no semiplano direito

aberto
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Espacos de Sinais

Espacgos de Sinais

Espacos de Hardy #,

Vf € Ho, 3 fr(jw) = IimO f(a+ jw)
a—
em que
i frelo

ii f > fr é linear e injetiva (para cada elemento da imagem ha apenas um
elemento no dominio)

i ||fell2 = [1£]]2

logo, H> é um subespaco fechado de L5, i.e, f € Hy — fr € Lo, e portanto H, é
isomorfo a £2[0, co) por meio da Transformada de Laplace

@ Norma Hs:

e = (& | o) <o)
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Normas de Sistemas

Normas de Sistemas

Sistema Linear Invariante (LTI)

@ Um sistema é um mapeamento de um espaco de sinais (entradas) para outo
espac¢o de sinais (saidas),

H:S—S - H -
w— z=Hw

@ No dominio do tempo tem-se z(t) = h(t) * w(t) e, no dominio da frequéncia,
z(s) = H(s)w(s), em que h(t) = L7 {H(s)}

Ganho induzido de um sistema

IHI[ £ sup = sup ||Hw]||
[Iwl|#0 [[wl] [|w]|<1

Interpretacoes:
@ Fator maximo de escalonamento de um sinal, medido por uma determinada
norma
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Normas de Sistemas

Normas de Sistemas

Resposta RMS a entrada ruido

w z
YL H

Sw(w) Sz(w) = H(jw)Sw(w)H" (jw)

Ent3o, para H estavel,

0o 1/2
1l 2 lallors = (55 [ 7o (HG)S )G} )
pois
Ru(7) = E[z(t)Z'(t + 7))
= E[h(t) * w(t)w'(t + 7) * h(t)]
= E[h(t) * Rw(7) * h(t)]

S.(jw) = F{Ru(7)} = H(jw)Sw(w)H" (jw)
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Normas de Sistemas

Normas de Sistemas

Norma 7#,: resposta RMS ao ruido branco

@ Considere um ruido branco (média nula, covaridncia unitdria — Sy (w) = /), ou
seja, w é um sinal de densidade espectral de poténcia finita (w € Sp)

2w

oo 1/2
@ Norma H» (sistemas estaveis SISO):  ||H||» & (i/ |H(jw)|2dw>

Norma H, (sistemas estaveis MIMO)

IH]|2 £ (% /_Z Tr(H(jw)H*(jw))dw>l/2
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Normas de Sistemas

Normas de Sistemas

Norma 7#,: resposta RMS ao ruido branco
@ Como ||H||2 < oo (para sistemas instéveis ||H||2 = o0), z € P (a saida é um

sinal de poténcia finita)

@ A norma H; de uma fungdo de transferéncia é a norma RMS da sua saida
quando excitada por um ruido branco (variancia da saida)

@ Portanto, a norma H, é um ganho induzido S» +— P (sinais de densidade
espectral de poténcia finita para sinais de poténcia finita)

@ ||H||]2 < o0 <= H(o0) = 0 (fung¢&o racional estritamente prépria)

@ Se a covaridncia @ de w n3o é unitdria, é possivel fazer uma transformagio
(W = Q Y2w, W com covaridncia unitéria e Q'/2 incorporado ao sistema).

@ Ruidos coloridos podem ser considerados como sendo a saida de um filtro F(s)
com ruido branco na entrada e F(s) incluido no cdlculo da norma.

@ Em geral a norma H> é usada quando ha informacdo do conteddo espectral da
entrada.
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Normas de Sistemas

Normas de Sistemas

Norma H,: resposta £, ao impulso

@ Pelo Teorema de Parseval, no caso SISO

IH]l2 = (/w h(rfdr)m = ||z

que é a norma L, da resposta ao impulso h do sistema LTI. Ent3o, a norma H»
de um sistema é a norma L (energia) da sua resposta a entrada impulso unitario
0(t). Outros tipos de entradas transientes podem ser considerados como sendo
gerados a partir da reposta ao impulso de um filtro F(s) conhecido, incorporado
ao computo da norma.

@ E caso MIMO
[eS) 1/2
1Hl[> = (Tr (/ h(t)h(t)/dt>>
0
" n 1/2
= [ DD IH;E
i—1 j=1

que é a soma dos quadrados das normas H. de cada fun¢do de transferéncia que
compde a matriz de transferéncia H(jw).
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Normas de Sistemas

Normas de Sistemas

Norma 7, (caso MIMO)
@ Em termos dos valores singulares matriz de transferéncia H(jw),

ai(H(jw)) 2 (Ai(H" (jw)H(jw)))"*

Ent3o,

Norma H> (MIMO)

- n 1/2
[|H||]2 = (% /_ ZU,’(HUUJ))szJ> , n = min{n, n.}

~> Ent3o, o quadrado da norma H: é a area total sob o grafico do quadrado dos
valores singulares, na escala de frequéncia linear.
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Normas de Sistemas

Normas de Sistemas

Norma #, Generalizada (GH,)

@ Ganho induzido w € £ — z € L2 (ganho energia-pico)

Hw . 1 o ) Y. 1/2
I £oo.c0) = sup [IHwloe _ Amax (E/ H(jw)H (Jw)dw)

we Lo l|wll#0  |[w]l2 oo

@ O operador Amax(+) é substituido por diagmax(-) se w € Lo — z € Loo,c0-
@ Para saida escalar: |z(t)| < [|H||2 - [|w]|2, logo ||H||(zo,z0) < |IH]|2-

@ Para o sistema descrito na forma espaco de estados (A, B, C,0)

o I H (Lo, 22) = Amax(CQC'), @ = Q' > 0: AQ + QA" + BB’ = 0.

Ganho de Pico (Norma L)
@ Ganho induzido w € Lo — z € L (ganho de pico)

s

we AWl
P

H[|(£ oo,z
(Foorfoo) = llioero Wil

_ /0°° |h(t)|dt = ||h(2)]]:

E. S. Tognetti Normas de Sinais e Sistemas 26/40



Normas de Sistemas

Normas de Sistemas

Norma #..: ganho RMS ou norma induzida £,

|| Hw|[rms
H||rms—gn = _—_— ho RMS
|| || &l Hw\s\l‘,],z#O ||W||rm5 (gan o )
|[Hwl]>

S Tl (norma induzida £»)
w||2#0

= sup |H(jw)|, para H estavel

~> Norma da magnitude méxima de H(jw), ou seja, mdxima resposta de pico a
uma entrada senoidal de amplitude unitéaria

@ Ao contrario da norma Hz, apropriada quando se conhece pouco sobre as
caracteristicas espectrais da entrada w

@ Na teoria controle, norma Ho, tem papel central na andlise de estabilidade de
sistemas realimentados incertos (small gain property)

Norma H (SISO)

IH]lso = [|Hllrms—gn = sup [H(s)]
R{s}>0
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Normas de Sistemas

Normas de Sistemas
Norma #..: ganho RMS ou norma induzida £,
Norma Hoo (MIMO)

[H]loo £ [[H]lms—gn = sup omax(H(s)) = sup omax(H(jw))
R{s}>0 w>0

10 Outra interpretacdo:
S L LML LL LA LA LL L LS L L LA LA LL 2 @ Entrada senoidal ~ saida senoidal

w(t) = woet = z(t) = 2™,
com zp = H(jw)wo

~> Isso implica na relagdo de normas:

llzo]] = H{jw)wo < omax(H(jw))||wol|
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Normas de Sistemas

Norma H..: sinais estocasticos

= H

Sw(w)

Sz(w) = H(jw)Sw(w)H" (jw)

@ Para sistemas SISO e H estével,

1 i . . 1 o
el = 5 [ G Su(w)dw < sup [HG) 5= [~ Sulw)d = [[HIEewllne

@ Para todo ||w||ms # 0,
Hw 2
WFwlz < )i

[lwll2
@ Para w ruido branco (Sw(jw) = 1), S:(w) = H(jw)H* (jw). Se

H € Loo 2 {H :||H||oo £ sup,, dmax(H(jw)) < 00} entdo
[|S2(w)]|oo = [|H||oo < o0 €, portanto, z € Sp (z tem densidade espectral de
poténcia finita)
~» a norma Lo € o ganho induzido Sp — Sp
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Norma H

Norma H: ganho induzido £

IH(s)lloo <7 & [lzll2 < AllWll2, w e Ly
o 2/ (1)z(t) < 2w (t)w(t)

~> A norma H.o é caracterizada pelo menor valor de

A norma Ho é o ganho induzido £> — L>

As seguintes associagdes sdo verdadeiras

IH(S)loo <7 & |[HW][ms <7, V[W]lms <1

[IH(s)||2 < v < [|HW]|ms < 7, w ruido branco
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Normas de Sistemas

Input u(t) | Output z(t) Signal Norms Induced Norms
2 oo e
. i ol = [l Il
(1]
2 ,
Sp Sy lells = ISuulloo Gl
5 1 R
5 Pl =g [ TacelSus | Gl
2o _ 1 [%
P P ulp =g [ TceSwtionds | Gl
[lu|l, = sup max |u;(t)| max ||gil,
T d i
Lo Loo
%
Il = sup (o) < [ latonan
0

Figura: Resumo de ganhos induzidos de sistemas [Zhou & Doyle].
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Espacos de Sistemas e Estabilidade

Normas de Sistemas

Estabilidade de sistemas

Estabilidade £>

Um sistema H(jw) é estavel se
w € £3[0,00) = z = Hw € £;[0,0) dominio do tempo
ou H(s) é tal que

weL, = z=HweL, dominio da frequéncia

- -

Condicdo suficiente

sup omax(H(jw)) < 0o <= H(jw) n3o tem pdlos no eixo imagindrio

ot
Espaco Lebesgue Lo

Loo 2 {H :||H||oo £ sup omax(H(jw)) < oo}

em que ||H||c é a norma Lo

\
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Espacos de Sistemas e Estabilidade

Normas de Sistemas

Estabilidade de sistemas

[[Hwll2 < [[H]|ool[wl]2, YW € Lo,
ouseja, HE Loo = z=Hw € L,

@ Demostragao

Il = o= [ (i) (HG)w(je) e
=50 | lIHGww(ie) P
<o [ o HGW) )
< sup o (HU)P 5 [ Iwlie) P
< IIHIE 1wl

Assim, para w € Lo, ||Hw||3 < 00 & H € Lo
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Normas de Sistemas

Estabilidade de sistemas

Estabilidade #H>

Uma fun¢3o de transferéncia H(s) é estavel se

weH, = z=HweH dominio da frequéncia
pois £2[0, co) é isomorfo a Ho

Condigdo necesaria

Como z € H; requer z analitica no semi-plano direito aberto é necessdrio H
analitica no semi-plano direito aberto (pélos de H no semi-plano esquerdo para H
racional — estabilidade interna)

Condic¢do suficiente

sup sup omax(H(a + jw)) < oo
a>0 w
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Normas de Sistemas

Estabilidade de sistemas

Espaco Hardy Hoo

Hoo = {H : H analitica em IR(s) > 0; ||H||cc = sup sup omax(H(ca + jw)) < co}
a>0 w

~> Portanto, H é estivel & H € Ho

@ Tem-se ||Hr||oo = ||H||co (Hoo € L) €, portanto,

[|Hl[co = sup omax(H(jw))

@ Observe que || - ||oc denota as normas Hoeo € Loo
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Propriedades de Ganhos

Propriedades de ganhos

Associacao em Cascata

Conex3o em cascata

[|[HoH|| < [|H2]| - || Hal|
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Propriedades de ganhos

Associacao em Realimentacao

Conexdo em Feedback

w + H » Fung3o de transferéncia de w para z
+
G = (I — HiH) "Hi = Hi(l — HoHi) ™t
H, assumindo det(/ — HiH>) # 0
(realimentagdo bem posta)

Condi¢3o de ganho pequeno (small gain condition)

[1Ha ] oo
|Hilloo - [[Halloo <1 = [G]loo <
1— |[Hifoo - [|Hz|loo

e G bem posta

Teorema do pequeno ganho (small gain theorem)

[Hloo - [|Helloo <1 == G & Lz — estavel

~» Também poderiam ser obtidos para outras normas induzidas
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