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Observagdo sem ruido

Introducao - Filtros e Observadores

@ Nem sempre os estados estdo disponiveis para realimentagio

@ Estimag3o dos estados através de filtros dindmicos
Xr(t) = Arxe(t) + Bru(t) + Kry(t)
@ Solugdo para o caso de sistemas LTI sem incertezas:
Observador de Luenberger (1966): caso deterministico
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
@ Kr (ganho do observador) ~» dindmica do erro converge para zero

Filtro de Kalman (1960) e Kalman-Bucy (1961): caso estocastico
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + w(t)
y(t) = Cx(t) + v(1)

@ Kr (ganho de Kalman) ~~ minimiza a variancia do erro de estimagdo
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Observagdo sem ruido

Observador de ordem completa

@ Seja o sistema
X(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo
y(t) = Cx(t)
xe€R", ueR™eyeR™.
@ Suponha posto(C) = n, (n3o ha redundancias nas varidveis medidas)
Objetivo

Obter estimativa x¢(t) de x(t) através de um filtro dindmico.

Considere um filtro de ordem completa (ns = n)
Xf(t) = Afo(t) + Bfu(t) + Kfy(t), Xf € R". (2)

As matrizes Ar, Br e Kr devem ser determinadas tais que as seguintes condi¢coes
sejam atendidas (observador de Luenberger):

(i) fim (x(t) = xr(£)) = 0

(i) A dindmica de e(t) = x(t) — xr(t) deve depender apenas da condi¢do inicial
e(0) = x(0) — x¢(0), ou seja, ndo depende de u(t) e y(t)
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Observagdo sem ruido

Observador de ordem completa

@ Varidvel estimada: x¢(t)
@ Erro de estimagdo: e(t) = x(t) — x¢(t)
@ Dindmica do erro de estimacio:
e=X—Xr

= Ax + Bu — (Asxr + Bru + Kry)

= (A — KfC)X + (B — Bf)u — Arxr

= (A — KfC)(e +Xf) + (B — Bf)u — Arxr

= (A — KfC)e =+ (B — Bf)u — (A — KrC — Af)Xf
Para atender (ii),

Ar=A—K:C, Br=B
que resulta em
é=(A—-K:CQ)e, (A — K¢ C) estdvel ~» condi¢do (i)

Observador de Luenberger de ordem completa

Xf = (A — KfC)Xf + Bu + Kry (3)
xr = Axr + Bu + Kr (y — CXf)

E. S. Tognetti Observadores de Estado e Filtragem 4/30



Observagdo sem ruido

Observador de ordem completa

Projeto do ganho do observador

@ Projeto de Kr tal que A — K¢ C estdvel (autovalores no semiplano esquerdo)

@ Problema dual ao projeto de realimentacdo de estados (A — A, B — C' e
K — Kf)

Definicdo 1 (Detectabilidade)

O sistema linear invariante (1) € detectavel se os modos no observdveis
(quando existirem) s3o estdveis.

A\

Teorema 1

O sistema (1) € detectdvel se e somente se existem matrizes S =S’ >0 e Y tais
que
AS+SA+C'Y +YC<0

E ainda, o ganho do observador (3) que torna a dindmica do erro de estimagdo
exponencialmente estavel é dado por Kr = —S7'Y.

\
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Observagdo sem ruido

Observador de ordem reduzida

@ Alguns estados sdo medidos (y(t)) e outros ndo (w(t))

@ Mudanca de varidvel
wo-mo-[]. T[4

em que R é arbitrariamente escolhida tal que 37" e w(t) = Rx(t) é a parte do
vetor de estados a ser estimado.

@ Transformag3o de similaridade
2(t) = TAT 'z(t) + TBu(t)
y(t) = CT'2(1),

em que

TAT1 — {An A12}

Axn  Ax
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Observagdo sem ruido

Observador de ordem reduzida

@ Dindmica das varidveis que deseja-se estimar

w(t) = Anw(t) + Aay(t) + Bau(t)

@ Representacido genérica do filtro

E(t) = Ar&(t) + Eru(t) + Bry(t)
we(t) = Cr&(t) + Fru(t) + Gry(t)

@ Para garantir as condi¢cdes (observador de Luenberger):
(i) fim (w(t) — wi(£)) =0

(i) A dindmica de e(t) = w(t) — wr(t) depende apenas de (0)

escolhe-se Fr = 0 e Cr = | e as demais matrizes do filtro devem satisfazer

Ar = Az — GrAuw, Er = B, — GrB;, Bf = A1 — GrAu + ArGr
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Observagdo sem ruido

Observador de ordem reduzida

@ Observador de ordem minima

{ £ =Af+ (B — GBi)u + (An — GrAu + ArGr)y
wr =&+ Gry

que fornece uma estimativa wr e cuja dindmica de erro de estimag3o
e(t) = w(t) — wr(t) é dada por

e= (A22 — GfA12)e
@ Gr é projetado tal que Axn — GrA12 é estavel

@ Estimativa de x¢ por meio dos estados medidos (y) e observados (ws)
"
wr

@ Obs.: O projeto de filtros de ordem completa e reduzida serd visto com mais
detalhes na aula de Filtragem.
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Realimentacdo de Saida sem ruido

Controle baseado em observador

@ Deseja-se projetar um ganho Kr para o observador de estados e um ganho K
de realimentagdo de estado estimado xr, u = —Kxr

X = Ax+ Bu, y = Cx
XF Axr + Bu + Kf(y — CXf),
u = —KXf

@ Adotando e = x — xf, tem-se

e P | S N

A

@ Autovalores de A ~~ raizes da equag3o caracteristica

det (s/ - Z\) — det (sl — (A — BK))det (sl — (A— K¢C)) =0

Principio da Separacio

Obtenc¢do do ganho de realimentacdo de estados e do estimador s3o
independentes.

~+ Escolher pélos de (A — KrC) de 2 a 6 vezes mais répidos que os de (A — BK).
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Realimentacdo de Saida sem ruido

Controle baseado em observador

Sistema em malha fechada

r “ X = Ax + Bu Y
+ - y:CX -
Xf
K = xr = Axr + Bu + Kf(y - CXf) -

sl x=(A—KfC— BK)xr + Kry + Br x = Ax + Bu

u=r— Kxr y=Cx

Yy <

v

Figura: Representacdes equivalentes do sistema em malha fechada do
controle baseado em observador de estados.
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Realimentacdo de Saida sem ruido

Controle baseado em observador

Sistema em malha fechada

@ Sistema em malha fechada
X A — BK BK X B X
=1 Wk [+ G vte a]
@ Pode ser visto como

e ] A e H R

@ Observe que, se o sistema é dado por

x = Ax + Bu
y=Cx+ Du
o observador é dado por
xr = Axr + Bu + Ke(y — yr)
yr = Cxr + Du
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Realimentacdo de Saida sem ruido

Controle baseado em observador - caso robusto

@ Considere o sistema incerto politépico, e filtro e controlador robustos

X = A(Oz)X —+ B(a)u Xr = Arxr + Bru + Kf(y — Cfo) (4)
e
y = C(a)x u=—Kxr
@ O sistema em malha fechada com e = x — x¢ é dado por
x| Ala) — B(a)K B(a)K X
el 7 |AA(a) — KfAC(a) — AB(a)K  Af — KeCr + AB(a)K | | e
em que AA(a) = A(a) — Ar, AB(a) = B(a) — Br e AC(a) = C(a) — Cr.
@ Considere A(a) — A+ AA, B(a) — B+ AB, C(a) — C+ AC, com A()
limitado em norma, e Ar — A, Br — B, Cr — C. Entao,
x| _[A—=BK+ (AA—- ABK) BK + ABK % (5)
el AA— KfAC — ABK A—KrC+ ABK| |e

= Principio da separagdo deixa de ser valido!

@ Necessario projetar Kr e K simultaneamente. H3a resultados para o caso
AB =0 [KZBB13], o caso AB # 0 é n3o trivial (ver estratégia em [ARHF17]).
Para o caso LPV sujeito a leitura imprecisa dos parametros ver [HDM10].
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Realimentacdo de Saida sem ruido

Controle baseado em observador - caso robusto

@ Considere o sistema incerto
x = (A+ MiFi(t)N1)x + Bu (A, B) estabilizavel e (A, C) detectavel
y:(C+M2F2(t)N2)X F,'(t)lF,'(t) < /, i=1,2
(6)

@ Controlador baseado em observador proposto
Xr = Axr + Bu + L(y — Cx), u= —Kxr (7)

Teorema 2 ([KZBB13))

O sistema (6) € assintoticamente estdvel por (7) se, para uma dado €4 > 0,
existirem matrizes Z=27' >0, R=R' >0, K, L, escalares e >0, & > 0 e
€3 > 0 tais que seja factivel a LMI

P(Z.K. €1 €, €) 0 BK™ 0] [2zNf 0 0
0 AR—CTi+RA-T"C [ 0 RM; ["M,

- 1 0
k8" 0 —z 0 [~
0 1 34 a2l g
NZ 0 T " "
0 MIR —
iR —&l 0
[o ) oo [T 2]

B(Z,K, €1, €2, €3) = ZAT — KB" + AZ — BKT + e;MMT + &NTN; + 5NN,
z ! 7—1 —17/
entioK=K'Z - elL=R L.
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Observagdo com ruido

Controle baseado em obser or - efeito de ruidos e disturbios

@ Considere os sistema sujeito a ruido de medida e distirbios externos e a lei de
controle baseada em observador

{)’(:Ax+Buu+wa {xf:(A—KfC)xf+Buu+Kfy
e

8
y=C+v @)

u= —KXf
v é o vetor e ruido de media e w o vetor de distiirbios externos.

@ O sistema em malha fechada tem a seguinte representacdo
x| _[A=BK BK X n Baw _ [C 0} X n
el = | o A—KiC| el T |Baw—Kev|® VT el 7V

@ Observe que a dindmica do erro é dada por
ée= (A — KfC)G-i— B,w — K¢ C
~> Aumento de Kr ~» melhor da taxa de convergéncia do erro mas amplifica

ruido v;

~+ Observadores com ganhos elevados devem ser evitados na prética e podem
causar saturagdo do sinal de controle u = —Kxf = —K(x — e);

~> Distlrio externo w ~» pode causar erro de estimagdo em regime permanente;
se disponivel para leitura pode ser incorporado ao observador.
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Observagdo com ruido

Norma H, para sistemas estocésticos

Variaveis estocasticas

@ Processo estocdstico ~ varidveis no tempo (sinais) estocésticos, x(t) € R”

@ Estatisticas de uma varidvel estocdstica sdo definidas a partir da fungdo
densidade de probabilidade (FDP) ~~ probabilidade da varidvel se encontrar em
um certo intervalo num dado instante

@ Estatisticas de 1* ordem (um instante de tempo): u(t) = E{x(t)} (média),

o?(t) = E{(x— u)°} = E{x()'x(£)} — E{x(£)Y E{x(1)} (variancia), E{x(t)'x(t)}

(média quadratica); se £{x(t)} = 0 (média nula) ~ E{x(t)'x(t)} é a varidncia

@ Estatisticas de 2° ordem (dois instantes de tempo): R(t,7) = E{x(t)x()'}
(matriz de correlagdo (simétrica))

@ Elementos da diagonal principal de R(t,7), £{xi(t)xi(7)}, sdo as func¢des
autocorrelagdo e os demais, E{xi(t)x;(7)}, correlagdo cruzada

@ Matriz de covariancia: R(t,t) > 0 (> 0). Se x(t) possui média nula,
E{x()'x(t)} = E{Tr(x(t)x(t)')} = Tr(E{x(t)x(t)'}) = Tr(R(t, 1))
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Observagdo com ruido

Norma H, para sistemas estocésticos

Variaveis estocasticas

@ Um varidvel estocastica w(t) é chamada de ruido branco se possui média nula
e se sua matriz de correlacdo for dada por

R(T) = E{w(t)w(t +7)'} = W4(r)

em que W >0 (W > 0) e §(7) é o impulso unitario

@ Variancia da saida z(t) de um sistema linear invariante estdvel & um ruido
branco com covariancia unitaria (W = 1),

E{z(t)'z(t)} = E{Tr(2(t)z(t)")} = /Ooo Te(h(m)h(r)")dT = ||h(2)]2, J
ém que E{z(t)} =0e

z(t) = /:)O h(t — T)w(7r)dT

'Ruido branco é um sinal no correlacionado no tempo. A transformada de
Fourier de R(7) é Sw(jw) = W, também conhecido como espectro de poténcia
do sinal pois seu médulo indica a poténcia do sinal numa dada frequéncia.
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Observagdo com ruido

Norma H, para sistemas estocésticos

Norma 7, e variancia de processos estocasticos
@ Norma H
1

HI} = =
[1H]]2 >

/0<> Tr(H(jw)H" (jw))dw

@ Assuma que entrada externa é um ruido Gaussiano com densidade espectral
Suljew). .
E{w'w} = % /_oo Tr(Su(je)) o
@ Seja o processo z(s) = H(s)w(s), entdo S;(jw) = H(jw)Sw(jw)H" (jw) e a
variincia (poténcia) do sinal de saida é
1

E{Z'z} = — h Tr(H(jw)Sw(jw)H* (jw))dw < [|Sw|loo| IHI[3
2w

—o0

Se Sw(jw) =1 (E{ww'} = 1§), entdo
E{Z'z} = ||H|)3
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Observagdo com ruido

Filtro de Kalman-Bucy

@ Considere os sistema estocastico
X = Ax + Byu+ B, w, x(0) = xo )
y=Cx+v
v e w s3o processo de ruido branco com média nula e variancias
E{w'} = V§(t); E{ww'} = W§(t); Ew'} =0, e Po=¢E&{xox};
Problema: Encontrar um estimador de estados que minimiza a varidncia do erro
de estimacao.

Teorema 3 (Kalman-Bucy, 1961)

O estimador étimo tem a forma do observador linear

xr = Axr + Byu + Kf(_y = CXf) (10)
em que Ke(t) = P(t)C'V™! e P(t) = E{ee’}, e = x — x¢, satisfaz
P=AP+ PA —PC'V'CP+ B,WB,, P(0) = Py (11)

@ Ky é escolhido tal que P decresce ao maximo
@ Filtro recursivo: a cada instante resolve-se (11)
@ Em regime permanente (t — oo) (11) torna-se uma ARE (Kr(t) — Kr)
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Observagdo com ruido

Filtro H, de variancia minima

@ Reescrevendo o sistema (9) de forma mais geral em que deseja-se estimar z e
considerando ruidos com covaridncia unitdria w e ¥,

x = Ax + Byu+ Byw % = Ax + Byu + By
y = Cx+ Dyv = y = Cx+ D, (12)
z = C,x z=GC,x

B, =[B.WY? 0], D, =[0 D, VY3, & =[w 0], w =W we
v=Vv12y
@ Considerando o estimador

xr = Axr + Byu + Kf(y — CXf)

13
zr = Coxr (13)

a dindmica x. = x — x¢ é dada por x. = Ax + B, W — Axr — K¢(Cx + Do, — Cxr)

)-(e :(A_ KfC)XE+(BW_KfDW)W . ~
em que e = z—zr (erro de estimacio)

e = Cyxe
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Observagdo com ruido

Filtro H, de variancia minima

@ Objetivo: Minimizacdo de J = E{e’e}, e =z — z
@ Projeto de filtro étimo

min £{e’e} = ||Hae(s)||3 < Tr((Bw — KrDw)'P(Bw — K¢Du))
em que P > 0 e Kr sdo solugles de
(A= KiC)P+P(A-KeC)+ CLC, <0

Problema LMI

Considere o sistema (12) com o par (A, C) detectavel. Se existirem matrizes
P =P >0, X e Z tais que as LMIs
min Tr(X)
X B.P— DLz
PB, — ZD, P
AP+ PA—-C'Z —ZC+ClC, <0

| >0

sejam satisfeitas, entdo Kr = P~1Z garante erro de estimacio exponencialmente
estavel e cuja varidncia de estimagdo p = Tr(X) é minimizada.

@ Covariancias dos ruidos ~~ pardmetros de projeto (problema dual ao LQR)
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Observagdo com ruido

Filtro de variancia minima para ruidos nao brancos (coloridos)

@ Seja o sistema
x = Ax + Bw

y=C+v
@ Ruido de processo w nao-branco:
~ Considerar uma realizagdo de espago de estado do filtro (A, estdvel) com
entrada w. (branco, cov. unitéria) e saida w (ndo-branco)
X = AwXow + By W w
w = CuXw

~~ incorporar a dindmica num sistema aumentado com vetor de estados
x; =[x xw]’, entrada we e saida y = [C O]xs + v

@ Ruido de medicao v nao-branco:

~ Considerar uma realizagdo de filtro (A, estavel) com entrada v. (branco, cov.
unitaria) e saida v (ndo-branco), v = A,v + V/2y;

~> incorporar a dindmica num sistema aumentado com vetor de estados

x; =[x v]’, entrada [w' v{]' e saida y1 =y — Ayy (Linear optimal control, H2 and H-inf
methods, by Jeffrey B. Burl, Addison Wesley Longman, Inc. Menlo Park, CA, 1999).
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Observagdo com ruido
Filtro H

@ Considere o sistema (12), i.e,

A B, By,
>=|(C 0 Du|, w € L> (energia limitada e estatisticas desconhecidas)
¢ 0 0

@ Objetivo: Minimizagdo de ||Hue(s)||oo, sendo e = z — z

@ O filtro é dado na forma (13)

Problema LMI

Considere o sistema (12) com o par (A, C) detectdvel. Se existirem matrizes
P =P’ >0 e Z tais que as LMIs
AP+PA-C'Z —ZC PB,-2ZD, C,
B, P— D, Z' —l 0|>0
(@ 0 —~l

sejam satisfeitas, entdo Kr = P~1Z garante erro de estimacio exponencialmente
estavel e que ||Hwe(s)||co seja menor que «y para todo sinal de pertubacio w € £,
. ~
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Observagdo com ruido

Filtros robustos de sistemas com ruido

Considere o sistema incerto
% = A(a)x + B(a)w
z = G(a)x + Du(a)w
y = G(a)x + Da(a)w

Projetar um filtro robusto linear estdvel dado por

(14)

xr = Arxr + ny L’ System
zr = Crxr + Dry

tal que a dindmica do erro de estimagao e = z—zr
é assintoticamente estdvel e a norma H, (limi- _
tante superior da variancia de €) ou a norma Ho

da fun¢do de transferéncia Hue(s) seja minimi-

zada.

Filter

@ Observe que (14) é uma caso mais geral de (4) quando n3o h3 sinal de entrada
(u=0), sujeito a entradas exégenas w e a varidvel estimada z é uma combinagdo

dos estados.
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Observagdo com ruido

Filtros robustos de sistemas com ruido

Problema

min g sa sup&{e'e} < pu, e=2z—z

@ Considere o sistema incerto e o filtro robusto
x = A(a)x + Bu(a)w, x(0) = xo
y = C(a)x + D(a)w
z = C(a)x

@ Sistema aumentado

xr = Arxr + Kry
e
Zf — Cfo

(e o
em que
S A A KRR R

@ Assumindo-se w ruido branco de média nula e varidncia E{ww’} = 1§
~+ problema > para minimiza¢do da varidncia do erro de estimag¢do quando
t— o0
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Observagdo com ruido

Filtros robustos de sistemas com ruido

Gramiano de Controlabilidade

min  Tr(C,WC))
AW + WA, + BB, < 0,

W >0
E{ee'} < Tr(C,WCY)

Gramiano de Observabilidade

min Tr(B,PB,)
ALP + PA, + C,C, < 0,

P>0
E{ee'} < Tr(BLPB.)

@ Condigbes n3o convexas: transformacgdo de varidveis ~» busca de filtros
robustos étimos como um problema de otimizagdo convexa

@ Gramiano de Controlabilidade ~~ Souza e Trofino (1993)

@ Gramiano de Observabilidade ~» Geromel e Oliveira (1994)

@ Escolhas particulares de varidveis recuperam o ganho étimo do filtro de Kalman
@ Recuperam ganho de Kalman e £{ee’} étimo para caso sem incertezas
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Realimentacdo de Saida com ruido

Controle baseado em observador (com ruido)

@ Deseja-se projetar um ganho Kr para o observador de estados e um ganho K
de realimentacdo de estado estimado xr, u = Kxr

x = Ax+ Byu+ Bqd, y=C+v
Xf :(A—KfC)Xf+BuU+KfY7
u :KXf

@ Adotando e = x — xr, tem-se

X1 [A+BK —B.K | [x Byd B X
{é]_{ 0 A—Kfc] L]*{dejum\/}’ y=1[¢ O]{e]“’

A

@ Autovalores de A ~ Principio da Separacdo

@ Erro de estimagdo ndo serd nulo (= referéncia indesejadas)
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Realimentacdo de Saida com ruido

Controle baseado em observador (com ruido)

Sistema em malha fechada

d v
r . % = Ax + Buu + Bad Y
y=Cx+v -

xr = (A — LK C + B,K)xr + Kry
u= Kxr =

Figura: Representacdo do sistema em malha fechada do controle baseado
em observador de estados.
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Realimentacdo de Saida com ruido

Controle baseado em observador (com ruido)

@ Kr elevado ~~ acelera convergéncia de e mas amplifica ruido de medida
(Krv) ~~ sinal de controle pode saturar (v = K(x — €))

@ Observador de ordem completa: Hge(s) e Hve(s) estritamente préprias
~~ atenuacdo do ruido em altas frequéncias de no minimo 20 dB/década

@ Observador de ordem reduzida: H.(s) prépria ~> aumento da banda
passante do sistema ~» amplificacSes de v em altas frequéncias
~~ deterioragcdo de desempenho ou instabilidade (aplicagdo prética limitada)

@ Se distirbio d(t) é conhecido em tempo real (medi¢do) ~~ pode ser
incorporado ao observador como feito com o sinal de rastreamento
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Realimentacdo de Saida com ruido

Controle baseado em observador (com ruido)

Projeto via minimizacao de norma 7,

@ Deseja-se projetar um ganho Kr para o observador de estados e um ganho K
de realimentacdo de estado estimado xr, u = Kxr

x =Ax+Byu+Byw, y=Cx+Dyw, z=Cx
xf = Axr + Byu + Kf(y — CXf), zr = Cyxr
u = KXf

~» z é uma varidvel adicionada de desempenho do sistema + observador

@ Adotando e = x — xf € zz = z — zf, tem-se

x| [A+BuK —B,K X n B, w z| |G 0] |x
e| = 0 A—KiC| |e| " |Buw — KeDw | " 2| |0 Cfle
Procedimento de Projeto:

@ Projeto de K que minimiza norma H; de o — A+ B,K:Bw
H,. do sist. em MF com u = Kx: e

@ Projeto de Kr que minimiza norma H; de

A— K¢C!B, — K¢D,
H,, da dindmica do erro:

sze = |:""""""'7 ------------
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Controle baseado em observador (com ruido)

Projeto via minimizacao de norma 7,

@ Observe que também é possivel considerar a varidvel de desempenho como

z=Cx+ D,u
zr = Cox¢ + D.u

@ Nesse caso, considerando z. = z — zr, tem-se

HE

Procedimento de Projeto:
Q Projeto de K que minimiza norma H, de oo — {_A__—[—_EHK___EEW_}

Hy; do sist. em MF com u = Kx: C.+D.K:i 0
@ Projeto de Kr que minimiza norma H> de _ [A—=K¢CiB, — KeD,,
Hyvz, da dindmica do erro: Huze = |- G, 0o
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