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SOF - Sistemas Continuos

Realimentagao Estatica de Saida de Sistemas Continuos: Caso Hy

Considere o sistema
x =Ax+ Bou+ Biw

z=Cx+ Dyu (1)
y = CzX

e um ganho de realimentagio de saida
u=Ly
que fornece o seguinte sistema em malha fechada

x= (A4 BLG)x + Biw = Ax + Biw
z=(C+ D:LG)x = Cx

H(s) = (C + DoLG)(sl — (A+ BoLG)) By = C(sl — A) ' By
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SOF - Sistemas Continuos

Realimentacao Estatica de Saida de Sistemas Continuos: Caso H.
2

Teorema 1 (AOP10, AOP12)

Seja K um dado ganho estabilizante de realimentacio de estados. Se existirem
matrizes P=P' >0, F, G, J, H, Q e X tais que as LMis

min Tr(X) < 1° (2)
I
BiPBi — X <0 (3)
A'F' 4+ FA+ K'ByF' + FB.K * * *
P —F' 4 GA + GB.K - * * <0 ()
ByF' + JG — HK BG' —H-H *
Q'(C+ D2K) 0 QD 1-Q-Q

sejam factiveis, entio existe um ganho de realimentac3o de saida L = H=*J que
estabiliza o sistema (1) com ||H(s)||2 < w.
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SOF - Sistemas Continuos

Realimentagao Estatica de Saida de Sistemas Continuos: Caso Hy

Demonstracao

Multiplicando (4) & esquerda por T e a direita por T', sendo

I 0 S o0
T=1[0 1+ 0 of, S=HYJG-K
00 0 |

e, considerando que se | — Q@ — Q' < 0, entdo (/ — Q)'(/ — Q) > 0, tem-se que
(4) implica em

A’F’—&—FA_ * *
P-F+GA -G-G x |<0 (5)
Q'C 0 -Q'Q

A multiplicagio de (5) a esquerda por M e 2 direita por M’, sendo

M=l T @y

{Z\’P + PA E/} 0

resulta em

c - ©)
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SOF - Sistemas Continuos

Realimentacao Estatica de Saida de Sistemas Continuos

Teorema 2 (DY13)

Se existir uma matriz simétrica Q(c) > 0 e matrizes G, F, um escalar T > 0,
satisfazendo as seguintes desigualdades

He (A(a) Q(a) + B2(a)FTCa(«)) N
[C2(Z‘)Q(Oé) — GTG(a) + TF'By(a) —7G — TG’] <0 (7)

sendo

T / Gi, i =1,2,..., N ndo sio posto linha completo
T (GiGy)7Y Fio€{1,2,...,N} tq. Gy, € posto linha completo

ent3o o ganho de realimentacdo de saida
L=FG"

estabiliza robustamente o sistema continuo (1) com w = 0 e incertezas
politépicas em todas as matrizes.

Obs.: Para uma matriz M, defini-se He(M) & M + M'.
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SOF - Sistemas Continuos

Realimentagao Estatica de Saida de Sistemas Continuos

Demonstragio.

Defina X = Q(a)*x. Pré- e pés-multiplique (7) por [X' X'Bx()L] e seu
transposto, substituindo F = LG, obtém-se

2x' P(a)(A(a) + Bx(a)LG(a))x < 0, P(a) = ({)(04)71

o que garante V < 0, para V = x'P(a)x. O
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SOF - Sistemas Continuos

Realimentacao Estatica de Saida de Sistemas Continuos: H.o

Teorema 3 (DY13)

Para um dado escalar ~y, se existir uma matriz simétrica Q(c) > 0 e matrizes G,
F, um escalar T > 0, satisfazendo as seguintes desigualdades

He (A(a)é(a) T Bg(a)FT&z(oz)) . *
G(a)Q(a) — GT?g(oz) +7F By(a) —7G—71G’ * * <o (8)

B; 0 2l *

CQ(w) 0 0o -

em que T é definido como anteriormente e

A(a) [A(a) 1
Y=l 0 -2
2

| s0a= [

(e = [Ge) 0], Gl = [a@) 0], A =[O 1.

entio o ganho de realimentacdo de saida L = FG~! estabiliza robustamente o
sistema continuo (1) com incertezas politdpicas em todas as matrizes.
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SOF - Sistemas Continuos

Realimentacao Estatica de Saida de Sistemas Continuos

Teorema 4 (dOGBO02)

Se existir uma matriz simétrica definida positiva W e matrizes

_ Gll O .
b= |:G21 Gzz] ’ Z= [Zn O} ’

tais que a seguinte LM é satisfeita

He (/Z\G + BZ) * <0 9)
W —G+pu(AX+BZ) —u(G+G)
em que
A=TAT !, B=TB, C=CcT'=[ 0]

entio K =ZG™' = [ZuG' 0] e

L= 271Gt

é uma ganho de realimentacdo estatica de saida estabilizante.

Demonstragdo: ver [dOGB02], [DYO07h], [ADBO1] e [dOGB99].
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DOF - Sistemas Continuos

Real. Dinamica como um Problema de Real. Estatica de Saida

O objetivo é projetar o controlador dindmico de saida de ordem n. < n para o

sistema
x(t) = A(a)x(t) + E(a)w(t) + B(a)u(t),

y(t) = C(a)x(t) + F(a)w(t) + D(a)u(t) (10)

C(t) = Ce(a)x(t) + Fe(a)w(t)
Para n. < n, o controlador é denominado ser de ordem reduzida. O controlador é
dado por

{ Xe(t) = Ac(@)xc(t) + Be(a)((t)
(11)

u(t) = Ce(a)xe(t) + De(@)((2)

em que xc(t) € R™ é o vetor de estados do controlador, Ac(a) € R™*"™,
B.(a) € R™*P, Cc(a) € R™*™ e Dc(a) € R™*P
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DOF - Sistemas Continuos

Real. Dinamica como um Problema de Real. Estatica de Saida

Aplicando o controlador (11) ao sistema (10), o sistema em malha fechada pode
ser descrito como . . .
{ §(t) = Aa(a)&(t) + Ea(a)w(t)

y(t) = Ca(@)é(t) + Fa(a)w(t)

em que £(t) = [x(t)’ x(t)']’ é o estado aumentado e

(12)

o [A@) + B(a)D(a)Ce(a)  B(a)Ce(e)
AC’(“)‘{ B.(a)C(a1) Ac(0) ]
{E(a +B(a FC( )}

= [C(a) + D(a)De(@)Cc(a)  D(a)Ce(e)],
= [F(a
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DOF - Sistemas Continuos

Real. Dinamica como um Problema de Real. Estatica de Saida

Denotando

)2 [0 o)

as matrizes do controlador podem ser obtidas a partir do seguinte problema de
realimentac3o estatica de saida: determinar uma lei de controle de realimentagdo

de saida @i(t) = L(«)((t) com custo garantido Hoo para o sistema aumentado

)
y(t) = C(a)&(t) + F(a)w(t) + D(a)i(t) (13)
((t) = C F )
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