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Rastreamento

Seguimento de referéncia

Problema de rastreamento

Seja a planta
X(t) = Ax(t) + Biw(t) + Byu(t)

Z(t) = C1X(t) + D11 W(t) + D12u(t) (1)
y(t) = CzX(t) + Dx W(t) + D22u(t)

@ Objetivo: A varidvel controlada z(t) deve seguir a referéncia r(t)

Casos particulares:
@ r(t) constante: z(t) — r, t = o0
@ z(t) = x(t) — x(t)
@ Medi¢3o da varidvel controlada: z(t) = y(t) — y-(t) ou z(t) = Cy(t)

@ O problema de rastreamento envolve o seguimento de trajetérias arbitrarias
(servo-mecanismo), fun¢des conhecidas no tempo (rastreamento) e saida de
sistemas dindmicos (seguimento de modelo).
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Rastreamento

Seguimento de referéncia

Referéncia constante: realimentacao de estados

@ Seja o problema de z(t) seguir uma referéncia r constante (entrada degrau)

_ x(t) = Ax(t) + Bu(t) n ns .
Huz(s) : {z(t):CZx(t)+DZu(t) xeR™, zeR™, ueR

@ Em regime estacionario x(t) — Xeq € u(t) — ueq quando t — oo

0= AXeq + Bueq |:A B:| I:Xeq:| |:0:| Xeqg = Fr
= = r,
r = CyXeq + D;ueq C. D |ueq / Ueq = Nr
———

v €eq P
Casos:
@ ny=n,=feq =V pr ~» 3IW! a menos que H,.(s) tenha zero na
origem
@ Sobre atuado: n, > n, = £ = W (VW) pr
@ Sub-atuado: n, < n, ~~ solugdo s existe para valores especificos de r
(pr € R{V})
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Rastreamento

Seguimento de referéncia

Referéncia constante: realimentacao de estados

@ Definindo

tem-se
X = A% + Bii + (Axeq + Bueg),
_0,_/
@ Lei de controle &I = KX
U= K(X — Xeq) + Ueq
= K(x— Fr)+ Nr
= Kx+ (N — KF)r
= Kx+ Kor, Ko =N — KF
@ No equilibrio:
Xeq = —A,  BKor
z=(—CunA,} B+ D,)Kor
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% = (A4 BK)X = Apk
7 = (G + D.K)% = Curk

ou
{ X = Amex + BKaor

z = Cnrx+ D, Kor

Ko = (—CmfA B+ D,) !
= Gur(0)7
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Rastreamento

Seguimento de referéncia

Referéncia constante: realimentacao de saida

@ Seja o problema de z(t) seguir uma referéncia r constante (entrada degrau)
x(t) = Ax(t) + Bu(t) ~ Lei de controle:
z(t) = Cx(t) + D, u(t) U= —K(& — Xeq) + Ueg

y(t) = & u= —K& + Kor
@ Sistema aumentado, e = x — X,

] _[A-BK  BK ][x], [BK:
el=| o A-LC||e o]"
z=[C.— D:K D.K] m + D Kor

~> Principio da Separagdo: projeto de K e L independentes
~ Ko = (= CafAFB + D)1 = Gur(0) 71, pois x = % em reg. permanente

r
u .
bk = (A= KeC — BK)xs + Key + BKor X = Ax + Bu Y

u= Kor — Kxr z=Cx+ Du
y =Cx
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Rastreamento

Controle com agao integral (I)

@ Lei de controle u = Kx + Kur ndo é robusta a incertezas de modelo ou
disturbios de entrada persistentes ~~ erro de regime estaciondrio

@ Considere o problema de z(t) ser medido (z(t) = y(t) ou z(t) = Ey(t)) e
seguir uma referéncia r constante (entrada degrau)

~ Sistema: ~> Estado adicional X; = r — z e lei de controle
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Biw(t) x
o u= —(KX —+ KQX[) = — [K KQ]
z(t) = Gx(t) — X
K
@ Sistema aumentado:
?( _ A 0] | x " B vt B: 0| |w 2= [Cz 0} X
X/ -G, 0| |x 0 o I||r X/
—~  —————— —_—— r=~
é A 3 B B F 3
@ Projetando a lei de controle u = —Rf tal que Amr = A— BK seja estdvel, em

regime estaciondrio tem-se
.1 .
E=-ABF = xx=r—z=0 S.Zz=r, t— 00

@ Obs.: caso x n3o seja medido usar observador para estimar o estado:  x ~~ X
@ Obs.: LQl: minJ = [ (¢'Q¢ + u'Ru+2¢'Su) dt,R > 0,Q — SR™'S" >0
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Rastreamento

Controle com agao integral (II)

@ Seja o modelo com z(t) disponivel para medi¢3o:
Xx(t) = Ax(t) + Bu(t) + Biw(t) . z(t) — r(t) (constante)
deseja-se o
z(t) = Cx(t) rejeitar w(t) (constante)

@ Ao invés de u = Kx — Kax;, é possivel escolher a lei de controle

u=Kx— Ko = —[K K H + KFr
Xi
emque X =x—x, xx=Fr,e=r—z X =r—2z (r(t) constante)

@ Sistema aumentado em malha fechada

: M M K > M
I3 A B 3 B F

@ Projetando K tal que Ams = A— BK seja estdvel, em regime permanente

tem-se £ = OF, d=-AIB = x=0, \x=r—z=0, .z=r, t— 0.

[) 0]
) CE— (1 -1 _ [®an Pap
o Célculo de F: F = —(I — ®(15)) " ®(1,1), em que & |:¢(2.,1) ¢(2’2)] .
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Rastreamento

Controle com agao integral (I1T)

@ Considere o caso em que as varidveis de estados, disponiveis para
realimentagdo, possam ser divididas em controladas (vc) e ndo controladas (vnc)
e colocadas na forma

Xe | | z ] |
x= |:Xvnc:| h |:Xvnc:| ’ = |:)_<vnc:| h Fr7 F= |:F1:|

em que Xync S30 0s valores dos estados ndo controlados em regime permanente.

Portanto,
o r _ z o e
xr x= >_<an Xvnc - Flr — Mx

em que e = r — z e M uma matriz tal que x,,c = Mx, ou seja, a matriz que

associa os estados n3o controlaveis aos estados do sistema.

. . e
~> A lei de controle é dada por u = —K Fir— Mx| ~ Kax; ou

u=-Kh®e+—-—KFRb®r+ KMb® x— Kxx
emque h =[1 0] e h=[0 1].
@ No caso de rastreamento com integradores e estados observados basta projetar
um observador e substituir a lei de realimentacdo de estados u = Kx pela

realimentacdo de estados estimados u = Kxr.
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Rastreamento

Controle com acgao integral

Sinal de referéncia polinomial
@ Considere o problema de y(t) — r(t), t — co, em que [TSLO09]
r(t) =ao+ait+---+ ad_1t‘d_1

@ Definindo e = y — r e os seguintes estados adicionais

Gi=e G=q, ' ,4d=di—1
tem-se o sistema aumentado £ = ;45 + Bu+ Bir
, A 0 O 0 0
E=[x a qd]’, C 0 0 0 0
B=[B 0 o], A= |0 10 00
Bi=[0 -1 0o - 0],
0 0 O 1 0

@ Lei de controle u = K& ~» erro estacionario nulo pois
9 — (A4 BK)EW = @50 = gD=y—r—0, to
@ Também é possivel usar o estado estimado para realimentacdo & tratar caso

incerto em que A — A(«)
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Rastreamento

Seguimento de modelo de referéncia com rejeicao de disturbio

@ Considere o sistema abaixo e um dado modelo de referéncia

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Buw(t) X (t) = Arxe(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) yr(t) = Coxe(t) + r(2)

@ Problema: projeto de lei de controle u = Kix + Kox, tal que y(t) — y(t) ou
e(t) = y(t) — y+(t) menor possivel segundo algum critério (ex.: ||e|| < v||W||,

~ / Al

w=[w r], we L]0,00))

@ Sistema aumentado

§=At+ Bw
e—C{
em que
[x] . _[w] s [A+BKi BK)] 5 [Bs 0
9 R VT e B S
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Rastreamento

Seguimento de modelo de referéncia com rejeicao de disturbio

@ Considere o sistema abaixo e um dado modelo de referéncia
{ x(t) = Ax(t) 4+ Bu(t)

y(1) = &X(1) 5a(£) = Axi(t) + r(2)

@ Problema: projeto de lei de controle u = K(X — x;) tal que x(t) — x(t) ou
e(t) = x(t) — x,(t) menor possivel segundo algum critério

@ Sistema aumentado § = A¢ + Br em que

& . [AzLci 0 | .
E=|e|, A=| —BK A+BK A—A |, B=[0 —I ]
Xr 0 0 A

@ Observador )
X =A%+ Bu+ L(y — CX), € =Xx—X
@ Critério

/ e’ Qedt < w2/ r'rdt{:)/ & Qedt < 'yQ/ r'rdt, Q= diag(0, Q,0)
0 0 0 0

garantido por V + &' Q¢ —~%r'r <0, V = ¢'P¢, P = diag(Py1, Pa, P2) ~» LMls
[MMG™09, SM09]
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Restricdo em sinais

Restri¢ao no sinal de controle

@ Deseja-se impor a restri¢do ||u(t)|] < p

@ Seja a lei de controle de realimentacdo de estados u = Kx, em que K = Zw 1

tais que Z e W garantem V(x) <0, V(x) = x' W™ x

@ Considere um conjunto de condi¢es iniciais tais que (elipsdide invariante)
x(0)elMr2{xeR": xXW 'x<1}

Entao

max ||u|| = max || ZW " x|| < max||ZW x| < [|ZW 2| max [|W ~*/?x]|
t>0 t>0 xer xerl

)
S \/AmaX(W71/2Z/ZW71/2) S i
@ A condig3o acima é garantido pelas LMIs [BEFB94]
1 x(0) w z

w *

’ ! p/ . s .
AW + WA + BZ + Z'B" < 0 (sist. continuo) ; {AW—&— BZ W

] > 0 (sist. discreto)
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Restricdo em sinais

Restricao no sinal de controle — Extensoes

@ Se ||x(0)]] < ¢ a condi¢do esquerda de (3) é substituida por W > ¢?1
@ Restricdo |xj(0)| < ¢; ~ politopo descrito por seus vértices
P =Co{V,...,9p}
~ PCT < W, <1,j=1,...,p, que é equivalente a (substituir a
condi¢do esquerda de (3))
L;-f %]20, Jj=1...,p

@ Para a restricdo ||u(t)||max 2 max; |ui(t)] < p a condicdo direita de (3) é
substituida por [BEFB94]
X Z 2
|:Z/ W:| > 07 X(ii) < I
@ Para a restrigdo |u;(t)| < pi em (2) Z — Z;) pois ui = Z;yW ™" e a condi¢do
direita de (3) é substituida por
{W Zé,)

>0 i=1,...,n, Ziy é a i—ésima linha de Z
i) Mi’} - @
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Restricao no sinal de controle — Extensoes

Restricdo em sinais

@ Para minimizar ou impor limitante a energia do sinal de entrada

_
/ W(t)u(t)dt <o, T >0
0

@ Nesse caso, ]
V(x) + (o) " u(t) u(t) <0

com
V(x) =xX'W 'x, re{xeR":xXwW'x<1}
@ Entdo,
’ 1! ’
AW + WA+ BZ+ Z'B V4 <0, vx T
V4 —ol
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Restricdo em sinais

Restricao no sinal de controle — Extensoes

@ Para garantir x € I : x(0) € P, P = Co{%s,...,U,}
~ PCTl <= 791/-W_119j <1,j=1,...,p, que é equivalente a [BEFB94]
1 .
> =1,...
ng W] 20, Jj=1...,p

~> Minimizag¢do de I': minlogdet W (min. volume) ou min A, W < Al (min.
didmetro)

@ Para o caso que x € I tem validade dentro de P,
P={xeR :a;x<1, k=1,...,q}

~TCP < max{ayx:xe€l} <1, k=1,...,q, que é equivalente 3
[BEFBO4]
1 aWw
> =1,...
{Wak W } - 07 k 17 7q

~> Maximizagdo de I': maxA, W > Al (max. menor didmetro) ou
min Trace(W™") (max. volume), que é equivalente 3

min Trace(T) : “— VIV] >0
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Restricdo em sinais

Restrigao no sinal de saida

@ De forma andloga, deseja-se impor a restricdo ||y(t)|| <e, y = Cx

@ Considere um conjunto de condi¢es iniciais tais que (elipsdide invariante)
x(0) el = {x: xW'x <1}

Entdo
— — 1!
mt233<||y||—mtzag<||CX||<mxea|g<||CX||—mX€aF< Amax(x'C'Cx) < & (4)

@ A condicdo acima é garantido pelas LMIs

{ 1 x(0)’] >0

x0) w|=% ®)

w  wc’ 0
cw 1| =

@ Restricdo sobre canal individual |y;(t)| < e; é obtida com

w wc/.
M| > - 4 P .
{C(,-)W 2 } >0, i=1,...,n, C(iy é a i—ésima linha de C  (6)

@ A dependéncia da condi¢3o inicial x(0) pode ser eliminada da condi¢3o
esquerda de (5) como mostrado anteriormente
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