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Observacgoes:

e Resolva os exercicios usando as propriedades sempre que possivel.

e Consulte as Tabelas 4.1 (pares de transformadas) e 4.2 (propriedades) do Lathi.

1 Fundamentos e Definicoes da Transformada de La-
place

Exercicio 1.1

Determine a Transformada de Laplace dos seguintes sinais usando a definicao:
(a) z1(t) = Su(t)
(b) wo(t) = e ?tu(t)
(c) 3(t) = sin(4t)u(t)

Exercicio 1.2

Usando integragao direta, calcule a transformada de Laplace e a regiao de convergéncia
dos seguintes sinais:

(a) x(t) = te tu(t)
(b) (t) = tcos(wot) u(t)
(c) (t) = (e* — 2e™"u(t)

Exercicio 1.3
Determine a Transformada de Laplace e a respectiva regiao de convergéncia de:
(a) z(t) = —e "u(—t)

(b) =(t) = eu(—t)
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Exercicio 1.4

Determine a transformada de Laplace (bilateral) e a regiao de convergéncia correspondente
dos seguintes sinais:

(3)
(b) e Ml cost

(c) etu(t) + e*u(—t)

2 Propriedades e Teoremas da Transformada de La-
place

Exercicio 2.1

Usando a tabela de transformadas (unilaterais) de Laplace e (se necessério) a propriedade
da linearidade, calcule a transformada de Laplace dos seguintes sinais:

)
)
) = (% — 2~ )u(t)
)

= e cos(5t + m/3)u(t)

Exercicio 2.2

Sabendo que e~ u(t) <> ESJ%I, determine a Transformada de Laplace de:
(a) z(t) = e 203yt — 3)
(b) z(t) =u(t —1) —u(t —3)
(¢) z(t) =sin(2(t — w/4))u(t — 7 /4)

Exercicio 2.3

Use a propriedade de deslocamento na frequéncia para obter a Transformada de Laplace
de:

(a) z(t) = e 3 sin(5t)u(t)
(b) z(t) = te *tu(t)

(c) x(t) = t*e "t cos(2t)u(t)
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Exercicio 2.4

Dado o sinal z(t) mostrado abaixo (pulso triangular):

£, 0<t<?2
s(t)={4—t, 2<t<4
0, caso contrario

Use a propriedade de diferenciacdo no tempo para determinar X (s).
. 2 . .
Dica: Calcule ‘fl—f e % PrIMeiro.

Exercicio 2.5

Use a propriedade de integracao para determinar a Transformada de Laplace de:
(a) x(t) = [)e>dr
(b) @(t) = [, sin(37)dr

(c) x(t) = t2u(t) (use integragdo sucessiva a partir de u(t))

Exercicio 2.6

Calcule a convolugao y(t) = z1(t) * 22(t) usando a Transformada de Laplace, onde:
(a) z1(t) = e tu(t) e zo(t) = e *u(t)
(b) x1(t) = u(t) e zo(t) = e 3u(t)

(c) z1(t) = sin(2t)u(t) e xo(t) = u(t)

Exercicio 2.7

Para cada X (s) abaixo, determine (quando aplicével) os valores inicial z(0") e final z(c0)
do sinal no dominio do tempo z(t):

(a) X(s) = 2%
(b> X(S) = 525:326

(c) X(s) =55

(d) X(S) — 65245541

53+652+115+6

Exercicio 2.8

Comegando apenas com o fato de que §(t) <+ L1, obtenha os pares 2 a 10b da Tabela 4.1
do Lathi, usando as varias propriedades da transformada de Laplace.
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3 Transformada Inversa de Laplace

Exercicio 3.1

Determine a transformada de Laplace inversa (unilateral) das seguintes fungoes:

(a> X(S): 25+5

52+55+6

(b) X(S) — 35+5

s24+4s5+13

(©) X(s) = 2225

(d) X(s) = o

(s42)2(s2+4s+5)

Exercicio 3.2

Determine x(t) para as seguintes expressoes:

(a) X(s) = &

s+2

(b) X(s) = Sty

5243542

() X(s) =15~

Exercicio 3.3

Determine a transformada inversa de Laplace de:

2+ 2se725 4 e s
X(s) =
(5) s2+454+3

Exercicio 3.4

Encontre a transformada inversa de Laplace das seguintes X (s):

(a) X(s) =2t Re(s) > -2

s+2 7

(b) X(s) = 53647 Re(s) > —1

52+3s5+27

(c) X(s) = =248 Re(s) >0

4 Solucao de Equacoes Diferenciais e Analise de Sis-
temas LCIT

Exercicio 4.1

Usando a transformada de Laplace, resolva as seguintes equagoes diferenciais:
(a) (D*+3D +2)y(t) = Dz(t) com y(07) =0, ¥'(07) = 0 e z(t) = u(t).
(b) (D?*+4D +4)y(t) = (D + 1)x(t) com y(07) =2, ¥/ (07) =1 e z(t) = e tu(t).
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Exercicio 4.2
Para um sistema com a funcao de transferéncia descrita por:

s+5

H(s)= -T2
(5) s2+5s5+6

encontre a resposta de estado nulo para os seguintes sinais de entrada:
(a) z(t) = e "u(t)

(b) (t) = eu(t)

Exercicio 4.3
Para um sistema modelado pela fungao de transferéncia:

s+5

H(s) = ——"2
() s2+4s+3

(a) Determine a resposta de estado nulo para a entrada x(t) sendo: (i) 10u(t) e (ii)
u(t —5).

(b) Escreva a equagao diferencial no dominio do tempo que relaciona a saida y(t) com
a entrada x(t).

Exercicio 4.4 *

Para cada um dos sistemas descritos pelas seguintes equagoes diferenciais, encontre a
funcéo de transferéncia H(s):

d2 d dx
(a) LU 41190 4 24y (t) = 520 + 30 (1)

(b) LoD 4 gLulh) _ 1190 | 6y(r) = 3Lel) 4 790 | 5p ()

Exercicio 4.5

Um sistema LCIT possui resposta ao impulso dada por h(t) = 2e~3u(t).
(a) Determine a sua fungao de transferéncia H(s).

(b) Se a entrada aplicada for x(t) = 5u(t), determine a representacao da saida Y (s).

(c) Calcule analiticamente a resposta temporal y(¢) usando a transformada inversa.

)

(d) Verifique o valor alcangado em regime permanente y(00).
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Exercicio 4.6
Um sistema LCIT inicialmente relaxado possui resposta ao degrau unitério
g(t) =u(t —1) —u(t — 3).

Utilizando diretamente a resposta ao degrau e a superposi¢ao, determine e esboce a saida
y(t) considerando a entrada x(t) abaixo.

x(t)

A

2

10

14+

Figura 1: Entrada do Exercicio 4.6.

Exercicio 4.7

Um sistema LCIT inicialmente relaxado possui resposta ao impulso
h(t) =u(t —1) —u(t — 2).

A entrada pode ser vista na figura abaixo.

(a) Determine dz(t)/dt no sentido das distribuigoes, identificando os impulsos produzi-
dos pelos saltos de z(t).

(b) Determine e esboce a saida y(t) = x(t) * h(t).

1 \
: ‘ -1

3 )

14

Figura 2: Entrada do Exercicio 4.7.

5 Algebra de Diagramas de Blocos e Sistemas de
Controle

Exercicio 5.1

Neste problema mostramos como um par de pélos complexos conjugados podem ser re-
alizados usando uma cascata de duas fungoes de transferéncia de primeira ordem e re-
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alimentacdo. Mostre que as fungoes de transferéncia dos diagramas de blocos (a) e (b)
sa0

1 1
H — =
(a) H(s) (s+a)?+0* 524 2as+ (a® + b?)
s+a s+a

(b) H(s) = (s+a)?+0> 52+ 2as+ (a2 +b?)

logo, mostre que a fungao de transferéncia do diagrama de blocos da (c) é

(c) H(s) = As+B As+ B
C (s+a)2+b? 824 2as+ (a2 + b2)

1 1
s+a S+ a
- _@ S+ a s+a

B —aA

B S+ a S+ a
|— b2

Figura 4: Diagrama de blocos (c)

Exercicio 5.2
Dois sistemas LCIT estao conectados em cascata com funcoes de transferéncia:

1 2
Hy(s) =77 ¢ Hhls) ==

(a) Determine a fungao de transferéncia global equivalente H(s) = Hi(s)Ha(s).

(b) Se o sinal de entrada for z(t) = e *'u(t), determine a expressdao temporal da saida
y(t).
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Exercicio 5.3

2s

Considere dois sistemas LCIT. O primeiro tem fungao de transferéncia Hy(s) = =7,

segundo possui Hy(s) = —-

eo

(a) Determine a resposta impulsiva geral hy(t) se os dois sistemas estiverem conectados
em série

(b) Determine a resposta impulsiva global h,(t) caso os dois blocos estejam conectados
em paralelo.

Exercicio 5.4

A realimentagao pode ser utilizada para aumentar (ou diminuir) a largura de faixa do
sistema. Considere o sistema da Fig. 5(a) com funcao de transferéncia G(s) = w./(s+w.).

(a) Mostre que a largura de faixa de 3 dB desse sistema é w, (isto é, |H(wp)| = 1/v/2
do seu valor maximo Gy = 1), supondo o sistema com ganho CC (frequéncia zero)
unitdrio, ou seja, |H(j0)| = 1.

(b) Para aumentar a largura de faixa deste sistema, utilizamos uma realimentagao ne-
gativa com H(s) = 9, como mostrado na Fig. 5(b). Mostre que a largura de faixa
de 3 dB desse sistema é 10w.. Qual é o ganho CC (ganho em w = 0 rad/s)?

(c) Para diminuir a largura de faixa deste sistema, utilizamos um ganho de reali-

mentagao positivo com H(s) = —0.9, como mostrado na Fig. 5(c). Mostre que
a largura de faixa de 3 dB deste sistema é 0.1w.. Qual é o ganho CC (ganho em
w=0rad/s)?

(d) O ganho CC do sistema vezes sua largura de faixa de 3 dB é o produto ganho-largura
de faiza do sistema. Mostre que este produto é o mesmo para todos os trés sistemas
da Fig. 5. Este resultado mostra que se aumentarmos a largura de faixa, o ganho
diminui e vice-versa.

x(t) We

y(t)  x(t)+ we |yt z(t)+ we | y(t)
s+ w. _O_' S + we _O_' S+ w,
L 9 L 0.9

(a) (b) ()

Figura 5: Sistemas com realimentagao do Problema 4.7-1.

Exercicio 5.5

Considere o sistema de realimentacao negativa unitaria mostrado a seguir, com ganho
K > 0 e planta
2

G(s) = S5E3)
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X(s) 2
:\/ K s(s+3)

Figura 6: Sistema com realimentac¢ao unitaria do Exercicio 5.5.

(a) Determine K para que o sistema em malha fechada seja subamortecido com razao
de amortecimento ¢ = 0,707 ~ 1/v/2.

(b) Determine K para que o sistema em malha fechada tenha dois polos reais iguais.

(c) Para uma entrada degrau de amplitude A, X(s) = A/s, determine y(oo) para
K > 0.

6 Resposta em Frequéncia e Diagramas de Bode

Exercicio 6.1
Para um sistema LCIT descrito pela funcao de transferéncia:

s+ 2
HE) = 7
determine a resposta as seguintes entradas exponenciais de duracao infinita:
(a) x(t) = 5cos(2t 4 30°)
(b) «(t) = 10sin(2t + 45°)

(¢) z(t) = 10cos(3t + 40°)

Exercicio 6.2
Para um filtro passa-tudo caracterizado analiticamente por:

—(s —10)

H(s) ==~

determine a saida do sistema operando sob regime permanente para as seguintes excitagoes
continuas:

(a) z(t) = e/

(b) @(t) = cos(wt + 0)
() a(t) = cos(t)

(d) 2(t) = sin(2t)

(e) @(t) = cos(10t)
(f) 2(t) = cos(100t)
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Exercicio 6.3

Obtenha os diagramas de Bode para as seguintes funcgoes:

_ s(s+100)
(a) Hi(s) = i55r20)

(b) Ha(s) = LH2E20

_(s+10)(s+200)
(c) Hj(s)= (5+20)2(s+1000)

Exercicio 6.4

Usando o método grafico da Segao 4.10-1, obtenha um esbogo da resposta em amplitude
e fase para um sistema LCIT descrito pela seguinte funcao de transferéncia

s2 — 25450
H - —
()= F s 150
(s=1—=47)(s =1+ 47)
CES

qual é o tipo deste filtro?

7 Extra

Exercicio 7.1

Suponha que um engenheiro construa um sistema LCIT controlavel e observavel com

funcao de transferéncia
5?2+ 4
H(s)= —————.
() 282 +4s+4
(a) Por célculo direto, determine a resposta de magnitude nas frequéncias
w=20,1, 2 3,5, 10 e oo.

Use esses calculos para esbogar aproximadamente a resposta de magnitude no in-
tervalo 0 < w < 10.

(b) Para testar o sistema, o engenheiro conecta um gerador de sinais ao sistema com a
intencao de medir a resposta de magnitude usando um osciloscépio comum. Que tipo
de sinal o engenheiro deve aplicar ao sistema para realizar as medigoes? Como ele
deve fazer as medigoes? Forneca detalhes suficientes para justificar completamente
suas respostas.

(c) Suponha que o engenheiro construa acidentalmente o sistema

r 252 4+ 4s +4
 H(s) = s2+4

Que efeito esse engano tera sobre os testes?

10
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Exercicio 7.2

Considere um péndulo invertido montado sobre um carrinho mével, conforme a figura. O
péndulo é modelado como uma haste sem massa, de comprimento L, com uma massa m
presa a extremidade. A varidvel 6(t) representa a deflexdo angular do péndulo em relagao
a vertical, g é a aceleragao da gravidade, s(t) é a posi¢ao do carrinho em relagao a algum
ponto de referéncia, a(t) é a aceleragao do carrinho e z(t) representa a aceleragao angular
resultante de perturbagoes, como rajadas de vento.

[7=]

‘ > aft)

Figure P26.1

O objetivo deste problema ¢é analisar a dinamica do péndulo invertido e, mais espe-
cificamente, investigar o equilibrio do péndulo por meio de uma escolha adequada da
aceleragao a(t) do carrinho. A equagao diferencial que relaciona 0(t), a(t) e x(t) é

d*0(t)
dt?
Essa relacao iguala a aceleracao real da massa na direcao perpendicular a haste as ace-
leragoes aplicadas nessa direcao: a gravidade, a aceleragao de perturbacao devida a x(t)

e a aceleracao do carrinho.

Observe que essa é uma equacao diferencial nao linear. A andlise detalhada e exata
do comportamento do péndulo exigiria o estudo dessa equacao nao linear. Entretanto,
pode-se obter bastante informacao sobre sua dinamica por meio de uma andlise linear
quando o péndulo estd préximo da vertical, isto é, quando 0(t) é pequeno. Nesse caso,
use as aproximacoes

L = gsin[0(t)] — a(t) cos[0(t)] + Lx(t).

sin[6(t)] = 0(t), cos[f(t)] ~ 1.

(a) Suponha que o carrinho esteja parado, isto é, a(t) = 0, e considere o sistema LTI
causal com entrada z(t) e saida 6(t) descrito pela equacao anterior e pelas apro-
ximagoes de pequenos angulos. Determine a funcao de sistema e mostre que ela
possui um polo no semiplano direito, o que implica que o sistema é instavel.

O resultado do item (a) indica que, com o carrinho parado, qualquer pequena per-
turbacdo angular causada por z(t) produz desvios angulares crescentes em relagao
a vertical. Quando esses desvios se tornam grandes, as aproximagoes de pequenos
angulos deixam de ser vélidas. Ainda assim, sua validade para pequenos desloca-
mentos permite concluir que a posicao de equilibrio vertical é instavel.

11
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(b)

Deseja-se agora estabilizar a posicao vertical do péndulo movimentando o carrinho
adequadamente. Considere inicialmente a realimentacao proporcional

a(t) = Ko(t).

Admita que 0(t) seja pequeno. Desenhe um diagrama de blocos do sistema linear
com #(t) como saida, x(t) como entrada externa e a(t) como o sinal realimentado.
Mostre que o sistema em malha fechada resultante é instavel. Determine um va-
lor de K tal que, se x(t) = d(t), o péndulo oscile de um lado para o outro sem
amortecimento.

Considere a realimentacao proporcional-derivativa, ou PD,

_ an(1)
alt) = Kib(t) + K — .

Mostre que ¢é possivel encontrar valores de K; e K5 que estabilizem o péndulo. Para
g=9.8m/s? L=0,5m,

escolha K7 e Ky de modo que o sistema em malha fechada tenha razao de amorte-
cimento igual a 1 e frequéncia natural igual a 3rad/s.
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