Lista de Exercicios
Sinais e Sistemas em Tempo Continuo
Anélise no Espaco de Estados

Universidade de Brasilia
Departamento de Engenharia Elétrica

1 Introducao e Estrutura da Descricao no Espaco de
Estados

Exercicio 1.1

Converta cada uma das seguintes equacoes diferenciais de segunda ordem em um conjunto
de duas equagoes diferenciais de primeira ordem (equagoes de estado). Indique quais dos
conjuntos representam equagoes nao lineares:

(a) 1+ 10y +2y ==z
(b) 4+ 2e¥y +logy =«

(€) G+ o1(y)y+ do(y)y ==

Exercicio 1.2

Encontre as equagoes de estado de um sistema LTI de tempo continuo descrito por §j(t) +
3y(t) + 2y(t) = z(t).

2 Determinacao das Equagoes de Estado (Sistemas
Fisicos)

Exercicio 2.1

Considere o sistema mecanico mostrado na Figura 1, cuja dinamica é descrita pela equagao
diferencial
mij(t) + k2y(t) + kry(t) = x(t).

Ele consiste em um bloco de massa m conectado a uma parede por uma mola. Seja k; a
constante da mola e ky o coeficiente de atrito viscoso. Sendo a saida y(t) o deslocamento
do bloco e a entrada x(t) a for¢a aplicada, encontre uma representacao no espago de
estados do sistema.
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Figura 1:

Exercicio 2.2

Considere o circuito RLC mostrado na Figura 2. Seja y(t) a corrente de malha (saida do
sistema) e x(t) a tensdao de entrada. A dinamica do circuito é descrita pelo sistema de
equacoes diferenciais de primeira ordem

() = = Fa(0) — Taalt) + 7o),
Ga(t) = %fh(t), y(t) = qi(t),

onde ¢;(t) =iy (t) é a corrente no indutor e go(t) = v (t) é a tensao no capacitor. Encontre
a representacao no espaco de estados do circuito.
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Figura 2:
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3 Transformacao Linear do Vetor de Estado e Dia-
gonalizacao

Exercicio 3.1
As equagoes de estado de um certo sistema sao dadas por:

G = @2+ 2%

=—-¢G—¢@tz
Defina um novo vetor de estado w tal que:

w1 = (g2, W2 = 42 — 1.
Encontre as equacoes de estado do sistema com w como o vetor de estado. Determine

as rafzes caracteristicas (autovalores) da matriz A nas equagoes de estado originais e
transformadas.

Exercicio 3.2

Dado um sistema

01 0 0
g=10 0 1|q+ 0]z
0 -2 -3 1

determine um novo vetor de estado w tal que as equacoes de estado sejam diagonalizadas.

Exercicio 3.3

Considere a seguinte equacao de espaco de estados na forma canonica controlavel de ordem

dois:
) 0 1 0
i= % Jgfor )]s

Calcule os polos do sistema, os autovalores da matriz de estados e, para cada autovalor
encontrado, determine os autovetores associados.

4 Métodos de Solucao das Equacgoes de Estado

Exercicio 4.1

Encontre o vetor de estado q(¢) usando o método da transformada de Laplace se

¢ = Aq+ Bx
onde
SO
a0 =7 a0
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Exercicio 4.2

Repita o Exercicio 4.1 para

Exercicio 4.3

Encontre o vetor de estado q(¢) usando o método do dominio do tempo se
q=Aq+ Bx

onde

Exercicio 4.4

Encontre e?t para

usando o método da transformada de Laplace.

Exercicio 4.5

Repita o Exercicio 4.4 usando o método de decomposigao espectral (férmula de Sylvester).

Exercicio 4.6

Repita o Exercicio 4.4 usando o método da diagonalizagdo (ou seja, com A na forma
diagonal). Para isso, encontre os autovalores \; e Ay de A e reescreva a matriz como

a0
A=y
Exercicio 4.7

Usando o método das variaveis de estado, resolva a equagao diferencial linear de segunda
ordem

y'(t) +5y/(t) + 6y(t) = x(t)

com as condigoes iniciais y(0) = 2, y'(0) =1, e z(t) = e 'u(t).
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Exercicio 4.8
Use o método da transformada de Laplace para encontrar a resposta y para
q=Aq+Bz(t), y=Cq+Dut),

onde

5 Relacao com a Funcao de Transferéncia

Exercicio 5.1

Encontre a matriz da funcao de transferéncia H(s) para o sistema do Exercicio 4.8.

Exercicio 5.2

Encontre a matriz da func¢do de transferéncia H(s) para o sistema

A:{_l 11}, B:m, C=][1 1], D=1

Exercicio 5.3

Considere o sistema LTI de tempo continuo mostrado na Figura 3:
(a) O sistema ¢ assintoticamente estavel?
(b) Encontre a fungao do sistema H(s).

(c) O sistema é BIBO estavel?

x(t) yit)

Figura 3:
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Exercicio 5.4

Considere o sistema LTI de tempo continuo mostrado na Figura 4.

(a) Encontre a representagao no espaco de estados do sistema com as variaveis de estado
¢1(t) e go(t) como mostrado.

(b) O sistema ¢é assintoticamente estével?
(c) Encontre a funcao do sistema H (s).

(d) O sistema é BIBO estével?

<

Figura 4:

()

6 Propriedades Estruturais (Controlabilidade e Ob-
servabilidade)

Exercicio 6.1

Considere o sistema LTI de tempo continuo do exercicio 5.3.
(a) O sistema é controlavel?

(b) O sistema é observavel?

Exercicio 6.2

Considere o sistema mostrado na Figura 5.
(a) O sistema é controlavel?
(b) O sistema é observével?

(c¢) Encontre a func@o do sistema H(s).
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q,lt)

x(t) yit)

Figura 5:

Exercicio 6.3

Identifique a Controlabilidade e Observabilidade dos sistemas da Figura 6.
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(b)
Figura 6:

Exercicio 6.4

Dado o diagrama de blocos abaixo (realizagao paralela):



ENEOQ067 - Sinais e Sistemas em Tempo Continuo UnB - Engenharia Elétrica

x()

Figura 7:

(a) Encontre as matrizes de espaco de estados (A, B, C e D) do sistema.
(b) O sistema é controldvel?

(c) O sistema é observavel?

7 Realizacoes e Formas Canonicas

Exercicio 7.1

Considere as fungoes de transferéncia (FT) dos sistemas de tempo continuo descritos nos
itens de (a) a (d) abaixo. Para cada uma das fungoes de transferéncia, pede-se:

(I) Obtenha as representacoes em espaco de estados nas formas candnica controldvel,
canonica observavel, cascata e paralela (diagonal).

(IT) Desenhe um diagrama de blocos com integradores (1/s), ganhos e somadores para
representar cada uma das realizacoes obtidas.

(III) Informe se a realizagao obtida é minima (ou seja, se a dimensao do vetor de estados
é igual a ordem da funcao de transferéncia apds o cancelamento de eventuais polos
e zeros). Justifique.

_ (s+D)(s+2)
(a) Hi(s) = 560619

. (s—1)(s+2)
(b) Ha(s) = =561 1609)

. (s—2)(s+1)
() Hs(s) = germiorn

(d) Hils) = 275,

5242545
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8 Interconexao de Sistemas no Espaco de Estados

Exercicio 8.1
Considere os dois sistemas na forma ¢; = A;q; + Biu;, y; = Ciq;:
it 1= 2 +tu, n1=aq

. 0 1 0
2y C]QZ{_?) _4} Q2+L}U2, =1 0]¢

(a) Determine as fungoes de transferéncia G1(s) e Ga(s) de X1 e X, respectivamente.

(b) Determine uma realizagao em espago de estados para a conexao em cascata 31 — Yo
(a saida de X alimenta a entrada de ).

(c) Determine uma realizacao em espago de estados para a conexao em paralelo (ambos
os sistemas recebem a mesma entrada u e suas saidas sdo somadas: y = y; + ya).

w0 om0 ]

Figura 8: Conexao em série (cascata) para Exercicio 8.1(b).

2
() e y(t)
_|_
b3

Figura 9: Conexao em paralelo para Exercicio 8.1(c).

Exercicio 8.2
Considere os dois sistemas na forma ¢; = A;q; + Biu;, y; = Ciq;:
Y10 @1 =-3n1+2w, n1=q
Yo:i (o= —0q+uz, Ya=4q
(a) Determine as fungoes de transferéncia Gi(s) e Ga(s) de ;1 e Yo, respectivamente.

(b) Determine uma realizagao em espago de estados para a conexao em cascata 1 — Yo
(a salda de X alimenta a entrada de Xs).

(c¢) Determine uma realiza¢ao em espago de estados para a conexao em paralelo (ambos
os sistemas recebem a mesma entrada u e suas saidas sdo somadas: y = y; + ya).
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() S (?) 5, y(t)

Figura 10: Conexao em série (cascata) para Exercicio 8.2(b).

2
(1) +C y(t)
_|_
29

Figura 11: Conexao em paralelo para Exercicio 8.2(c).

Exercicio 8.3

Considere dois sistemas LTI descritos no espaco de estados:
Sistema direto (planta) G, com entrada e(t) e saida y(t):

@1 = Aiq1 + Be, y=0Caq
Sistema de realimentagao H, com entrada y(t) e saida ys(t):
Go = A2qa + Bay, Y2 = Caqo
Os dois sistemas sao conectados em realimentagao negativa, de modo que:
e(t) = z(t) — (1)

sendo x(t) a entrada externa do sistema em malha fechada e y(¢) a sua saida.

(1) +_O e(l) 5, y(t)

2o

Figura 12: Conexao em realimentacao para o Exercicio 8.3.

Definindo o vetor de estado da malha fechada como g = Zl , encontre as matrizes A,
2
B e C da representacao no espaco de estados ¢ = Aq + Bz, y = Cq, para os dois casos
abaixo:

(a)



ENEOQ067 - Sinais e Sistemas em Tempo Continuo UnB - Engenharia Elétrica

(b)

Exercicio 8.4

Considere uma conexao em realimentagao negativa em que a planta G é descrita no espaco
de estados por:

. 0 1 0
¢ = {_4 _5} q+ M e, y=1[1 0la
e o ramo de realimentacao é um sistema com funcao de transferéncia:

5s

H —
(5) = 551

A entrada externa é x(t), a saida do sistema é y(t), e e(t) = x(t) — yo(t), onde yo(t) é a
saida de H(s) quando sua entrada ¢ y(t).

(a) Obtenha a realizagdo no espago de estados (A, B,C) resultante da conexdo em

1
42
malha fechada, onde g2 é o estado associado a H(s).

realimentacao do sistema completo, definindo ¢ = como o vetor de estado da

(b) Obtenha a fungao de transferéncia de malha fechada H,,f(s) =

9 Projeto de Controladores por Realimentacao de
Estados

Exercicio 9.1

Considere o sistema:

: 01 0
¢ = Aq + Bz, A—L 0], B_[l]

(a) Calcule os polos de malha aberta (autovalores de A) e verifique que o sistema é
controlavel.

(b) Aplique o controlador por realimentacao de estados © = Kq+v, com K = [kl kQ] )
Determine os ganhos ki e ky de forma que os polos do sistema em malha fechada

= (A+ BK)q+ Bu

sejam —2 e —3.

11
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Exercicio 9.2

Considere o sistema descrito pela seguinte funcao de transferéncia, que relaciona a saida
Y (s) e a entrada X(s):

_ Y(s) 1

CX(s) s2—s5-—2

G(s)

(a) Calcule os polos de malha aberta do sistema e identifique o polo instavel.

(b) Aplique o controlador por realimentacao de estados © = Kq+v, com K = [kl ]{?2] ,
assumindo que ¢ é o vetor de estados. Determine os ganhos k; e ko de forma que os
polos do sistema em malha fechada sejam —2 e —3.

Dica: para resolver este problema, converta a funcao de transferéncia numa realizacao
de equagoes de estado na forma candnica controlavel antes de calcular os ganhos do
controlador.

10 Extra

Exercicio 10.1

O modelo de espaco de estados nao linear em tempo continuo a seguir tem sido usado
para representar a evolu¢ao temporal da concentracao de glicose y(t) no plasma sanguineo
em resposta a concentracao de insulina z(¢) no plasma:

) — e (0(8) ~ 90) — 1 ()an(t).
) — a9 + ks wl0) — 1),

y(t) = qi(t).

Aqui, ¢1(t) = y(t) é a concentragao de glicose no plasma, enquanto go(t) representa a
atividade efetiva da insulina. Os parametros ki, ks e k3 sao constantes positivas; admita
que k; seja diferente de ko.

(a) Determine o estado de equilibrio desse modelo quando x(t) permanece fixo no valor
x = 11, isto é, determine os valores de equilibrio ¢; e ¢» das duas variaveis de estado.

(b) Escreva o modelo de espago de estados LTT linearizado que governa pequenas per-
turbacoes qe1 (%), ge2(t), Te(t) e y.(t) das varidveis de estado, da entrada e da saida
em relacao aos respectivos valores de equilibrio.

(¢) Com z.(t) identicamente nulo, isto é, com z(t) fixo em 11, é possivel que g, (t) varie
sem que @eo(t) varie? E possivel que geo(t) varie sem que g1 (t) varie?

12



