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Introducao a Andlise no Dominio do Tempo

@ A anilise no dominio do tempo permite estudar o comportamento dos sistemas através de suas
respostas temporais

@ Para sistemas LCIT (Lineares, Continuo e Invariantes no Tempo), podemos decompor a resposta
total em duas componentes:

o Resposta de entrada nula: devido as condi¢Ges internas
o Resposta de estado nulo: devido a entrada externa

@ Esta decomposicdo é fundamental para entender o comportamento completo do sistema
Devido a linearidade tem-se:

Resposta Total

y(t) = yo(t) + yx(t)

onde y(t) € a resposta de entrada nula (equagdo homogénea) e y,(t) é a resposta de estado nulo
(resposta forcada, equacdo ndo homogénea).
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Sistemas LCIT - Definicao

@ Anilise de sistemas lineares invariantes no tempo (LIT) ou LTI do inglés linear time-invariant systems.

Um sistema é Linear, Continuo e Invariante no Tempo (LCIT) quando:

@ Linear: satisfaz o principio da superposicao
@ Continuo: os sinais sdo definidos para todo t € R
@ Invariante no Tempo: as caracteristicas ndo mudam com o tempo

o Causal: assume-se também que o sistema é causal, i.e, a saida depende apenas da entrada
presente e passada
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Sistemas lineares diferenciais

@ A entrada x(t) e a saida y(t) estdo relacionadas por equa¢des diferenciais lineares na forma

dNy dN-1ty dy dMx dM—1x

dtN +aN-1——H—5 +- +317+30y( ) bMW+bM_1W

dx
dtN-1 dt + -+ bl + boX(t) (1)

coeficientes a; e b; sdo constantes. Em sistemas priticos M < N, pois (1) se comporta como
diferenciador de ordem M — N (amplifica¢do de ruidos).

~ Operador p: p = d/dt, pky(t) = dkdytﬁt)

Equacgao Diferencial Geral

Um sistema LCIT de ordem N é descrito por:

onde Q(p) = p" + an_1pV T+ ...+ a1p+ao e P(p) = bupM + ...+ bip+ bo
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Conceito de Resposta de Entrada Nula

Definicao

A resposta de entrada nula y(t) € a resposta do sistema gerada apenas pelas condi¢ées internas
(condigbes iniciais), considerando que todas as entradas externas sdo nulas (x =0).

Representa o comportamento natural do sistema

°
@ Depende apenas das condicdes iniciais

e E solucio da equacdo homogénea: Q(p)yo(t) =0
°

Revela as caracteristicas intrinsecas do sistema (ex. péndulo livre)

Espaco da solucao

Q(p)yo(t) = 0 é uma combinagdo linear das fungdes y(t), dy(t)/dt,...,d"y(t)/dt" e portanto a
solugdo y(t) deve necessariamente estar em um espaco de dimensdo N.

@ Objetivo: achar sinais linearmente independentes que formam uma base para o espaco de solucées
da equagao.
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Independéncia Linear

Defini¢do (Independéncia Linear)

Um conjunto de sinais {yx(t), k = 1,..., m} é linearmente independente se e somente se

S am(t)=0, Vvt = =0 k=1,....m
k=1

Exemplo (Linearmente independentes)

Os sinais y1(t) = 1, y»(t) = t e y3(t) = t2 s3o linearmente independentes.

ayi(t) + oy(t)+ays(t) =0, Vt = a=co=c=0, pois (@)
1 00

parat=0,1,2: det |1 1 1| =2+#0 3)
1 2 4
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Base

Defini¢do (Base)

A combinacao linear de um conjunto de m sinais yj(t), isto é,

y(t) = Z ckyk(t)

com escalares ¢, € C gera um espaco linear, cuja dimens3o é dada pelo niimero r < m de sinais
linearmente independentes. Qualquer conjunto de r sinais que gere o mesmo espago é uma base para
esse espaco.

Propriedade (Independéncia linear)

Os sinais y1(t) = exp(A1t) e ya(t) = exp(A2t) sdo linearmente independentes se e somente se
A1 # Ap. Note que a; exp(A1t) + ap exp(Aat) = 0, Vt, implica

at+a=0

ay exp(A1) + axexp(A2) =0 } = a=a=0
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Determinacao da Resposta de Entrada Nula

Método dos coeficientes a determinar

Para determinar yp(t), assumimos uma solugdo da forma yo(t) = cet e substituimos na equagdo
homogénea:

Q(p)yo(t) =0

@ Observe

vo(t) = ce™ = pVyo(t) = cAVeM

Qp)yo(t) =0 = Q(N)ce™ =0
@ Para solugdo nio trivial (¢ # 0):
Q) = Mopay V14 +a +a=0

@ Q(\) =0 é a equacdo caracteristica do sistema

@ As raizes A1, Aa, ..., Ay de Q(A) = 0 s&o as raizes caracteristicas do sistema

e et s3o os modos préprios ou caracteristicos e s3o linearmente independentes.

Aula 04 - SSTC 9/49



Modos Caracteristicos

Definicao
Os modos caracteristicos sio as formas de resposta que o sistema pode manter por si s6, sem entrada
externa. S3o dados por e’ para cada raiz caracteristica \;.

Resposta de Entrada Nula Geral

ossiveis solucdes: cje ..., cye™Nt. Para N raizes caracteristicas distintas:
P lug Mt oo cnet Para N teristicas distint
Art Aot Ant
yo(t) = c1e™t + e™* + ...+ cye™

As constantes ci, ¢, ..., cy sao determinadas pelas N condicdes iniciais. A solucdo é a
combinagdo linear dos modos caracteristicos.

Importancia

Os modos caracteristicos determinam n3o apenas a resposta de entrada nula, mas também influenciam
toda a resposta do sistema!

= =T = = =
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Resposta de Entrada Nula

x(t) MU ] vel)

Figura: Resposta total y(t) = yo(t) + yx(t) e resposta a entrada nula yo(t) do circuito RLC.
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Exemplo com Duas Raizes Reais Distintas

Exemplo (Duas raizes reais distintas)

Considere o sistema descrito pela equac3o diferencial

plp+1/7)y =0, y(0)=0, y(0)=1/7
Cuja equagao caracteristica é

AMA+1/7)=0 = MN=0, X=-1/7

A solucdo é dada por
y(t) = a1 + a2 exp(—t/7)

Das condig¢des iniciais, tem-se
a; = 1, dpy = -1
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Exemplo com Raizes Complexas Conjugadas

Exemplo (Duas raizes complexas conjugadas)

Considere o sistema descrito pela equac3o diferencial

(P +2V3p+4)y =0, y(0)=1, y(0)=0
cujas raizes da equac3o caracteristica s3o A\; = =3+, X =—V3—
A solugdo é dada por y(t) = a3 exp(A1t) + a2 exp(Aat)

Das condig¢des iniciais, tem-se
1 V3 1 V3

n=3 5 2=ty

De maneira equivalente, a combinagao linear de modos préprios complexos conjugados pode ser escrita
como

y(t) = aexp(—V/3t)cos(t +6), 0=—m/3, a=2
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Raiz Dupla

Propriedade (Raiz dupla)

Se ) é raiz dupla da equacio caracteristica Q(\) = 0, entdo exp(At) e texp(At) sdo modos préprios da
equagdo (1), ou seja,

Q(p)(texp(At)) = exp(At) (ro(A) n j’AQu)) -

pois Q(A\)=0e din(P)‘ e 0 quando A é raiz dupla de Q(X).

p=

Propriedade 8 (Raiz mdltipla)

Se \ é raiz de multiplicidade r de Q(\), entdo exp(At), texp(At), ..., t" Lexp(At) sdo modos préprios
da equagdo (1).
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Casos Especiais de Raizes

1. Raizes Repetidas

Se A é uma raiz de multiplicidade r, a solucdo geral é:

yo(t) = (a1 + ot + st? + -+ ¢t h)eM

@ Se o polindmio caracteristico for
Q) =(A=A) (A= Ars1) ... (A= M)
@ a resposta a entrada nula serd
w(t)=(a+at+...+ot™HeM 4 oMt . 4 ettt

e S3o N raizes caracteristicas, dentre essas, r repetidas
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Casos Especiais de Raizes

2. Raizes Complexas Conjugadas

Para raizes A = o £+ j3 (sempre aparecem em pares complexos conjugados):

o Entdo a resposta a entrada nula é: yp(t) = c;el@ 8t 4 gyelo—iP)t
@ Para yo(t) ser real, c; e ¢ devem ser complexos conjugados

@ Reescrevendo os coeficientes ¢; e ¢, na forma polar como ¢; = gefe ec = ge_fe, ceR:

o o QI(0+B1) 4 o—i(0+1)
Yo(t) = %elee(aﬂﬁ)f n %e—ﬂ?e(a—JB)t _ ceot ( +2 e )

@ Por Euler yo(t) = ce®* cos(St + )

@ Interpretacao:
@ Raizes reais negativas: decaimento exponencial
@ Raizes complexas: oscilagdes com envelope exponencial

@ Raizes no eixo imagindrio: oscilages sustentadas
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Exemplo 1: Sistema de Segunda Ordem

@ Sistema:

@ Equacio caracteristica: A2 +3\+2=0
@ Fatoragdo: (A+1)(A+2)=0
Q Raizes: A\ = —1, A\, = -2

Q Resposta geral: yo(t) = cre f + e 2t

@ Determinacdo das Constantes
yo(O) =cq+c=0 (4)
yo(O) = —C — 2C2 = -5 (5)

Solugdo: ¢; =5, o =—-5 = |y(t)=5e " —5e ? =5(e "t —e %)
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Grafico da Resposta - Exemplo 1

Resposta de Entrada Nula
T T T T T

N —_—)

~ = = —5e’

~ - = =52t

Amplitude

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Tempo (s)

Figura: Resposta de entrada nula yo(t) = 5(e™" — e™%).

@ Ambos os modos s3o decrescentes exponencialmente
e O modo e~?! decai mais rapidamente que e~!
@ A resposta inicial é determinada pela diferenca dos modos

@ O sistema retorna ao estado de equilibrio (zero) conforme t — oo

Aula 04 - SSTC 18/ 49



Cédigo MATLAB - Exemplo 1

1|% Exemplo 1: Sistema de segunda ordem

2% (pP"2 + 3p + 2)y(t) = x(t)

3|% Condi¢des iniciais: y(0) =0, y'(0) =5

4/t = 0:0.01:5; % Definicio do tempo

5| y0 = 5%(exp(—t) — exp(—2xt)); % Resposta de entrada nula
6| % Componentes individuais

7| modol = B5xexp(—t);

8

9

modo2 = —b5kexp(—2%t);
% Grafico
10| figure; plot(t, yO, 'b—', 'LineWidth', 2);
11| hold on; grid on;
12| plot(t, modol, 'r—', ’'LineWidth', 1.5);
13| plot (t, modo2, 'g—', 'LineWidth', 1.5);
14| xlabel ('Tempo (s)'); ylabel (' Amplitude');
15| title ('Resposta de Entrada Nula');
16| legend ('y-0(t)', '5e"{—t}’', '—5e"{—2t}', 'Location’', 'best');

Listing 1: Simulacdo da resposta de entrada nula
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Exemplo 2: Raizes Complexas

@ Sistema
(p*> +4p+40)y(t) =0, yo(0) =2, yo(0) = 16.78

@ Equacdo caracteristica: A\ + 4\ +40=0
@ Raizes complexas: \; = =2+ j6, Ao = —2 — j6
@ Forma real: yo(t) = e~2(ccos(6t) + dsin(6t))

@ Determinacdo das Constantes

¥0(0)=c=2 (6)
v0(0) = —2c + 6d = 16.78 @)

Solugio: ¢ =2, d =3.463 = |yo(r) = e (2 cos(6t) + 3.463sin(61)) |
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Interpretacao Fisica da Resposta Oscilatéria

@ Forma alternativa: yo(t) = cieMt 4 et

@ Determinacao das Constantes
yo(O) =ca+c=2 (8)
y0(0) = a A1 + oo = 16.78 (9)

Solugdo: ¢; =1 —j1.7317 =2e 775, o = 1 +/1.7317 = 2J5 = | yp(t) = 4e % cos(6t — 7/3) \

@ Interpretacdo:
o Envelope exponencial: e~? - determina o decaimento
@ Oscilagdo: cos(6t) e sin(6t) - frequéncia de 6 rad/s

Resposta Oscilatéria Amortecida
T T T

4 N

Amplitude

. . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3
Tempo (s)

Figura: Resposta oscilatéria amortecida com envelope exponencial.
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Cédigo MATLAB - Exemplo 2

% Exemplo 2: Raizes complexas

% (p"2 + 4p + 40)y(t) = x(t)

% Condi¢bes iniciais: y(0) = 2, y'(0) = 16.78
t = 0:0.01:3; % Defini¢gdo do tempo

% Parametros

alpha = —2; beta = 6; ¢ = 2; d = 3.463;

% Resposta de entrada nula

envelope = exp(alphax*t);

y0 = envelope.*(cxcos(betaxt) + d#sin(betaxt));
% Envelope superior e inferior

env_sup = envelopexsqrt(c™2 + d"2);

env_inf = —env_sup;

% Grafico

figure; hold on;

plot(t, y0, 'b—', 'LineWidth', 2);

plot(t, env_sup, 'r—', 'LineWidth', 1);

plot(t, env_inf, 'r—', 'LineWidth', 1);

xlabel ("Tempo (s)'); ylabel('Amplitude’); grid on;

title ('Resposta Oscilatéria Amortecida’);
legend('y_0(t)’', 'Envelope’, 'Location', 'best');

Listing 2: Simulagdo de resposta oscilatéria amortecida
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Solucdo da equacdo nao homog

Considere a equacgdo diferencial ndo homogénea
Q(p)y(t) = P(p)x(t) (10)

com condi¢des iniciais conhecidas, que descreve um sistema linear nao auténomo.

A equagdo (10) pode ser resolvida pelo método dos coeficientes a determinar sempre que x(t) for
solugdo de uma equagdo diferencial homogénea dada por Q(p)x(t) =0

O polinémio Q(_p) define os modos do espaco que contém x(t). Portanto, multiplicando a equacdo dos
dois lados por Q(p), tem-se a equacdo homogénea

Q(p)Q(p)y(t) = P(p)QR(p)x(t) =0

que contém os modos préprios de Q(p) e os modos forcados de Q(p).

As condigdes iniciais que permitem a solucdo desse sistema aumentado s3o as originais acrescidas de
tantas quanto for o grau de Q(p), obtidas por substituicdo sistemdtica na equagdo (10).
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Solucdo forcada

O método dos coeficientes a determinar pode ser aplicado diretamente a equac3do diferencial n3o
homogénea (10). Para isso, identificam-se as parcelas da resposta natural ou homogénea, y,(t), e
resposta forcada, yr(t), (devido a entrada) da solu¢do.

y(t) =ya(t) +ye(t) = Q(p) (yalt) + y£(t)) = P(p)x(t)
Q(p)yr(t) = N(p)x(t) (11)
pois Q(p)ya(t) = 0. As parcelas homogénea e forcada sdo dadas por

ya(t) =D ahi(t)  ye(t) = buax(t)
k=1 k=1

sendo f(t) os m modos préprios associados a Q(\) = 0 e gx os M modos forgados associados a
Q() = 0, considerando-se as possiveis multiplicidades com as raizes .

Determinando os coeficientes ay e by

Os coeficientes sdo obtidos sequencialmente. Primeiro, os coeficientes by sdo obtidos da equagdo (11)
e, em seguida, os coeficientes a, sdo obtidos a partir das condi¢Ges iniciais aplicadas na solucdo

y(8) = ya(t) + y(t) (va(0) + y7(0) = ¥(0), ¥»(0) + y#(0) = y(0),...). ]
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Solucdo forcada

Exemplo: de raizes v da equagdo caracteristica que fornece os modos forcados gx(t), espaco que gera a
entrada x(t), considerando que os modos forgados (y;) sdo distintos dos modos préprios (A;) obtidos a
partir da equacdo homogénea.

o x( 1 Q(P)=p+3, Q=0 = 7=-3 = g(t)=be ™

o x(t) =5u(t): Qp)=p, A(1) =0 =7=0 = g(t) = be°

o x(t) =cos(2t): Q(p) =p>+4, Q(Y) =0 =71 =2, 2= 2] = g(t) = be® + bpe %
o x(t)=t: Q(p) =p% Q) =0 =7 =0, n=0 = g(t)=by + bt

o x(t)=t2+5t+3: Q(p) =p°, Q(Y) =0 = 7123=0 = g(t) = bot> + byt + by

o x(t) =3te*: Q(p)=(p—4)2 Q) =0 =11 =4, 1n=4 = g(t) = (b1 + bot)e*

Se os modos n3o s3o distintos (v; = A;, para algum /), considerar multiplicidade. Exemplo:
o\ =-3ex(t)=2e3 Q(p)=p+3, Q) =0 = v=-3 = g(t) = bte 3t
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Exemplo — Solucao forcada a entrada senoidal

Exemplo: Solugdo forcada a entrada senoidal)

Considere o sistema descrito pela equagdo diferencial

(p+1)y =10cos(2t) , y(0)=0

A raiz de Q(A\) =0 ¢é —1 e as raizes de Q(’y) =0s3ovy1 =2/ , 72 = —2j e portanto n3o ha
coincidéncia de raizes entre Q(A) =0 e Q(y) = 0. Assim,

yr(t) = brexp(1it) + by exp(y2t)
Substituindo na equagdo, tem-se
~v1b1 exp(71t) + Yabo exp(y2t) + by exp(11t) + bo exp(y2t) = Sexp(y1t) + 5 exp(7at)

resultando em blzﬁzl—ﬂ , @:%:14_]2
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Exemplo — Solucao forcada a entrada senoidal

Assim,

y(t) = aexp(—t) + (1 — j2) exp(j2t) + (1 + j2) exp(—j2t)
Das condic¢des iniciais, obtém-se a = —2.
Note que os modos forcados podem ser escritos em termos trigonométricos, ou seja,

yr(t) = b. cos(2t) + bssin(2t)

Derivando e substituindo na equacdo, obtém-se

ou, ainda,

1
cos <2t + 4_) ~ 4.47 cos(2t — 1.11)
J

1
t) =10
ye(t) ‘1+j2 1442
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Exemplo — Solucao forcada a entrada exponencial

Raizes caracteristicas coincidentes
Considere o sistema Q(p)y(t) = P(p)x(t) dado por

(p+1)y(t) =10exp(—t) , y(0)=1

Observe que as raizes caracteristicas s3o
A= —1 (devido a eq. homogénea, Q(\) =0) , ~ = —1 (devido a entrada, Q(7) = 0)
Portanto, a parte forcada é dada por
ye(t) = btexp(—t) = b=10
A solucio é

y(t) = aexp(—t) + 10texp(—t) = a=1
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Conceito da Resposta ao Impulso

Definicao

A resposta ao impulso unitario h(t) € a resposta do sistema quando a entrada é o impulso unitdrio

0(t) e todas as condicdes iniciais sdo nulas.

o(t)

R

e Equacdo: Q(p)h(t) = P(p)i(t)

Sistema LCIT

h(t)

F———

e Como 6(t) =0 para t > 0, temos Q(p)h(t) =0 para t >0

e Portanto, h(t) é uma combinagdo dos modos caracteristicos para t > 0

Importancia Fundamental

A resposta ao impulso caracteriza completamente um sistema LCIT. Conhecendo h(t), podemos

determinar a resposta a qualquer entrada!
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Representacao de um sinal por impulsos

T
x(1)
x(nA7)
p() %
0| A7 t— — - p——
Ar t=nAt
(a) (b)
h(t)
(1)
0 t— 0 11—

Figura: Representacdo de um sinal por soma de impulsos quando At — 0.

~ Se conhecemos a resposta do sistema a um impulso unitdrio §(t), podemos determinar imediatamente a resposta do sistema a uma

entrada arbitraria x(t) adicionando a resposta do sistema a cada componente de impulso de x(t).
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Calculo da Resposta ao Impulso Unitario

@ Métodos de cdlculo da resposta h(t) ao impulso unitdrio 0(t):
@ Método via coeficientes a determinar
@ Método cldssico de casamento de impulso: célculo das novas condicdes iniciais para t = 0T

© Método simplificado de casamento de impulso: condi¢Ges iniciais pré estabelecidas

~ Os métodos de calculo da resposta ao impulso sdo apresentados em documento a parte.
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Propriedade de Invaridncia no Tempo

Theorem (Resposta ao Impulso Atrasado)

Se h(t) € a resposta de um sistema LCIT a entrada §(t), entdo h(t — T) € a resposta do mesmo
sistema a entrada §(t — T).

Esta propriedade decorre diretamente da invariancia temporal
: . Si

Simbolicamente: §(t — T) =2, p(t — T)

Permite determinar a resposta a impulsos atrasados

Base fundamental para a integral de convolugdo

8(t — nAT)
‘ 0 nAT t— | 0 nAT t—

Figura: Impulso atrasado e sua resposta correspondente. Fonte: Lathi, 2000.
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Relacdo entre Modos Caracteristicos e Resposta ao Impulso

Conexao Fundamental

A resposta ao impulso é uma combinac3o linear dos modos caracteristicos do sistema, pois para t > 0,
o impulso 6(t) = 0 e a equagdo se torna homogénea.

Para t > 0: Q(p)h(t) =0 (equagdo homogénea)
Portanto: h(t) = combina¢do dos modos caracteristicos
As condicdes iniciais s3o determinadas pela entrada impulsiva

Os modos caracteristicos aparecem em todas as respostas do sistema!

Universalidade dos Modos

Os modos caracteristicos sdo universais - aparecem tanto na resposta de entrada nula quanto na
resposta ao impulso, sendo fundamentais para todo o comportamento do sistema.
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Interpretacdo Fisica dos Conceitos
Resposta de Entrada Nula

@ Como um sistema "esquece” suas condi¢Ges iniciais

@ Movimento natural sem influéncia externa

@ Exemplo: oscilagao livre de um péndulo

w
Resposta ao Impulso

@ Como um sistema reage a uma "pancada” instantanea

@ Revela a " personalidade” dindmica do sistema

@ Exemplo: som de um sino apds ser tocado

Modos Caracteristicos
@ As "frequéncias preferidas” do sistema

@ Movimentos que o sistema pode sustentar naturalmente

@ Determinam estabilidade e comportamento temporal
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Exercicio 1

@ Problema Determine a resposta de entrada nula yy(t) para o sistema:
(p? +5p + 6)y(t) = (2p + 3)x(t) com condicBes iniciais y5(0) = 1 e yp(0) = —2.

@ Equacdo caracteristica: A> +5\A+6 =0
@ Fatoragdo: (A +2)(A+3)=0

© Raizes: \1 = -2, A, = -3

@ Forma geral: yo(t) = cre 2t + e~

@ Determinacao das Constantes:

w0 =a+a=1 (12)
yo(O) =-2c1 -3¢ =-2 (13)

Resolvendo: c; =1, ;=0 = |y(t)=e*
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Exercicio 2

@ Problema Determine a resposta ao impulso h(t) para o sistema: (p? +4p + 3)y(t) = (p + 2)x(t)

o N=2, M=1,b =1

o Condicdes iniciais: h(0~) =0, h(07) =1
e Equacio caracteristica: A> + 4\ +3 =0
°

Raizes: \y = —1, A\, = -3

@ Solucido

Q h(t)=cre '+ ce 3 parat>0
Q h(O):C1+C2:O

Q@ h0)=—-c-3c=1

Q Resolvendo: ¢; = -1/2, o =1/2 = |h(t) = %(e‘3t —e Hu(t)
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Cédigo MATLAB - Exercicio

% Exercicio 2: Resposta ao impulso
% (p°2 + 4p + 3)y = (p + 2)x

t = 0:0.01:5; % Defini¢do do tempo
% Resposta ao impulso

h = 0.5%x(exp(—3xt) — exp(—t));

% Componentes individuais

compl = 0.5xexp(—3*t);

comp2 = —0.5%xexp(—t);

% Grafico

figure; hold on;

plot(t, h, 'b—", 'LineWidth’', 2);

plot(t, compl, 'r—', 'LineWidth', 1.5);

plot(t, comp2, 'g—', 'LineWidth', 1.5);

xlabel ('Tempo (s)'); ylabel('h(t)");

title ('Resposta ao Impulso — Exercicio 2'); grid on;
legend('h(t)’', '0.5e"{—=3t}', '—0.5e"{—t}', 'Location’', 'best');
% Verificacdo da integral (deve ser finita para sistema estdvel)

integral_h = trapz(t, abs(h));

fprintf('Integral de |h(t)|: %.4f\n’, integral_h);

Listing 3: Simulag3o da resposta ao impulso do Exercicio 2
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Exercicio 3

Para o sistema oscilatério: (p? + 2p + 5)y(t) = x(t)
a) Determine os modos caracteristicos

b) Encontre yo(t) para yo(0) =1, y(0) =0

c) Determine a resposta ao impulso h(t)

Soluc¢do - Parte (a)
@ Equacio caracteristica: A2 +2\+5=0
@ Discriminante: A =4—-20=-16<0
© Raizes complexas: A = —1 £ 2

@ Modos caracteristicos: e~ cos(2t) e e~ 'sin(2t)
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Exercicio 3 - Continuagao
Solugdo - Parte (

Q Forma geral: yo(t) = e~ (ccos(2t) + dsin(2t))
@ Condigdo inicial: yp(0) =c=1
@ Derivada: yo(t) = e *[(—c + 2d) cos(2t) + (—d — 2c¢) sin(2t)]

1
@ Condigdo inicial: yp(0) = —c+2d =0=d=1/2: |y(t) =€ " (cos(2t) + 2sin(21'.'))

Solugdo - Parte (c)
ON=2M=0, b=1
@ Condigdes: h(0~) =0, h(0~) =0, h(0~) =1
@ Para este caso: h(t) =0 para t < 0 e solu¢do homogénea para t > 0

@ Aplicando condi¢des: h(t) = 2e~tsin(2t)u(t) = |h(t) = %e*tsin(2t)u(t)
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Visualizacao do Exercicio 3

Resposta de Entrada Nula
T T T

of I | ! / | | I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo (s)
Resposta ao Impulso
T T T

0.2
=01
0 e
1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo (s)

Figura: Respostas do sistema oscilatério: (a) resposta de entrada nula, (b) resposta ao impulso.

@ Sistema subamortecido com { = 1/\/5 ~ 0.447

o Frequéncia natural: w, = v/5 ~ 2.236 rad/s

e Frequéncia amortecida: wy = 2 rad/s

@ Ambas as respostas sdo oscilatérias com envelope exponencial decrescente
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Cédigo MATLAB - Exercicio 3 Completo

% Exercicio 3: Sistema oscilatério

% (P"2 + 2p + B)y = x

% Pardmetros do sistema

zeta = 1/sqrt(5); % Fator de amortecimento
wn = sqrt(5); % Frequéncia natural

wd = 2; % Frequéncia amortecida
alpha = —1; % Parte real das raizes
t = 0:0.01:5; % Defini¢cdo do tempo

% Parte (b): Resposta de entrada nula

y0 = exp(alphaxt).*x(cos(wdxt) + 0.5xsin(wdst));
% Parte (c): Resposta ao impulso
h = 0.5xexp(alphaxt).xsin(wdxt);
% Grafico comparativo

figure; subplot(2,1,1);

plot(t, y0O, 'b—', 'LineWidth', 2)
xlabel ("Tempo (s)'); ylabel('y-0
subplot(2,1,2);
plot(t, h, 'r—', 'LineWidth', 2); grid on;

xlabel ('Tempo (s)'); ylabel('h(t)'); title( ' Resposta ao Impulso’');

; grid on;
(t)'); title('Resposta de Entrada Nula');

Listing 4: Analise completa do sistema oscilatério

E. S. Tognetti (UnB) Aula 04 - SSTC 41/49



Estabilidade e Modos Caracteristicos

Definicdo (Estabilidade BIBO)

Um sistema € estdvel BIBO (Bounded Input, Bounded Output) se toda entrada limitada produz saida
limitada.

Theorem (Condico de Estabilidade)

Um sistema LCIT € estdvel se e somente se todas as raizes caracteristicas tém parte real negativa.

o Raizes com Re()\) < 0: modos préprios decrescentes (estavel)
o Raizes com Re()\) = 0: modos préprios marginalmente estaveis
e Raizes com Re()\) > 0: modos préprios crescentes (instavel)

Critério Prético

Para verificar estabilidade, analise a localizagdo das raizes caracteristicas no plano complexo. Todas
devem estar no semiplano esquerdo.
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Tipos de Resposta Segundo os Modos

Classificacdo por Raizes Caracteristicas

o Raizes reais negativas: resposta aperiddica decrescente

o Raizes complexas com Re()\) < 0: resposta oscilatéria amortecida
o Raizes imaginarias puras: resposta oscilatéria sustentada

o Raizes reais positivas: resposta aperiddica crescente (instivel)

°

Raizes complexas com Re(\) > 0: resposta oscilatéria crescente (instavel)
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Tipos de Resposta Segundo os Modos Préprios

Posiclo da raiz Posicio da raiz

caracteristica Resposta de entrada nula caracteristica Resposta de entrada nula
) : ‘ /\
\ 0 0 0 N \/ -
x x R
|0 0 [ —— 0‘ 0 [ - A
@

(@) (f)
(by

= . N W
Vo TR

@ (g)

4

P

]
'

Figura: Localizagdo das raizes no plano s e tipos de resposta correspondentes.
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Constante de Tempo e Comportamento Transitério

Defini¢do (Constante de Tempo)

Para um modo e=°* (o > 0), a constante de tempo é T =1/0.

@ Apés t = 7: amplitude reduz para e~! ~ 0.368 do valor inicial
@ Apds t = 37: amplitude reduz para e=3 2 0.05 (5
@ Apds t = 57: amplitude reduz para e~® ~ 0.007 (0.7

Tempo de Estabelecimento

O tempo para a resposta transitéria " desaparecer” é tipicamente considerado como ts ~ 37 a 57,
dependendo da precisao desejada.

Para A=-2: 7=1/2=05s, entdo t; ~ 1.5a 2.5 s.
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Conexao com Andlise de Circuitos

Equacio: RCdstC +ve = v,

Forma operacional: (RCp + 1)vc = vin
Raiz caracteristica: A = —1/(RC)
Constante de tempo: 7 = RC

Circuito RLC Série

s, d2 di | 1:_ dy
e Equagdo: L7z + Ry + ci = 4

es: N — _ R RY2 _ 1
@ Raizes: A = 9T 2E (2,_) ic

e Comportamento depende do discriminante (subamortecido, critico, superamortecido)
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Resumo dos Conceitos Principais

1. Resposta de Entrada Nula

@ Resposta as condi¢Ges internas com entrada nula

@ Combinagdo linear dos modos caracteristicos

@ Determinada pelas condi¢es iniciais

2. Resposta ao Impulso Unitario

@ Resposta caracteristica fundamental do sistema

@ Também é combinacdo dos modos caracteristicos

@ Condigdes iniciais determinadas pela entrada impulsiva

3. Modos Caracteristicos

Formas naturais de resposta do sistema
Determinados pelas raizes da equagdo caracteristica

Aparecem em todas as respostas do sistema

Determinam estabilidade e comportamento transitério
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Férmulas e Resultados Importantes

Equag¢des Fundamentais

@ Equacido caracteristica: Q(A\) =0

@ Resposta de entrada nula: yp(t) = Z,N:1 cietit

@ Resposta ao impulso: h(t) = Z,N:1 dieritu(t)

Casos Especiais

@ Raizes repetidas: incluir termos tke*t

@ Raizes complexas: usar forma real e®*[cos(3t),sin(3t)]

@ Estabilidade: todas as raizes com Re(\) < 0

Préximos Passos

@ Resposta de estado nulo (entrada externa)

@ Integral de convolugio

@ Anidlise de sistemas interconectados

= = - nnt
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Exercicios para Casa

@ Determine a resposta de entrada nula para: (p? + 6p + 9)y(t) = 2x(t) com yp(0) = 3, yo(0) = —7
@ Encontre a resposta ao impulso para: (p® + 4p + 13)y(t) = (p + 1)x(t)
© Para o sistema (p* + 6p% + 11p + 6)y(t) = x(t):

o Determine as raizes caracteristicas

o Classifique a estabilidade
o Estime o tempo de estabelecimento

@ Simule no MATLAB as respostas dos exercicios anteriores e compare com as solucées analiticas.

Leitura Recomendada

Lathi, Capitulo 2, Se¢des 2.1 a 2.3 (péginas 145-160)
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