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Objetivos da Aula

Compreender o conceito de resposta de estado nulo
Desenvolver a integral de convolugdo

Estudar as propriedades da convolugdo

Aplicar métodos graficos para resolver convolucdo

Analisar sistemas interconectados

Explorar a fungdo de transferéncia de sistemas LCIT
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Revisao: Resposta Total de um Sistema

Para um sistema linear, a resposta total pode ser decomposta em:

Resposta Total = Resposta de Entrada Nula 4+ Resposta de Estado Nulo (1)

o Resposta de Entrada Nula: Resposta devido apenas as condi¢Bes iniciais (entrada = 0)

o Resposta de Estado Nulo: Resposta devido apenas a entrada externa (condi¢des iniciais = 0)

Esta aula foca na resposta de estado nulo, onde assumiremos que todas as condi¢Ges iniciais s3o
nulas.
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Conceito da Resposta ao Impulso

Definicao

A resposta ao impulso unitario h(t) € a resposta do sistema quando a entrada € o impulso unitdrio
0(t) e todas as condicdes iniciais sdo nulas.

5(t) h(t)

— Sistema LCIT |——

e Equagdo: Q(p)h(t) = P(p)i(t)
e Como 6(t) =0 para t > 0, temos Q(p)h(t) =0 para t >0
@ Portanto, h(t) é uma combina¢do dos modos caracteristicos para t > 0

Importancia Fundamental

A resposta ao impulso caracteriza completamente um sistema LCIT. Conhecendo h(t), podemos
determinar a resposta a qualquer entrada!
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Representacao de um sinal por impulsos

x(t)
x(nAT)

p(1)

(@)

()
a()

Figura: Representagdo de um sinal por soma de impulsos quando At — 0.

~~ Se conhecemos a resposta do sistema a um impulso unitdrio §(t), podemos determinar imediatamente a resposta do sistema a uma

entrada arbitrdria x(t) adicionando a resposta do sistema a cada componente de impulso de x(t).
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Propriedade de Invaridncia no Tempo

Teorema (Resposta ao Impulso Atrasado)

Se h(t) € a resposta de um sistema LCIT a entrada 6(t), entdo h(t — T) € a resposta do mesmo
sistema a entrada 6(t — T).

@ Esta propriedade decorre diretamente da invaridncia temporal
: . Si

o Simbolicamente: §(t — T) 22 p(t — T)

@ Permite determinar a resposta a impulsos atrasados

o Base fundamental para a integral de convolucdo

8(t — nAT)
‘ 0 nAT t—» | 0 nA7T t—

Figura: Impulso atrasado e sua resposta correspondente. Fonte: Lathi, 2000.
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Relacdo entre Modos Caracteristicos e Resposta ao Impulso

Conexao Fundamental

A resposta ao impulso é uma combinac¢ao linear dos modos caracteristicos do sistema, pois para t > 0,
o impulso §(t) = 0 e a equagdo se torna homogénea.

Para t > 0: Q(p)h(t) =0 (equagdo homogénea)
Portanto: h(t) = combinac3o dos modos caracteristicos

As condigdes iniciais s3o determinadas pela entrada impulsiva

Os modos caracteristicos aparecem em todas as respostas do sistemal

Universalidade dos Modos

Os modos caracteristicos s3o universais - aparecem tanto na resposta de entrada nula quanto na
resposta ao impulso, sendo fundamentais para todo o comportamento do sistema.
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Interpretacdo Fisica dos Conceitos

Resposta de Entrada Nula

@ Como um sistema “esquece”’ suas condicdes iniciais
@ Movimento natural sem influéncia externa

@ Exemplo: oscilagdo livre de um péndulo

Resposta ao Impulso

@ Como um sistema reage a uma “pancada’ instantanea

@ Revela a “personalidade” dindmica do sistema

@ Exemplo: som de um sino apés ser tocado

Modos Caracteristicos
o As “frequéncias preferidas” do sistema

@ Movimentos que o sistema pode sustentar naturalmente

@ Determinam estabilidade e comportamento temporal
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Aproximacao por Pulsos Retangulares

Para determinar a resposta de um sistema LCIT a uma entrada arbitréria x(t), utilizamos o principio da
superposicao.

p()
1

o] a7 1 —— — ] T ——

Ar t=nAt

Figura: Decomposicdo de x(t) em pulsos retangulares.

A entrada x(t) pode ser expressa como:

> > p(t — nAT)
x(t)= > x(nAr)p(t—nA7)= Y x(nAr) AT (2)
n=-—o00 n=—0o0 N—r
Snr
onde p(t) é um pulso unitério de largura A7, e § = lim ..
oar—0
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Resposta a entrada em termos da resposta ao impulso

Quando AT — 0, os pulsos retangulares se tornam impulsos:

x(t) = / T ()it — r)dr 3)

Para determinar a resposta do sistema, consideramos:
e Entrada: §(t) — Saida: h(t) (resposta ao impulso com condi¢des iniciais nulas)
e Entrada: §(t — 7) — Saida: h(t — 7) (invaridncia no tempo)
e Entrada: x(7)d(t — 7) — Saida: x(7)h(t — 7) (linearidade)

Aplicando superposi¢ao:
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81

(©)

&(t — nA7)

0 nAr 11—

(d)

= [x(nAT)ATIS(t — nAT)

0 nAr r—-—

()

()

Ay(n)

X(nAT)h(t — nAT)AT

0 nAr !

0 nA7 r—=

()

Figura: Resposta a entrada arbitrdria x(t) em termos da resposta ao impulso. Fonte: Lathi, 2000.

Aula 05 - SSTC



A Integral de Convolucao

A resposta de estado nulo é dada pela integral de convolugao:

oo

Y (£) = x(t) * h(t) :/ «()h(t — 7)dr 5)

— 00

@ x(t): sinal de entrada
@ h(t): resposta ao impulso do sistema
@ y(t): resposta de estado nulo do sistema

@ x: operador de convolugao

Interpretacao Fisica: A resposta do sistema é obtida pela superposicdo de todas as respostas
impulsivas deslocadas e ponderadas.
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Propriedade Comutativa

A operacdo de convolugdo é comutativa:

x1(t) * xo(t) = xo(t) * x1(t) (6)
Prova: Fazendo a substituicdo z = t — 7 na integral de convolugdo:
x1(t) * xo(t) = /jo x1(T)x%(t — 7)dT @)
= /_00 x1(t — z)x(z)dz (8)
= x(t) * xu(t) 9)

Implicacdo Pratica: Podemos calcular x(t) * h(t) ou h(t) % x(t), escolhendo a forma mais conveniente.
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Propriedades Distributiva e Associativa

Propriedade Distributiva:
Xl(t) * [Xg(t) + X3(t) = Xl(l') * Xz(t) + Xl(t) * X3(t) (10)

Propriedade Associativa:
[x1(t) * xa(t)] * x3(t) = x1(t) * [x2(t) * x3(t)] (11)

Propriedade de Deslocamento: Se c(t) = x(t) * x2(t), entdo:

xi(t—T)xx(t)=c(t—T) (12)
xi(t)xx(t—T)=c(t—T) (13)
Xl(t — Tl) * Xz(t — T2) = C(t — T — T2) (14)
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Convolucao

Defina o operador Z,(t) como
t

Z.(t) == [ x(B)dg

Integral da Convolugdo

[ x(B) * y(B) dB = Lesy (t) = x(t) * I, (t) = I (t) = y(t) = u(t) = x(t) * y(t), (15)

pois Z,(t) = x(t) * u(t) e a convolucio é associativa/comutativa.

Derivada da Convolucdo
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Convolucao com Impulso

A convolucdo de qualquer funcdo com o impulso unitério resulta na prépria fun¢do:

x(t) * 0(t) = x(t) (17)

Prova:
x(t) #5(t) = /_Oo (1)0(t — 7)dr = x(t)

(propriedade de amostragem: / x(T)o(r)dT = x(O)/

— 00 — 00

o0

5(r)dr = x(0)>

Convolugao com Impulso Deslocado:

x()x8(t—T)=x(t—T) (18)
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Convolucdo com Degrau

Exemplo: sistema integrador

W= [ B9 = s0=x0

— 00

Reposta ao impulso do sistema integrador:

t
ey = [ 5(5)dB = u(e)
Convoluir com degrau € integrar:

x(t) * u(t) = / x(B) dB =: Z(t)

— 00

x(t)* u(t — a) =Z.(t — a)
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Propriedade da Largura

Se x1(t) tem duragdo Ty e x(t) tem duragdo Ty, entdo:

Duracdo de xi(t) * xo(t) = Ty + T> (19)

x(1) X(1) Xx1(1) * xp(0)

k Ty N ‘ k17, — k T, +T,

t—= t —=

N

Figura: Propriedade da largura da convolugdo. Fonte: Lathi, 2000.

Esta propriedade é importante para andlise de dispersdo de pulsos em sistemas de comunicagdo.
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Sistemas e Sinais Causais

Para sistemas praticos, geralmente temos:
o Entrada causal: x(t) =0 parat <0
o Sistema causal: h(t) =0 parat <0

x(1) =0 ’ W=7 =0 x(r) = ‘ ht—7) =0 <0

t ;
|0 f r—— =0 ' ‘0 T

(@) (b)

Figura: Limites de integracdo para sistemas causais. Fonte: Lathi, 2000.

A integral de convolugdo se reduz a:

y(t):/otX(T)h(t—T)dT:/O h(r)x(t = 7)dr, t>0

=0, t<0
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Exemplo 1: Convolucao de Exponenciais

Problema: Determine a resposta de um sistema com h(t) = e~2tu(t) para a entrada x(t) = e~ tu(t).

Solugdo: Como o sistema é linear e invariante no tempo y(t) = x(t) % h(t). Como ambos os sinais s&o
causais, uUsamos:

t
y(t):/ e Te At-Tgr
0

t
= e*2t/ e TeXdr
0

t
= e_2t/ eTdr
0

- e e
=e (e 1)

= (e7t — e )u(t)
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Tabela de Convolucao

Para simplificar cdlculos, utilizamos tabelas de convolugdes conhecidas:

Par x1(t) x1(t) * x2(t)
1 o(t) xo(t)
2 u(t) f_too xo(7)dT
3| eu(t) | i1- e_at_]U(tf) (com txz(t) = u(1))
4 | e Mtu(r) %u(t)
(com Xg(t) = e_>‘2tu(t) A1 7é )\2)

Figura: Alguns pares Uteis de convolugdo. Fonte: Lathi, 2000.

Obs.: o exemplo anterior poderia ter sido resolvido com o uso da tabela (par 4).
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Tabela de Convolugdo (Tabela 2.1, Lathi,

No. x1(t) x2(t) x1(t) * x2(t) = x2(t) * x1(¢)
1 x(t) o(t—T) x(t—=T)

2 X u(t) u(t) 1 __EM u(t)

3 u(t) u(t) tu(t)

4 eMtu(t) ety(t) %u(t) A # Ao

5 e Mu(t) e Mu(t) teu(t)

6 teru(t) e Mu(t) 1e2eMu(t)

12 e *tcos(ft+0)u(t) eMu(t) C°s(9_¢)§(;i;j;i°;§ﬂ ££0-6) (1)
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A integral de convolucao

o Resposta a entradas complexas:
Se o sistema for real, h(t) serd real.
Seja h(t) real e a entrada complexa x(t) = x,(t) + jx;(t)

y(£) = h(t) * [xe(t) +ixi ()] = h(t) = x(t) + jh(t) * xi(t) = yr(t) + Jyi(t)

x(t) = y(t)
xi(t) = yi(t)

Lembrar que em sistemas LCIT, vale o principio da superposicao

se x1(t) = yi(t),x(t) = ya(t), ..., xa(t) = ya(t)
x(t) = x1(t) + xa(t) + ... + xa(t) = y(t) = y1(t) + ya(t) + ... + ya(2)
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Procedimento Grafico - Passos

Para calcular c(t) = x(t) x g(t) graficamente: e J\\_‘
@ Mantenha x(7) fixo
@ Inverta g(7) em relagdo ao eixo vertical R
para obter g(—7) S
@ Desloque g(—7) por ty unidades para o e
obter g(ty — 7) R~
Multipli to —
@ Multiplique x(7) por g(to — 7) R
© A drea sob o produto é c(tg) o2 =
O Repita para diferentes valores de t, —
~+ Ver animag¢8es em Wikepedia (convolu¢do). o
/( l”

4| ‘ —

Aula 05 - SSTC 25/61



Exemplo 2: Convolucdo Gréafica

Problema: Calcular graficamente y(t) = x(t) * h(t) onde:
o x(t) = u(t) — u(t —2) (pulso retangular de 0 a 2)
o h(t) = e tu(t) (exponencial causal)
Analise por intervalos:
o t < 0: N3o ha sobreposicio = y(t) =0
@ 0 <t < 2: Sobreposicio parcial
@ t > 2: Sobreposicdo total da exponencial com parte do pulso

Resultado:
0 t<0

y(t)=<1—-et 0<t<2 (20)
(2 —1)e t t>2
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Exemplo em MATLAB: Convolucao Numérica

Listing 1: Célculo de convolugdo usando MATLAB

% Definicdo dos vetores de tempo
tl = —2:0.01:5;
t2 = —2:0.01:5;

% Definicdo dos sinais

x = (tl >= 0) & (tl <= 2); % Pulso retangular
h = exp(—t2) .* (t2 >= 0); % Exponencial causal
% Célculo da convolucgio

dt = 0.01;
y = conv(x, h) = dt;
t_.conv = (0:length(y)—1) * dt + t1(1) + t2(1);

% Plotagem dos resultados

figure;

subplot(3,1,1); plot(tl, x); title('Entrada x(t)');
subplot(3,1,2); plot(t2, h); title( 'Resposta ao impulso h(t)');
subplot(3,1,3); plot(t-conv, y); title('Saida y(t) = x(t)xh(t)");
xlabel ('Tempo (s)');
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Conexoes Basicas de Sistemas

Sistemas LCIT podem ser conectados de diferentes formas:
1. Conexao em Paralelo:

ha(t) = hu(t) + ha(t)
2. Conexdo em Cascata (Série):

he(t) = hi(t) * hao(2)

Sy
80 () !
— S 3

a(1)

hy(0) = hy() + hy(r)
-——

Se

s | (@) Bty = hy(t) * ht)
hivl s,

Figura: Sistemas interconectados: paralelo e cascata.

Propriedade Importante: A ordem dos sistemas em cascata n3o afeta o resultado (propriedade
comutativa).
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Sistemas Inversos

Se S5 e S, s3o sistemas inversos com respostas ao impulso h(t) e h;(t):

h(t) = h;i(t) = (t) (23)
Aplicacao: Cancelamento de distor¢des
@ Sistema S; introduz distor¢do
@ Sistema inverso S cancela a distor¢ao

@ Resultado: sistema identidade
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Propriedade de sistemas lineares
Sistema Linear, Continuo e Invariante no Tempo (LCIT)

Q(p)y(t) = P(p)x(t), condi¢cdes iniciais nulas = Notagdo: y(t) = G{x(t)}

Linearidade (superposi¢do

Glaxi(t) + ax(t)} = a1G{x(t)} + a2G{x(t)}, G{0} =0.

Invaridncia no tempo

y(t—a) =G{x(t - a)}

Resposta ao impulso

h(t) = G{6(t)} = y(t) = G{x(t)} = h(t) * x(t)
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Propriedade de sistemas lineares

Integracao da entrada

y(8) = Gix(6)} :»/ y(8)df = Q{/_;X(ﬁ)dﬁ}

De (15), [* y(8)dB = [* h(B)*x(B)dB = h(t) * [* x(8)dB

Derivacdo da entrada

Seja g(t) = G{u(t)}, entdo h(t) = L) pois B _ g {d—“)} — G{5(r)}.

dt dt dt
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Composicao da Resposta Total

A resposta total de um sistema linear é:

‘}/total(t) = Yentrada nula(t) + Yestado nulo(t) ‘
y(t) = yo(t) + yx(t)

Componentes:
o Resposta de entrada nula (y(t)):
o Devido as condi¢des iniciais
o Constituida pelos modos préprios ou caracteristicos: yo(t) = SN, cke™* (se raizes distintas)
o Determinada pela solu¢do da equagdo homogénea e condi¢des iniciais em t = 0~ (antes da entrada
ser aplicada, x = 0)
o Resposta de estado nulo (y.(t)):
e Devido a entrada externa
Permite entradas x(t) arbitrarias
Calculada pela convoluggo: yi(t) = x(t) = h(t)
Independente das condigdes iniciais

@ Independéncia: As duas componentes s3o independentes e podem ser calculadas separadamente.
Esse método fornece intuicdo e utilidade ao separar as respostas em dois termos independentes.
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Comparando com Resposta Total via Método Classico

A resposta total de um sistema linear também pode ser caracterizada por:

‘}/total(t) = }/natural(t) + }/forg;ada(t) ‘
y(t) = ya(t) + ye(t)

Componentes:
o Resposta natural ou homogénea (y,(t)):
o Constituida pelos modos préprios ou caracteristicos: ya(t) = S_r_, axe*** (se raizes distintas)
o Determinada pela solugdo da equagio homogénea e condi¢des iniciais em t = 07 (considerando o
efeito da entrada x(0) na condi¢&o inicial em t =07)
o Resposta forcada (yr(t)):
o Constituida pelos modos forcados: yr(t) = Sr_, bxe™* (se raizes distintas de \«)
o Calculada por Q(p)yr(t) = N(p)x(t)
o Se x(t) =31, Mke™t = yr(t) = Son_, MiH(sk)e**, se H(sk) for finito (regido de convergéncia)
o N3o permite entradas x(t) completamente arbitrarias
o Devido a entrada externa e independente das condigdes iniciais
@ Dependéncia: As duas sdo calculadas sequencialmente. Primeiro, os coeficientes da resposta
forcada sdo obtidos da equagdo Q(p)yr(t) = N(p)x(t) e, em seguida, os coeficientes da resposta
natural s3o obtidos a partir das condicBes iniciais em t = 0" aplicadas na solu¢do y(t) = ya(t) + yr(t).
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Comparacdo dos Métodos de Solucao

@ O método cldssico é mais simples que 0 método baseado em entrada nula e estado nulo.

o Limitacdo do método classico: fornece apenas a resposta total, sem separar efeitos da entrada
externa e das condi¢Ges iniciais.

@ Importancia: no estudo de sistemas é necessario expressar a resposta como fungdo explicita da
entrada x(t), o que n3o é possivel no método classico.

Método cléssico restrito a certas classes de entradas; ndo ¢ aplicavel a qualquer entrada.
Exige condicdes em t = 0", enquanto na pratica conhecemos as condicdes em t = 0.
Método cldssico é dtil em casos particulares (equagdes diferenciais ou sistemas especificos).

No estudo tedrico, o método de entrada nula e estado nulo é mais valioso.

Em geral, resposta de entrada nula # resposta natural, e resposta de estado nulo # resposta
forcada.
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Comparacdo dos Métodos de Solucao

Seja o exemplo: (p? + 3p +2)y(t) = px(t), y(07) =0, y(07) = =5, e x(t) = 10e~3tu(t)
@ Método baseado em entrada nula e estado nulo
@ Solugdo particular da EDO homogénea Q(p)yo = 0 com condig¢es iniciais y(07) =0, y(0~) = —5
@ Cilculo da resposta ao impulso h(t)
@ Célculo da resposta estado nulo y,(t) = h(t) * x(t)
Q@ Solucdo: y(t) = yo(t) + yx(t)
@ Método classico: respostas homogénea e forcada
@ Solugdo geral da EDO homogénea Q(p)yn(t) = 0 (modos préprios)
@ Cilculo da resposta forcada yr(t) (verificar se ha repeticdo entre os modos forcados e préprios)
@ Célculo das condicdes iniciais em t = 0" devido a entrada: y(01),y(0%),...

@ Cilculo dos coeficientes de y,(t) por meio da aplicacdo das condices iniciais em t = 0% em
y(t) = ya(t) + ye(t): y(07) = ya(0F) + y¢(0F), y(0F) = ya(07) + y¢(0F), . ..
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Resposta Total

Resposta Total

N
Ytotal(t) = Yentrada nula(t) + Yestado nulo(t) = Z CkeAkt + X(t) & h(t)
k=1

N N
= ynatural(t) + yfor(;ada(t) = Z ake/\kt + Z bkevkt
k=1 k=1

@ Exemplo: (p? +3p +2)y(t) = px(t), y(0) =0, y(07) = =5, y(07) = 5 com x(t) = 10e~3u(t)

y(t)= (-5 f+5e7%) 4 (-5ef420e7 % —15e7%)  t>0

resposta de entrada nula yo(t) resposta de estado nulo y,(t)
=
_ —t —2t —3t
y(t) = (—10e "+ 25e ")+ (—15e7>%) t>0
resposta natural y,(t) resposta forcada yr(t)

@ Note que y(t) = ya(t) + yr(t) = yo(t) + yx(t) mas ya(t) # yo(t) (ak # ck), yr(t) # yx(t)-



Exemplo 4: Resposta Total
Sistema: ddyt@ + 3dy(t) + 2y(t) = x(t)
Condicdes iniciais: y( “)=1,y(07)=0

Entrada: x(t) = e tu(t)
1. Resposta de entrada nula: Equacio caracteristica: A2 +3 A +2=0=\=—1,-2

yo(t) = cre t+ e (24)
Aplicando condigdes iniciais: ¢; = —1, ¢ =2
yo(t) = —e "t +2e7% (25)
2. Resposta de estado nulo:
Vu(t) = h(t) * x(t) = e 2u(t) * e tu(t) = te u(t) (26)
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Exemplo 4: Resposta Total (continuag3o)

3. Resposta total:

y(t) = yo(t) + yx(t) (27)
= —e T4 2e % 4 te tu(t) (28)
= (=14 t)e tu(t) +2e 2 u(t) (29)

Comportamento assintético: Para t — oco: y(t) — 0 (sistema estavel)
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Resposta a entrada exponencial de duracao infinita

Para sistemas LCIT, a exponencial e** (onde s é complexo) é uma funcio especial chamada de funco
caracteristica (ou autofuncdo) do sistema.

@ Se a entrada é x(t) = e para —oo < t < oo (duracdo infinita) e as condi¢@es iniciais sdo nulas,

entdo:
(o)

y(t) = h(t) * e :/

—0o0

h(r)es(t=) d7r — < / h(T)e_STdT) e = H(s)e"

Logo,

(x()=e" = y(t) = H(s)e"

em que

H(s) = /_ " h(r)eTdr (31)

H(s) é chamada de funcdo de transferéncia do sistema.
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Resposta a sinais senoidais e cossenoidais

@ Conhecida a fungédo de transferéncia H(s) é possivel calcular a resposta de sistemas lineares
invariantes no tempo a sinais senoidais e cossenoidais de duracao infinita.

@ Seja x(t) = Ae/WtH0) = Aeffeivt (s = jw), a saida é dada por
y(t) = AP H(jw)e™t = AH(jw)e/ @) = A|H(jw)|e/(wtb+4H0w) (32)

@ Portanto para x(t) = Acos(wt + 0) = Re { Ae/e/“t}, a saida & dada por

y(t) = Re { AH(jw)e/ 0} = AH(jw)| cos(wt + 0 + £ H(jw)) (33)

@ Devido a linearidade
N . N .
x(t) =Y At = y(t) = AH(jw)e
i=1 i=1

@ Observacoes:
@ O sinal de saida tem a mesma frequéncia do sinal de entrada.
@ De forma andloga: x(t) = Asen(wt) = y(t) = A|H(jw)| sen(wt + ZH(jw))



Resposta a sinais senoidais e cossenoidais

Determine a resposta de um sistema linear continuo invariante no tempo com funcdo de transferéncia

H(s) =

5 @ entrada x(t) = 10 cos(4t), t € R.

@ Primeiramente considere x(t) = 10e/* (s = j4), entdo y(t) = 10H(j4)e/*t, em que

1 1 2—j4

= =0.1— /0.2 = 0.22¢/634° 0.22/ — 63.4°
21 j4 214 2_j4 J € ou

H(j4) =

Entdo, y(t) = 10 - 0.22¢ /634" /4t — 2 Df(4t-63.47)

@ Logo, para x(t) = 10cos(4t), a saida é y(t) = 2.2 cos(4t — 63.4°)
o De forma andloga, para x(t) = 10sen(4t), a saida é y(t) = 2.2 sen(4t — 63.4°)

@ Obs.: Entrada constante (s = 0) de dura¢go infinita: ‘x(t) C,VteR = y(t)= CH(O)‘




Propriedades da Funcdo de Transferéncia

Definicao Alternativa:
_ Resposta para entrada e*

H teR 34
(s) Entrada est < (34)

Caracteristicas:

o Existe apenas para sistemas LCIT

o E uma funcio da varidvel complexa s

o Nao se aplica a e**u(t), que “inicia” em t =0

@ A exponencial é uma autofuncao do sistema

@ A resposta tem a mesma forma da entrada (multiplicada por uma constante complexa)
Para uma equacao diferencial:

Q(p)y(t) = P(p)x(t) = Q(p)H(s)e™ = P(p)e™ = H(s)Q(s)e™ = P(s)e™ = H(s)Q(s) = P(s)

A funcdo de transferéncia é:

P(s)
Q(s)
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Exemplo 3: Fung¢ao de Transferéncia

Problema: Determine H(s) para o sistema descrito por:

d’y(t) | ,dy(t) dx (t)
a2 +3—— pm +2y(t) = + x(t) (36)
Solucdo: Utilizando a notac3o do operador p:
(P* +3p +2)y(t) = (p + 1)x(t) (37)
Portanto: +1 +1 1
s s
H = = =
() $2+3s+2 (s+1)(s+2) s+2 (38)
Resposta ao impulso:
h(t) = e 2t u(t) (39)
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Exercicio 1

Problema: Um sistema LCIT tem resposta ao impulso h(t) = 2e~*u(t). Determine a resposta de
estado nulo para as seguintes entradas:

0 xi(t) =4(¢)

0 x(t) = u(t)

Q x3(t) = e %tu(t)

Q xi(t)=6(t—1)
Dicas:

@ Use as propriedades da convolugdo
@ Consulte a tabela de convolugdo

@ Para item (d), use a propriedade de deslocamento
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Solucdo do Exercicio 1

Solucoes:
Q yi(t) = h(t) x6(t) = h(t) = 2e~tu(t)
0 yo(t) =2etu(t) x u(t) =2 [y e "dr = 2(1 — e )u(t)
Q ys(t) =2e tu(t) x e 2tu(t) = 72+(71)(6_t —e ) u(t) =2(e7* — e Hu(t)
Q yi(t) = h(t —1) =2 Dy(t — 1) = 2e*tu(t — 1)
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Exercicio 2

Problema: Dois sistemas estdo conectados em cascata:
o Sistema 1: hy(t) = e tu(t)
@ Sistema 2: hy(t) = e 2tu(t)
@ Determine a resposta ao impulso do sistema combinado
@ Se a entrada for x(t) = u(t), qual é a saida?
© Compare com a conexdo em paralelo dos mesmos sistemas
Solucao - Cascata:

ho(t) = hy(t) * ho(t) = e tu(t) * et u(t) (40)
= (et~ e 2)u() (a1)
Para entrada x(t) = u(t):

1

ye(t) = he(t) xu(t) =(1—e t —e 2 + Eefzt)u(t) (42)
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Solugdo do Exercicio 2 (continuagdo)

Solucao - Paralelo:

ho(t) = hi(t) + ho(t) = e tu(t) + e *fu(t) (43)
= (e "+ e )u(t) (44)
Para entrada x(t) = u(t):
Yp(t) = hp(t) * u(t) (45)
= (1—e () + 51— e 2)u(t) (46)
= (1.5 e ' —0.5e2")u(t) (47)

Comparacao:
@ Cascata: Resposta mais lenta, menor amplitude final

@ Paralelo: Resposta mais rapida, maior amplitude final
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Exercicio 3: Projeto com MATLAB

Problema: Simule e compare as respostas dos sistemas do Exercicio 2.

Listing 2: Simulacdo de sistemas interconectados

t = 0:0.01:5; % Definigcdo do tempo
% Respostas ao impulso individuais
hl = exp(—t);
h2 = exp(—2xt);
% Sistema em cascata (convolugdo)
dt = 0.01;
h_cascata = conv(hl, h2) x dt;
t_conv = (0:length(h_cascata)—1) * dt;
% Sistema em paralelo (soma)
h_paralelo = hl + h2;
% Resposta ao degrau
% Para cascata
u = ones(size(t));
y_casc_degrau = conv(h_cascata(l:length(t)), u) = dt;
% Para paralelo
y-par_-degrau = conv(h_paralelo, u) * dt;
% Plotagem comparativa
figure; subplot(2,2,1); plot(t, hl, t, h2); title( Respostas individuais');
legend ("h1(t)', "h2(t)"); subplot(2,2,2); plot(t-conv(l:length(t)), h_cascata(l:length(t)));
title('Cascata'); subplot(2,2,3); plot(t, h_paralelo); title( Paralelo’); subplot(2,2,4);
plot(t, y-casc_degrau(l:length(t)), t, y-par-degrau(l:length(t)));
title ('Resposta ao degrau’); legend('Cascata’, 'Paralelo’);
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Aplicacao 1: Filtragem de Sinais

Problema: Um sinal contém ruido de alta frequéncia. Use um filtro passa-baixas.
Filtro RC: h(t) = g=e "/RCu(t)
Entrada ruidosa: x(t) = sen(2wfyt) + 0.2 sen(207ft)

Listing 3: Filtragem de sinal ruidoso

% Parametros

fO = 1; % Frequéncia fundamental (Hz)
RC = 0.1; % Constante de tempo do filtro
fs = 100; % Frequéncia de amostragem

t = 0:1/fs:2;

% Sinal de entrada (senoide + ruido)

x = sin (2% pi*fOxt) + 0.2xsin (20xpixfOxt);
% Resposta ao impulso do filtro

h = (1/RC) = exp(—t/RC);

% Saida filtrada

y = conv(x, h) % (1/fs);

t_out = (0:length(y)—1) / fs;

% Visualizagio

figure;

subplot(3,1,1); plot(t, x); title('Sinal de entrada (com ruido)');
subplot(3,1,2); plot(t, h(l:length(t))); title( ' Resposta do filtro');
subplot(3,1,3); plot(t out (l:length(t)), y(l:length(t)));
title('Sinal filtrado');
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Aplicacao 2: Modelagem de Sistema Mecéanico

Sistema massa-mola-amortecedor:

d?x(t) dx(t) B
m—a T + kx(t) = f(t) (48)

Funcao de transferéncia:
1

ms2 + cs + k

H(s) =
Para resposta subamortecida ({ < 1):
h(t) = ——eCnt sen(wqt)u(t) (50)
mwgy
onde:
® w, = \/k/m (frequéncia natural)
@ ¢ = c¢/(2v km) (coeficiente de amortecimento)
@ wy = wpy/1 — (2 (frequéncia amortecida)
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Simulac3o do Sistema Mecanico

Listing 4: Sistema massa-mola-amortecedor

% Paridmetros do sistema

m= 1; % massa (kg)

c = 2; % amortecimento (N s/m)

k = 10; % rigidez da mola (N/m)

% Célculo dos pardmetros caracteristicos

wn = sqrt(k/m); % frequéncia natural

zeta = c/(2*xsqrt(kxm)); % coeficiente de amortecimento
wd = wnxsqrt(l—zeta"2); % frequéncia amortecida

t = 0:0.01:5; % Tempo de simulacio

% Resposta ao impulso

h = (1/(m*wd)) * exp(—zetaxwnxt) .x sin(wdxt) .x (t >= 0);

% Entrada — impulso de forca

delta_aprox = [100 zeros(1l,length(t)—1)]; % aproximacio do impulso

% Resposta do sistema

y = conv(h, delta_aprox) % 0.01;

% Visualizacio

figure;subplot(2,1,1); plot(t, h); xlabel( 'Tempo (s)'); ylabel( ' Deslocamento (m)");
title ('Resposta ao impulso’); subplot(2,1,2); plot(t, y(1l:length(t)));

title ('Resposta ao impulso aplicado’); xlabel('Tempo (s)’); ylabel( Deslocamento (m)');
% Paridmetros da resposta

fprintf('Frequéncia natural: %.2f rad/s\n', wn);

fprintf('Coeficiente de amortecimento: %.3f\n’', zeta);

fprintf('Periodo amortecido: %.2f s\n', 2xpi/wd);
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Relacdo com Transformada de Laplace

A integral de convolugdo estad intimamente relacionada com a transformada de Laplace:
No dominio do tempo:

y(t) = x(t) * h(t) (51)
No dominio de Laplace:
Y(s) = X(s) - H(s) (52)
Vantagem: A convolu¢io (opera¢do complexa) se torna multiplicacdo (operacio simples).
Procedimento:
@ Transforme x(t) e h(t) para o dominio s
@ Multiplique: Y(s) = X(s)H(s)
@ Aplique a transformada inversa para obter y(t)

Este serd o tema das préximas aulas!
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Exercicio de Verificacao

Problema Conceitual: Verdadeiro ou Falso? Justifique.
@ A convoluc3o de dois sinais causais é sempre causal.
@ Se hy(t) * hy(t) = hs(t), entdo ha(t) = h1(t) = hs(t).
© A resposta de estado nulo independe das condi¢Ges iniciais.
@ Todo sistema estavel tem resposta ao impulso limitada.
@ A funcio de transferéncia existe para qualquer sistema linear.
Respostas:
@ V - Propriedade da largura: duragao se soma
@ V - Propriedade comutativa da convolugdo
© V - Por definicdo de estado nulo
@ F - Contraexemplo: h(t) = sen(t)u(t) (marginalmente estédvel)
@ F - S6 existe para sistemas LCIT
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Exercicios para treino

@ Determine a resposta de entrada nula para: (p? + 6p + 9)y(t) = 2x(t) com yo(0) = 3, y(0) = —7
@ Encontre a resposta ao impulso para: (p? + 4p + 13)y(t) = (p + 1)x(t)
© Para o sistema (p3 +6p% + 11p + 6)y(t) = x(t):

o Determine as raizes caracteristicas

o Classifique a estabilidade
e Estime o tempo de estabelecimento

@ Simule no MATLAB as respostas dos exercicios anteriores e compare com as solu¢Ses analiticas.
Leitura Recomendada
Lathi, Capitulo 2, Se¢des 2.1 a 2.3.
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Aplicacoes Praticas da Resposta ao Impulso

Caracterizagdo de Sistemas

e Tempo de resposta: Largura de h(t) indica velocidade do sistema
o Estabilidade: h(t) — 0 quando t — oo para sistemas estdveis
o Filtragem: Comportamento de h(t) determina propriedades de filtragem

Convolugao

A resposta do sistema a qualquer entrada x(t) é dada pela integral de convoluc3o:

oo

Y(t) = x(£) * h(t) = / Al — e (53)

—00
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Propriedades Importantes da Resposta ao Impulso

Causalidade

Para sistemas causais: h(t) =0 para t <0
A integral de convolug3do se torna:

y(t) = /0 x(F)h(t — 7)dr = /0 x(t — 7)h(r)d7 (54)

Estabilidade BIBO

Um sistema é estdvel BIBO (Bounded-Input Bounded-Output) se e somente se:

/Oo Ih(8)|dt < 0o (55)

—0oQ

Resposta ao Impulso Atrasado

Se h(t) é a resposta do sistema a 6(t), entdo h(t — T) é a resposta ao impulso atrasado §(t — T).
Esta propriedade decorre da invaridncia no tempo de sistemas LCIT.
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Resumo da Aula

Conceitos fundamentais estudados:
Resposta de estado nulo: Calculada pela integral de convolucdo

~ o0
Integral de convolugdo: y(t) = x(t)* h(t) = [~ x(7)h(t —7)dT
Propriedades da convolugao: Comutativa, associativa, distributiva
Método grafico: Util para sinais complexos ou n3o analiticos

Sistemas interconectados: Paralelo (soma) e cascata (convolugdo)

Funcdo de transferéncia: H(s) para entradas exponenciais

Resposta total: Soma das respostas de entrada nula e estado nulo

Ferramentas computacionais: MATLAB para simulagdo e verificagdo
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Implicacoes Praticas

A convolucao é fundamental para:
@ Processamento de sinais: Filtragem, modula¢do, demodulagdo
o Sistemas de comunicagao: Equalizagdo, codificagdo
@ Controle automatico: Projeto de controladores
@ Analise de circuitos: Resposta transitéria e permanente
@ Processamento de imagens: Filtros 2D, deteccdo de bordas
@ Andlise de vibracdo: Sistemas mecéanicos
Limitacoes do método:
o Calculo analitico pode ser complexo
@ Métodos numéricos necessarios para sinais arbitrarios
@ Solucgdo serd facilitada com transformada de Laplace
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Resumo dos Conceitos Principais

1. Resposta de Entrada Nula

@ Resposta as condigdes internas com entrada nula

@ Combinagdo linear dos modos caracteristicos

@ Determinada pelas condi¢des iniciais

2. Resposta ao Impulso Unitario

@ Resposta caracteristica fundamental do sistema

@ Também é combinagdo dos modos caracteristicos

@ Condigdes iniciais determinadas pela entrada impulsiva

3. Modos Caracteristicos

Formas naturais de resposta do sistema

(*]
@ Determinados pelas raizes da equagdo caracteristica
@ Aparecem em todas as respostas do sistema

°

Determinam estabilidade e comportamento transitério

E. S. Tognetti (UnB) Aula 05 - SSTC 59/61



Férmulas e Resultados Importantes

Equagdes Fundamentais

@ Equacio caracteristica: Q(\) =0

@ Resposta de entrada nula: yo(t) = Z,N:1 cetit

@ Resposta ao impulso: h(t) = Z,N:l dieritu(t)

v
Casos Especiais

@ Raizes repetidas: incluir termos tKet

@ Raizes complexas: usar forma real e®*[cos(3t), sen(Bt)]

@ Estabilidade: todas as raizes com Re(\) < 0

Proximos Passos

@ Resposta de estado nulo (entrada externa)

@ Integral de convolugdo

@ Anidlise de sistemas interconectados
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