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jetivos da Aula

Compreender o conceito de estabilidade em sistemas dindmicos
Distinguir entre estabilidade externa (BIBO) e interna (assintética)
Estabelecer critérios de estabilidade baseados nas raizes caracteristicas

Relacionar a posi¢do das raizes no plano complexo com a estabilidade

Analisar exemplos préticos de sistemas estdveis e instaveis
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Estados de Equilibrio em Sistemas

Definicao

Se, na auséncia de uma entrada externa, um sistema permanecer em um estado particular
indefinidamente, entdo este estado é um estado de equilibrio.

Para sistemas LIT, o estado nulo (todas as condi¢@es iniciais nulas) é um estado de equilibrio
A estabilidade é determinada pela resposta do sistema a pequenas perturba¢des
Se o sistema retorna ao estado nulo — estavel

Se o sistema se afasta indefinidamente — instavel

Se o sistema ndo retorna nem se afasta — marginalmente estavel
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Estabilidade BIBO (Bounded-Input/Bounded-Output)

Definicao

Um sistema é BIBO estavel se toda entrada limitada produzir uma saida limitada.

BIBO = Bounded-Input/Bounded-Output (Entrada Limitada/Saida Limitada)
Também chamada de estabilidade externa

Pode ser verificada através de medicdes nos terminais de entrada e saida

Considera o sistema no estado nulo (condig@es iniciais nulas)

Critério Matemdtico
Se |x(t)| < K1 < oo para todo t, entdo |y(t)| < Kz < oo para todo t.
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Critério de Estabilidade BIBO

Para um sistema LCIT descrito por:

Se x(t) € limitada: |x(t — 7)| < K1 < o0

|_‘/ x(t —7)dr

Critério BIBO

Um sistema LCIT é BIBO estdvel se e somente se:

/oo Ih(£)|dt < o0

— 00

oo

_/°° A= ldr = (0] < K [ [h)ldr

— 00 — 00

A resposta ao impulso h(t) deve ser absolutamente integravel.

v
et
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Exemplo: Analise de Estabilidade BIBO

Determine a estabilidade BIBO dos seguintes sistemas:
Q hi(t) = e ?tu(t)
Q@ hy(t) = etu(t)
@ hs(t) = cos(3t)u(t)

Solucao:
Q [7 e ?dt = [T e Hdt = 1 < 0o — Estavel
Q [, |et|dt = [; e'dt = co — Instavel
Q [, |cos(3t)|dt = co — Instével
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Estabilidade Interna (Assintética)

Definicao
Um sistema é assintoticamente estavel se, quando sujeito a condi¢des iniciais ndo nulas (sem entrada
externa), eventualmente retorna ao estado nulo.

@ Também chamada de estabilidade no sentido de Lyapunov
@ Também conhecida como estabilidade de entrada nula

@ Analisa o comportamento interno do sistema

@ Baseada na resposta de entrada nula (modos caracteristicos)

Teorema (Condigdo de Estabilidade)

Um sistema LCIT € estdvel se e somente se todas as raizes caracteristicas tém parte real negativa.

Todos os modos caracteristicos devem tender a zero quando t — oc.
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Estabilidade e Modos Caracteristicos

o Raizes com Re()\) < 0: modos préprios decrescentes (estdvel)
e Raizes com Re()\) = 0: modos préprios marginalmente estdveis

o Raizes com Re()\) > 0: modos préprios crescentes (instavel)

Critério Prético
Para verificar estabilidade, analise a localizagdo das raizes caracteristicas no plano complexo. Todas
devem estar no semiplano esquerdo.

Classificacao por Raizes Caracteristicas

o Raizes reais negativas: resposta aperiddica decrescente

Raizes complexas com Re()\) < 0: resposta oscilatéria amortecida

°
o Raizes imaginarias puras: resposta oscilatéria sustentada

o Raizes reais positivas: resposta aperiédica crescente (instgvel)
o

Raizes complexas com Re(\) > 0: resposta oscilatéria crescente (instével)
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Modos Caracteristicos e Estabilidade

Para um sistema descrito por:

(PN +an_1p" T . aip 4 a0)y(t) = (bup™ + ...+ bip + by)x(t)

Os modos caracteristicos tém a forma:
e ™! para raizes simples
o t"e*! para raizes repetidas

onde Ay s3o as raizes da equacdo caracteristica:

Aoty MV 4+ a +a=0

Condicdo de Estabilidade

Para que e*! — 0 quando t — oo: Re(A\x) <0
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Tipos de Resposta Segundo os Modos Préprios

Posigio da raiz Posigio da raiz

caracteristica Resposta de entrada nula caracteristica Resposta de entrada nula
x x ) /\
\ 0 0 0 AV \/ .
x x B
|0 0 r—- 0‘ 0 [ .
()
(a)
0]
‘ ’ 0 0
|0 0 - |0 0 -
(2 (h)
(© e

Figura: Localizagao das raizes no plano s e tipos de resposta correspondentes.

e SPE (Semiplano Esquerdo): Re()\) < 0 — Modos decaem
e SPD (Semiplano Direito): Re(\) > 0 — Modos crescem
e Eixo Imaginario: Re(\) =0 — Modos oscilantes
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gioes de Estabilidade no Plano Complexo

T
Imagindrio
ReA <0 ReA =0
0 Real —
Estivel Instdvel
Marginalmente estivel — | « Instivel se

se raizes simples raizes miltiplas

Figura: RegiGes de estabilidade no plano complexo. Fonte: Lathi, 2000.

Critérios de Estabilidade Interna

@ Assintoticamente estavel: Todas as raizes no SPE (semiplano esquerdo)

@ Instavel: Pelo menos uma raiz no SPD (semiplano direito) OU raizes repetidas no eixo imagindrio
© Marginalmente estavel: Raizes simples no eixo imaginario e demais no SPE
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Exemplo: Analise de Estabilidade Interna

Exemplo 2
Determine a estabilidade dos sistemas com as seguintes equagdes caracteristicas:
Q@ \2+30+2=0
Q@ N -)+6=0
Q \+4=0
Q (A +22(N\+4)=0

Solucao:
Q@ \=-1,-2 — Estavel
Q@ ) = VB _, Instivel

© )\ = £2j — Marginalmente estavel
Q@ \=2,-2,42j — Instavel
Q@ )= -1,0 » Marginalmente estavel; A = —1,0,0 — Instavel
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Relacao entre Estabilidade BIBO e Assintética

Teorema Fundamental
o Estabilidade assintética = Estabilidade BIBO
o Estabilidade BIBO #- Estabilidade assintética

Justificativa:

@ A resposta ao impulso h(t) é combinag&o linear dos modos caracteristicos

Akt

@ Se todas as raizes estdo no SPE: e sdo absolutamente integrdveis

Akt

@ Se alguma raiz estd no SPD ou eixo imagindrio: e*+' n3o sdo absolutamente integraveis

Importante

Para sistemas controldveis e observaveis, as duas estabilidades sdo equivalentes.
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Exemplo: BIBO Estdvel mas Assintoticamente Instdvel

Sistema em Cascata

Considere dois subsistemas em cascata:
o Si: hi(t) =0(t) —2e fu(t)
o Sy: hy(t) = etu(t)

x() ()

Figura: Sistema em cascata com estabilidade BIBO mas instabilidade assintética. Fonte: Lathi, 2000.

Resultado:
o h(t) = hy(t) % ha(t) = e tu(t) — BIBO estdvel

@ S, tem raiz caracteristica A = 1 (parte real positiva) — Assintoticamente instavel
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Exemplo Completo

Para o sistema descrito por: (p? + 3p + 2)y(t) = (p + 1)x(t)
@ Determine as raizes caracteristicas
@ Analise a estabilidade assintética e BIBO
© Encontre a resposta ao impulso

Solucao:
@ Equagio caracteristica: A2 + 3\ +2 = (A+1)(A+2) =0 Raizes: \; = —1, \p = —2
@ Ambeas raizes no SPE — Estavel (ambos critérios)

Q h(t) = (2et — e2t)u(t)
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Exercicio

Determine a estabilidade dos seguintes sistemas:
O (p* +2p+5)y(t) = x(t)
Q (p*+2p% +p+2)y(t) = px(t)
Q (P> +1)y(t) = (p+1)x(t)

Dicas:
@ Encontre as raizes caracteristicas
@ Localize-as no plano complexo

@ Aplique os critérios de estabilidade
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Simulacdo MATLAB: Anélise de Estabilidade

% Definir os coeficientes do polindmio caracteristico
% Para s°3 + 2s°2 + s + 2 = 0
coef = [1 2 1 2];

% Encontrar as raizes

raizes = roots(coef);
disp(’Raizesycaracteristicas:’);
disp(raizes);

% Verificar estabilidade

partes_reais = real(raizes);

if all(partes_reais < 0)
disp(’Sistema,assintoticamente estavel’);
elseif any(partes_reais > 0)
disp(’Sistema,instavel’);

else

disp(’Sistema,marginalmente estavel’);
end

% Plotar raizes no plano complexo

figure;

plot(real(raizes), imag(raizes), ’ro’, ’MarkerSize’, 8);
grid on;

xlabel (’Parte Real’);

ylabel(’Parte,Imagindria’);
title(’Localizagéo,das Raizes no,Plano, Complexo’);
axline(0, ’Color’, ’k’, ’LineWidth’, 1);

Listing 1: Analise de estabilidade no MATLAB
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MATLAB: Visualizacao da Resposta ao Impulso

% Sistema estavel: s"2 + 3s + 2
numi = [1 1]; hp o+l

deni = [1 3 2]; % s"2 + 3s + 2
sysl = tf(numl, denl);

% Sistema instavel: s"2 - s + 1
num2 = [1]; % 1
den2 = [1 -1 1]; % s"2 - s + 1

sys2 = tf(num2, den2);

% Tempo de simulagio
t = 0:0.01:10;

% Calcular respostas ao impulso
[h1, t1] = impulse(sysl, t);
[h2, t2] = impulse(sys2, t);

% Plotar resultados

figure;

subplot (2,1,1);

plot(tl, hi, ’b-’, ’LineWidth’, 2);
title(’Sistema Estéavel: h_1(t)’);
xlabel (’Tempo,(s)’);

ylabel (’Amplitude’);

grid on;

subplot (2,1,2);

plot(t2, h2, ’r-’, ’LineWidth’, 2);
title(’SistemayInstédvel: h_2(t)’);
xlabel (’Tempo, (s) )}

ylabel (’Amplitude’);

grid on;

Listing 2: Resposta ao impulso e analise de estabilidade
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Implicacdes Praticas da Estabilidade

Sistemas Praticos

Todos os sistemas de processamento de sinais praticos devem ser assintoticamente estaveis.

Por que a estabilidade é crucial?
o Sistemas instaveis: Qualquer condicdo inicial pode resultar em resposta ilimitada
o Consequéncias: Destruicdo do sistema ou saturacdo que altera sua natureza
@ Robustez: Sistemas estdveis sdo mais robustos a perturbacdes
°

Controle: Base fundamental para projeto de controladores

Exemplo Histérico

A ponte de Tacoma Narrows (1940) colapsou devido a ressonincia - um exemplo de instabilidade em
sistemas fisicos.
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Casos Especiais: Estabilidade Marginal

Sistemas Marginalmente Estaveis

@ Raizes simples no eixo imagindrio
@ Comportamento oscilatério sustentado
@ BIBO instdveis (entrada senoidal pode causar ressonancia)

Exemplos tipicos:
2
@ Osciladores: % +wdy = x(t)

o Integradores ideais: % = x(t)

@ Sistemas conservativos sem amortecimento

Cuidado

Na pratica, sistemas marginalmente estdveis sao evitados devido a sensibilidade a perturbacdes.
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Resumo da Aula

Conceitos Fundamentais

o Estabilidade BIBO: Entrada limitada — Saida limitada
Estabilidade Assintética: Retorno ao estado nulo apds perturbagao
Critério BIBO: [~ _|h(t)|dt < oo

Critério Assintético: Todas as raizes no SPE )

Relacdes Importantes
o Estabilidade assintética = Estabilidade BIBO

@ Para sistemas controlaveis/observaveis: equivaléncia

@ Posicdo das raizes determina comportamento dindmico
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Tabela Resumo: Critérios de Estabilidade

Condicao Localizacdo das Raizes | Assintética | BIBO
Todas no SPE Re()\) <0 Estavel Estavel
Alguma no SPD Re(A;) >0 Instdvel Instavel
Simples no eixo Re(A\) =0 Marginal Instavel
Repetidas no eixo Re(A\ij) =0 Instavel Instavel

Tabela: Critérios de estabilidade para sistemas LCIT

Legenda:
@ SPE: Semiplano Esquerdo
@ SPD: Semiplano Direito
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