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Motivacdo |: Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier permite representar sinais como combinagdo de exponenciais complexas
e/t

Par de Transformada de Fourier

X(w) = /oo x(t)e ¥t dt =: F{x(t)} (Direta)

— 00

x(t) = % /_00 X(w)e*t dw =: F7H{X(w)} (Inversa)

Interpretacao:

@ Decompde x(t) em componentes de frequéncias reais w
o Cada componente tem amplitude X(w)
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Limitacdes da Transformada de Fourier

Problema: A Transformada de Fourier sé existe se:

oo
/ [x(t)| dt < oo (absolutamente integravel)

—00

Sinais que NAO possuem Transformada Classica de Fourier!:
@ Degrau unitdrio: u(t)
o Exponencial crescente: e®u(t) com a > 0
o Constante: x(t) = C

@ Qualquer sinal que cresce exponencialmente
Como analisar sistemas com esses sinais?

1 Podem possuir Transformada Generalizada de Fourier, ou seja, F{x(t)} = Iimo]-'{x(t)e_”'t‘}.
o—
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Solucdo: Frequéncia Complexa

Ideia: Generalizar a frequéncia w para uma frequéncia complexa s:

Frequéncia Complexa

s=o0+jw

@ o: parte real (frequéncia de decaimento/crescimento)

@ w: parte imagindria (frequéncia de oscilacio)

A exponencial complexa generalizada é:

eSt — e(<7+jw)t — Ttglwt

@ Se 0 < 0: decai exponencialmente
@ Se o > 0: cresce exponencialmente

@ Se o = 0: oscilagdo pura (Transformada de Fourier)
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Plano Complexo s

b X(3)| _=X(io)

Eixo horizontal: o (parte real)

Eixo vertical: jw (parte imagindria)

Eixo jw: Transformada de Fourier

Plano completo: Transformada de Laplace s-plane

Figura: Plano complexo s = o + jw.

A Transformada de Laplace é uma generalizacao da Transformada de Fourier para todo o plano
complexo!
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Relacdo entre Fourier e Laplace

Conexao Fundamental
Se X(s) é a Transformada de Laplace de x(t):

X(jw) = X(s)

s=jw

quando a Regido de Convergéncia (RDC) inclui o eixo jw.

Exemplo: Para x(t) = e ?*u(t) com a > 0:

@ Transformada de Laplace: X(s) = ﬁ RDC: Res > —a
1

e Como RDC inclui jw, entdo: X(jw) = ot

Vantagem: Laplace funciona mesmo quando Fourier ndo existe!
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Motivacdo Il: Resposta de sistemas LCIT

Para sistemas LCIT, a exponencial e (onde s = o + jw) é uma fungdo especial chamada de fung¢do
caracteristica (ou autofunc¢do) do sistema.

@ Se a entrada é x(t) = e e as condi¢Bes iniciais sdo nulas, ent3o:

ﬂﬂ:mﬂmﬁz/wmﬂé“ﬂm:</wmﬂe“m>ﬁ:H@wf

— 00 — 00

em que

MQ:/mMﬂ€”w (1)

— 00

Logo,

k k
x(t) = Z ket = y(t) = Z axH(si)e*" 2
i=1 i=1

H(s) é a transformada de Laplace de h(t) e chamada de funcdo de transferéncia do sistema.

o Veremos como avaliar as propriedades e resposta do sistema de forma mais facil através de H(s).



Definicdo: Transformada de Laplace Bilateral

Transformada de Laplace Bilateral

Para um sinal x(t), a Transformada de Laplace X(s) é:

X(s) = / T (t)e =t dt 3)

— 0o
~- Pela defini¢do, x(t) poder ser causal ou anti-causal — transformada bilateral

Transformada Inversa

c+joo
x(t) L / X(s)e™ ds (4)

a 27TJ c—joo

onde ¢ é uma constante escolhida para garantir convergéncia.

~+ Observe que x(t) foi expressa como uma soma infinita de exponenciais e cada exponencial e tem
um peso X(s) na soma.
Notacéo: X(s) = L{x(t)}, x(t)=L"YHX(s)} ou  x(t) < X(s)
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Transformacgoes integrais

@ Transformadas integrais: transformacg&o linear 7 (operador linear limitado) da que transforma a
fungdo f na fun¢do T{f} (F = Tf) da seguinte forma

B
F(s) = T{(£)} = / F(OK(,s)dt

em que K(t,s) é chamada de nicleo (kernel) da transformagdo. Transformadas sdo usadas para resolver
problemas dificeis através de uma mudanc¢a de espago (dominio) da fung&o.

@ Alguns niicleos possuem niicleos inversos K(s,t)™!

b

f(t):T—l{F(s)}z/ K(s, t)"L(TF)(s)ds

@ O nicleo e os limites definem a transformada. No caso da Transformada de Laplace, K(t,s) = e™*.

@ Obs.: A expressdo y(t) = fab x(7)G(t, T)dt é uma equagdo integral e é usada para resolver equagdes diferenciais. Para
sistemas lineares invariantes no tempo com entrada x(t) a fun¢do de Green G é a resposta ao impulso e para EDOs n3o
homogeéneas com c.i. nulas, G(t,7) = h(t —7) e y(t) = fot x(7)G(t, T)dt = x(t) = h(t).
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Regido de Convergéncia (RDC)

Definicao

A Regido de Convergéncia (RDC) é o conjunto de valores de s para os quais a integral de Laplace
converge.

Para convergéncia, é necessario que:

Seja s = 0 + jw, observe que

(e}

X(o + jw) = / (De~Te it dt,  X(o + jw) = F{x(t)e="*}

—0Q0

~ Existéncia de £ {x(t)} < existéncia de F {x(t)e~ 7'} = RDC: valores de o que garantem
J75 Ix(t)e 7t dt < 0o ~ Jog : Re{s} > a9
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Exemplo: exponencial crescente

Determine a Transformada de Laplace de x(t) = efu(t).

o F{x(t)} ndo existe
o x(t)e 7' é absolutamente integravel quando o > 1~ 1—0 < 0:

F{x(t)e 7} = ]-'{e(l_”)tu(t)} existe

et x(t) e

of
(a) () ©

Figura: (a) x(t) = e*u(t); (b) e 7%, o > 1; (c) x(t)e 7%, o > 1.
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Exemplo 4.1: Exponencial Causal

Determine a Transformada de Laplace de x(t) = e~ u(t).
Solucao:

X(s) = / T etu(t)e = dt

— 00

= / e et dt (pois u(t) =0 parat <0)
0

_ /OO —(s+a)t dt — [ 1 e_(s+a)t:|oo
0 s+a 0

Para que e~(5+2)t — 0 quando t — oo, precisamos Re(s + a) > 0, ou seja, Re {s} > —a.

Resultado

L{e?u(t)} = P RDC:Re{s} > —a
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Exponencial Anticausal

Determine a Transformada de Laplace de x(t) = —e™?'u(—t).
Note que u(—t) =1 parat <0e u(—t) =0 para t > 0.
Solucao:

X(s) = /m (—e " u(—t))e " dt

— 00

0 0 1 0
= _/ efatefst dt = _/ ef(a+s)t dt = 767(‘”5)’5
—oo —oo a+s

—0o0

Para convergéncia em t — —o0, precisamos Re{a+ s} < 0, ou seja, Re {s} < —a.

Resultado

L{—e?u(-1t)} = :13, RDC: Re{s} < —a

Observacdo: L{—e ?*u(—t)} = L{e ?"u(t)}, mas RDCs diferentes!
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Importancia da Regiao de Convergéncia

Fato Importante

Uma dada X(s) pode ter mdltiplas transformadas inversas, dependendo da RDC!

Exemplo anterior:
X(s)

pode corresponder a:

1

s+ a

o x(t) = e ?u(t) se RDC: Re {s} > —a (sinal causal)
o x(t) = —e?*u(—t) se RDC: Re{s} < —a (sinal anticausal)

Sinal x(1)

1 t
Im
)

\ r——

Regido de convergéncia

t

ic+joe

Real —

0 r—= —a
-1 |
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Transformada de Laplace Unilateral

Motivagdo: Na pratica, a maioria dos sinais e sistemas sdo causais, ou seja, x(t) =0, t < 0.

Transformada de Laplace Unilateral

Restringe-se a sinais causais, usando limite inferior t = 0:

X(s) = /O io x(t)e—t dt (5)

Vantagens da Transformada Unilateral:
Unicidade: Para cada X(s) existe uma dnica x(t)
N3o é necessério especificar a RDC!

Todos os sinais sdo implicitamente multiplicados por u(t)

Mais simples para andlise de sistemas praticos

Convencao: Daqui em diante, usaremos a transformada unilateral salvo menc3do contraria.
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Regido de convergéncia (RDC) para sinais de duracio finita

x(1)

t 0 b2 r—m

Figura: Sinal de durag3o finita absolutamente integravel. A RDC é todo plano complexo.

@ O sinal de duracdo finita x¢(t) sé é ndo nulo no intervalo t; < t < tp, com t; e t, finitos e t, > ty;
@ Se for absolutamente integravel, a RDC é todo o plano complexo s, pois x¢(t)e™ 7t também serd
absolutamente integrdvel para qualquer valor de o, j& que o intervalo de tempo ¢ limitado;

e Para um sinal x(t) qualquer com um certo RDC R, ao somar x(t) a x¢(t), a RDC da soma
permanecerd R.
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Propriedade: Linearidade

Linearidade da Transformada de Laplace

Se x1(t) < Xi(s) e x2(t) & Xas), entdo:
81X1(t) aF a2X2(t) =2 31X1(S) aF 32X2(S)

para quaisquer constantes a; e a,.

Prova: Aplicacdo direta da defini¢do e linearidade da integral.

Importancia: Permite calcular transformadas de sinais compostos.
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Exemplo 4.2: Transformadas Bdasicas

(a) Determine a Transformada de Laplace de 4(t).

Solucao: Usando a propriedade de amostragem do impulso:

L{5(t)} = /07 S(t)etdt— e =1, VsecC

Resultado

|£{6(t)} =1, para todo s
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Exemplo 4.2: Transformadas Bdasicas

(b) Determine a Transformada de Laplace de u(t).

Solugdo: Como u(t) =1 para t > 0:

L{u(t)} = /000 e tdt = [ie“]oo = i, Re{s} >0

0

Resultado
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Exemplo 4.2: Transformadas Basicas (cont.)

(c) Determine a Transformada de Laplace de cos(wgt)u(t) e sen(wot)u(t).

Solucdo: Usando a identidade de Euler:

ejwot _|_ e—jwot

cos(wpt) = 5
Pela linearidade e usando e~ u(t) & s_%a Re{s} > —Re{a}:
L{cos(wot)u(t)} = E (C{etu(t)} + £ {e T u(t)}) = E ! + L =2
2 2 |s—jwg S+ jwo 2+ wi’
com Re{s} > 0. Similarmente:
wo
L{sen(wot)u(t)} = Trag Re{s} >0
Resultados
cos(wot)u(t) < e sen(wot)u(t) < szi—‘)wg . Re{s}>0
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Tabela: Pares de Transformadas de Laplace

N2 | Sinal x(t) Transformada X(s)
1 o(t) 1

2 u(t) %

3 | tu(t) %

4 | t"u(t) -

5 e~?tu(t) sia

6 | te"*u(t) ﬁ

7 the~ty(t) 7(54_;’5"“

8a | cos(wot)u(t) 525“’3

8b | sen(wot)u(t) szi‘i)g

9a | e~ cos(wot)u(t) B +§)+21WS

9b | e sen(wot)u(t) (s+;))72°+wg
10b | re=3t cos(bt + 0)u(t) ffa’iijb Os’i':_:;:

Tabela: Tabela de transformada de Laplace (unilateral). Fonte: Tabela 4.1 (Lathi).
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Exemplo MATLAB: Transformada de Laplace

Objetivo: Calcular e visualizar a Transformada de Laplace de sinais bésicos.

1 % Transformada de Laplace simbolica no MATLAB/Octave
2 syms t s a omegal real

3

4 % Exemplo 1: Exponencial decrescente

5 x1 = exp(—ax*t);

6 X1 = laplace(xl, t, s)

7 % Resultado: X1 = 1/(s + a)

8

9 % Exemplo 2: Senoide

10 x2 = sin (omegaOxt);

11 X2 = laplace(x2, t, s)

12 % Resultado: X2 = omega0/(s"2 + omegal"2)

13

14 % Exemplo 3: Exponencial senoidal amortecida
15 x3 = exp(—a*t)*sin(omegalxt);

16 X3 = laplace(x3, t, s)

17 % Resultado: X3 = omega0/((s+a)"2 + omega0~2)
18

19 % Verificacao: transformada inversa

20 x3_inv = ilaplace (X3, s, t);

21 simplify (x3_inv)

Listing 1: Transformada de Laplace simbolica
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Transformada de Laplace racional

FONTE: Oppenheim — item 9.1

@ X(s) serd racional sempre que x(t) for uma combinacdo linear de exponenciais reais ou complexas.

@ Transformadas racionais também surgem quando forem considerados sistemas LIT especificados em
termos de equacdes diferenciais lineares com coeficientes constantes.

@ Exceto por um fator de escala, os polinémios do numerador e do denominador podem ser
especificados por suas raizes = marcar as localizagGes das raizes de N(s) (marcar zeros com X) e
D(s) (marcar polos com O) no plano s e indicar a RDC

Polos e Zeros de X(s)

Im{s}

Raizes do numerador N(s) = 0 = zeros de X(s) Plano-s

Raizes do denominador D(s) = 0 = polos de X(s) Re{s}

Polos = —1; —2; Zeros = 1.
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Transformada de Laplace racional (cont.)

FONTE: Oppenheim — item 9.1

Im

Do exemplo 9.3:

3e72ty(t) — 2etu(t) & i, Re{s} > -1
s24+3s+2 O— Re
-2 -1 1

Raizes polindmio numerador = zeros de X(s)

Raizes polindmio denominador = polos de X(s)
(a)

o Zeros de X(s): valores de s para os quais X(s) =0
o Polos de X(s): valores de s para os quais | X(s)| = oo

Aula 07 - SSTC 25/74



Transformada de Laplace racional (cont.2)

FONTE: Oppenheim — item 9.1

Do exemplo 9.4: Im
X
2
—2t —t c 2s* + 55+ 12 @,
e “fu(t) + e *(cos 3t)u(t) < (Z+25510)(s+2)’ Mo s
Re{s} > —1 Re
) 1
Raizes polindmio numerador = zeros de X(s) O
s =—1.25+ 2.1 (ndo possui raizes reais) \
Raizes polindmio denominador = polos de X(s)
s=-25s=-1+£,3 (b)

= Os polos e zeros finitos de X(s) no plano s caracterizam completamente a expressdo algébrica de
X(s), a menos de um fator de escala.
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Transformada de Laplace racional (cont.3)

FONTE: Oppenheim — item 9.1

Do exemplo 9.4:

252 4 55 + 12
“2ty(t) 4 e *(cos 3t)u(t) 5
e “u(t) + e “(cos )u()H(52+2s—|—10)(s—|—2)’

Re{s} > —1

@ Se a ordem do polindmio do denominador for maior que a ordem do polindmio do numerador, X(s)
se tornara nulo a medida que s — co.

o Na expressdo acima: ordem denominador = 3; ordem numerador = 2 = X(s) possui 1 zero no
infinito.
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Polos e zeros no infinito

e O numero de polos é sempre igual ao nimero de zeros (no. polos = no. zeros finitos + no.
zeros no infinito)
s+2

@ Zeros finitos: raizes de N(s) = 0. Ex.: H(s) = G013 tem 2 polos (—1, —3), 1 zero finito

(—2) e 1 zero no infinito.

@ Se a ordem de N(s) for n e a ordem de D(s) for n+ k, ent3o:
e Teremos n + k polos, nas raizes de D(s)
o Teremos n zeros calculados a partir das raizes de N(s), e mais k zeros no infinito
o Pois, neste caso, X(s) — 0 a medida em que s — oo

@ Se a ordem de N(s) for n+ k e a ordem de D(s) for n, entdo:
e Teremos n + k zeros, nas raizes de N(s)
e Teremos n polos calculados a partir das raizes de D(s), e mais k polos no infinito
e Pois, neste caso, |X(s)| — oo a medida em que s — oo

@ Nos exemplos dos slides anteriores, X(s) tem 1 zero no infinito
o Ex. 9.3: N(s) é ordem 1 e D(s) é ordem 2
o Ex. 9.4: N(s) é ordem 2 e D(s) é ordem 3
e Em ambos, X(s) — 0 a medida em que s — oo
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Exemplo 9.5

FONTE: Oppenheim — item 9.1

+o00
x(t) = 8(t) — %e‘tu(t)—i- %eztu(t), £{5(t)} :/ S(t)e~Stdt =1 Vs
4 1 1 1
= X(S)—1—§S+—1+§S_—2, Re{5}>2
o (s—1)y
= X(s)= G- Re{s} > 2
Dois polos de primeira ordem, umem s = —1 e

Zero de segunda ordem em s = +1
outro em s = 2.
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Exemplo 9.5 (cont.)

FONTE: Oppenheim — item 9.1

Im
(s—1)°
X(s)=+————, R 2
(s) (s+1)(s—2) e{sh> plano s
= Ordem denominador = ordem numerador =
X(s) ndo possui polos nem zeros no infinito. @ Re
-1 +1 +2

o Para s = jw = transf. Laplace < trans.
Fourier.

@ No entanto, se RDC da T. Laplace n3o inclui o

eixo jw, a T. Fourier n3o converge. Figura 9.3 Diagrama de polos e zeros e a RDC

para o Exemplo 9.5.
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Determinando a Transformada Inversa

Métodos para Calcular L71{X(s)}

@ Tabela de transformadas: Buscar X(s) na tabela
@ Expansdo em fragdes parciais: Quando X(s) é uma fun¢&o racional
@ Integracido no plano complexo: Método geral (requer teoria avancada)

Funcao Racional:
P(S) bMSM + bM_lsMil + -+ bis+ by
Q(s)  sN+an_1sNT+- +as+a

@ Se M < N: estritamente prdpria
@ Se M = N: prdpria

e Se M > N: imprépria (usar divis3o longa primeiro)
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Expansao em Fracdes Parciais: Polos Distintos

Se X(s) = 28 é estritamente prépria e Q(s) tem N raizes distintas p1, pa, ..., pn:

Expansao em Fragdes Parciais

P(s) _ kK ko 4 kn

A G o B et R B R T

Calculo dos residuos k;:

ki = [(5 - Pi)X(s)]s:pi

Transformada inversa:

N
x(t) =Y kiePtu(t)
i=1
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Exemplo: Fracoes Parciais com Polos Distintos

; _ _8st6
Determine x(t) se X(s) = 25,75

Solucao:
Passo 1: Fatorar o denominador:

2 +35+2=(s+1)(s+2)
~ p; = —1, pp = —2 = polos distintos
Passo 2: Expansido em fracdes parciais

ky ko -2 10
X == =
(s) s—p1+s—p2 s—1+s—2

Passo 3: Transformada inversa de Laplace

y(t) = (=2t + 10e7 ) u(t)
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Fracoes Parciais com Polos Miiltiplos

Suponha que X(s) possua um polo s = —p; de multiplicidade r. Entdo X(s) pode ser escrito como

Pi(s) K11 K12 Kir

SR Y5 TPy i cery A F

(6)

Calcula dos residuos:

K= [+ X)) K= o (s pr) X(5)]

S=—p1

S=—p1
2

2Ky, s = d—2 [(s + pl)’X(s)}

d3
I p— — r
- , K2 = o5 [(s +p) X(s)}

S=—p1

Férmula Geral para Polos Muiltiplos
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Polos Muiltiplos — Transformada Inversa

Uma vez obtidos os residuos, usa-se o par de transformadas:

£ {(H;H] _ %"!e—af u(t)

Portanto, para cada termo da fragdo parcial associada ao polo repetido s = —py:
Ki; t1
L7 —L— | =K ——— e Ptu(t [=1,2,...,r
|:(S—|—p1)1:| 110_1)! ( )7 J Pt} ’

Dica de Implementacao

o Comece calculando Ki, (polo de maior ordem): equagdo algébrica simples.
@ Em seguida, Ki,,—1, Kir—2,... requerem derivadas sucessivas.

@ Os demais polos simples s3o calculados normalmente apds o polo repetido.
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Exemplo: Polos Miiltiplos

Problema: Determine a funcdo do tempo x(t) = L7Y[X(s)] para

10(s + 3)
X(s)= ———"—.
() (s+1)3(s+2)
Expansdo em fracdes parciais:
Ku Kis Kis 10 10 10 20 10

X(S):s+1+(5+1)2+(5+1)3+5+2 =sri (s+1)2+(s+1)3 e
o] R
s = {SH }5_71 =20, Kiz = % [(s+1P2X(s)]|] =-10

Solugdo:  x(t) = (10e*t —10te ' +10t%e " — 10e72t) u(t)



Polos Complexos Conjugados

Suponha que X(s) possua um par de polos complexos conjugados s = —a £ j5. A expansio é:
Pl(S) K1 Kl*
X S)= - - = - + - _|_ . 7
) Qus)(s+a—jB)(s+a+jB) s+a—jB s+a+jB )

O coeficiente K; é um nimero complexo e calculado pelo mesmo procedimento dos polos simples:

Ky = [(s—l—a—jﬁ)X(s) = K=K, K= |Ki|e (8)

s=—a+jf’
Substituindo em (8) em (7):

|K1\ej€ |K1|e_f0
sta—j8 s+a+jp

X(s) =
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Polos Complexos Conjugados — Transformada Inversa

A transformada inversa do par de termos é:

jo —jo
£ [Kae — + [Hale J. = |Ki|elf e~ (Rt 1| Ky|e I e (iR
s+a—jf s+a+jp
_ —at [ ,j(Bt+0) —j(Bt+0)
|Kyle *[e +e ]

& 4 et

Usando cos ¢ = 5

Transformada Inversa para Polos Conjugados

—1 Kl Kl*
+
st+a—j8 s+a+jB

= 2|Ky1| e” " cos(Bt + 0) u(t)
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Propriedades da Transformada de Laplace

As propriedades da Transformada de Laplace facilitam:
@ Ciélculo de transformadas de sinais complexos
o Cidlculo de transformadas inversas
@ Andlise de sistemas lineares

@ Solucdo de equacdes diferenciais

Principais propriedades:
@ Deslocamento no tempo
@ Deslocamento na frequéncia
@ Diferenciacdo no tempo
@ Integragio no tempo
@ Escalamento
@ Convolugdo

@ Teoremas do valor inicial e final
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Propriedade de Deslocamento no Tempo

Deslocamento no Tempo

Se x(t) & X(s), entdo:
x(t — to)u(t — to) & e *°X(s), to>0

Interpretacao:
@ Um atraso de ty segundos no dominio do tempo
o Corresponde a multiplicar por e*® no dominio de s

e O termo u(t — tp) garante causalidade do sinal atrasado

x(t) x(t — to)

—_ e_StO _ >

Prova: Por mudancga de varidvel na integral de Laplace.
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Exemplo 4.5: Deslocamento no Tempo

Determine a Transformada de Laplace do pulso retangular:

{1, 0<t<T
x(t) = .
0, caso contrario

Solucao: Podemos escrever:
x(t)=u(t)—u(t—T)
Aplicando linearidade e deslocamento no tempo:
X(s) = L{u(e)} — Lot~ TNy = ¢ — e
1_ e-sT
-

Resultado

x(t) = u(t) — u(t— T) & L2
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Exemplo: Transformada Inversa com Atraso

Determine x(t) se X(s) = sfs;:l)

Solucao:

Passo 1: Identificar o termo de atraso e~2° (atraso de 2 segundos).
Passo 2: Separar:

1
X _ —2s _ —2sY
(s)=e s(s+1) y (s)
onde Y(s) = ﬁ
Passo 3: Expandir Y(s) em fracdes parciais:
1 1 1

Y(S):s(s+1) s s+l

Passo 4: Transformada inversa:
y(t) = (1 —e"u(t)

Passo 5: Aplicar deslocamento:

x(t) = y(t —2) = (1 — e~ (D) u(t — 2)
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Propriedade de Deslocamento na Frequéncia

Deslocamento na Frequéncia

Se x(t) & X(s), entdo:
e®'x(t) & X(s — s0)

Interpretacao:
o Multiplicar por e®* no tempo
o Corresponde a deslocar X(s) por sp no plano s

@ Util para sinais modulados exponencialmente

Prova:
L{etx(t)} = / e tx(t)e" dt
0
:/ x()e= =) d = X(s — 50)
0
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Exemplo 4.6: Deslocamento na Frequéncia

Obtenha o par 9a da Tabela 4.1 a partir do par 8a usando deslocamento na frequéncia.
Dado: Par 8a: cos(wot)u(t) < 77
0
Objetivo: Encontrar £{e™?" cos(wot)u(t)}
Solucao: Aplicando a propriedade de deslocamento na frequéncia com sy = —a:
L{e " cos(wot)u(t)} = X(s — (—a)) = X(s + a)
. s+ a
(s +a)?+up

Resultado (Par 9a)

s+a

e—at cos(wo t)U(t) = m
0
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Propriedade de Diferenciacio no Tempo

Diferenciacao no Tempo

Se x(t) & X(s), entdo:

dx(t) _
p < sX(s) —x(07)
Para a n-ésima derivada:
ddxt(nt) & s"X(s) = s"1x(07) = " 2x(07) — - — x(""D(07)

Caso especial - Condicoes iniciais nulas:

d"x(t)

o SnX(S) X(t) X(t)

Importancia: Fundamental para resolver equacdes diferenciais!
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Prova: Diferenciacao no Tempo

. dx _
Prova da propriedade d(tt) < sX(s) —x(07):

¢ { d’;(:)} - /Ooo d);—(:)e—“ dt

— e — () ).
Integrando por partes (v = e, dv = Z=dt):

Por definigdo:

= [x(t)e ] - /0 x(t)(—s)e* dt

= lim [x(t)e™] — x(0~ +S/OOOX Je *t dt

t—o0
Para convergéncia, x(t)e™" — 0 quando t — co. Logo:
—x(07) + sX(s) = sX(s) — x(07)

A aplicaggo repetida desse procedimento resulta na férmula para d"x/dt".
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Exemplo 4.7: Diferenciacdo no Tempo

Determine a Transformada de Laplace de um pulso triangular usando diferenciacao.

()

(@)

d’x
dr?

J.

Figura: Determinagdo da transformada de Laplace de uma funcg3o linear por partes usando a propriedade de
diferenciagdo no tempo. Fonte: Lathi, 2006.
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Exemplo 4.7: Diferenciacdo no Tempo

Determine a Transformada de Laplace de um pulso triangular usando diferenciacao.
Observacao: A segunda derivada contém impulsos nas descontinuidades!

d?x
o 6(t) —30(t —2) +26(t - 3)

Transformada:
$?X(s)=1—3e 24273

1-3e 2427

X(s) >
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Propriedade de Integracao no Tempo

Integracao no Tempo

Se x(t) & X(s), entdo:
/t x(t)dr & @

Para integracdo a partir de t = —oc:

/t X(s) N fot_ x(7)dr
s

x(7)dr & <

— 00

Interpretacao: Integracdo no tempo < Divisdo por s em frequéncia

— f —— —_—

x(1) y(O) = fox(mdr o) [T | x()
S
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Exemplo: Integracao no Tempo

Determine L{tu(t)} usando a propriedade de integrac3o.

Solucao:
Sabemos que u(t) < 1.
Note que:

Aplicando a propriedade de integracdo:

Resultado

Aplicacio repetida: t"u(t) & Sﬁ%



Propriedade de Escalamento

Escalamento no Tempo

Se x(t) & X(s), entdo para a > 0:

1
x(at) & =X (f)
a a
Interpretacao:

o Compressdo no tempo por fator a (sinal mais rapido)
o Causa expans3o na escala s pelo mesmo fator

@ E vice-versa: expans3o no tempo < compressdo em s

Observacgao: Requer a > 0 para manter causalidade.

Exemplo: Se e~'u(t) & 5, entdo:

e=2tu(t) = e~tu(t) 11

t—2t

2 $+1 s+2




Propriedades de Convolucao

Convolucdo no Tempo

Se x1(t) & Xi(s) e x(t) & Xo(s), entdo:

Xl(i') * Xz(t) = Xl(S)Xg(S)

Convolucao na Frequéncia

|
N,

Xl(t)Xz(t) = %Xl(s) * X2(S)

Importancia crucial:
@ Convolugdo no tempo — Multiplicacdo em s
@ Base da anadlise de sistemas lineares!
@ Resposta y(t) do sistema com resposta ao impulso h(t) a uma entrada x(t): Y(s) = H(s)X(s)
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Exemplo 4.8: Convolucao

Usando a propriedade de convolucao, determine:

c(t) = e®tu(t) * e®tu(t)

Solucao:
Sabe-se que £ {e®*u(t)} = - e L{e"u(t)} = L4
Pela propriedade de convoluc3o:

1 1 1
Cls) = s—a s—b (s—a)(s—b)
Expandindo em frag8es parciais (se a # b):

C(S):1[1 1]

a—bl|ls—a s—b

Transformada inversa:

c(t) = . i - (e —e®)u(t), a#b
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Tabela: Propriedades da Transformada de Laplace

Propriedade x(t) X(s)
Linearidade a1x1(t) + axxa(t) a1 X1(s) + axXo(s)
Deslocamento no tempo | x(t — to)u(t — to) e~ X(s)
Deslocamento na freq. e%tx(t) X(s — s0)
Diferenciagdo no tempo d’;—f) sX(s) — x(07)
‘;—;’f s"X(s) —s" 1x(07) — --- — x(m=1)(07)
Integracdo no tempo Ot, x(r)dT @
Escalamento x(at), a>0 2X (%)
Convolugdo no tempo x1(t) * xa(t) Xi(s)Xa(s)
Convolugdo na freq. x1(t)x2(t) %j[Xl(s) * Xo(s)]
Diferenciacdo na freq. tx(t) —%(5)
Integragdo na freq. xt) [ X(0)do
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Funcao transferéncia e autofuncdo de um sistema

Revisando: Para sistemas LCIT, a exponencial e (onde s é complexo) é uma func3o especial chamada
de fungdo caracteristica (ou autofuncdo) do sistema.

@ Se a entrada é x(t) = e para —oo < t < oo (duracdo infinita) e as condi¢@es iniciais sdo nulas,

entdo:
(o)

y(t) = h(t) * e :/

—0o0

h(r)es(t=) d7r — < / h(T)e_STdT) e = H(s)e"

Logo,

(x()=e" = y(t) = H(s)e"

em que

H(s) = /_ " h(r)esTdr (10)

H(s) é chamada de funcdo de transferéncia do sistema.
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Funcao de Transferéncia

Definicao Alternativa:
Resposta para entrada e
Entrada est ’

H(s) =

Para uma equacao diferencial:

teR (11)

(p)y(t) = P(p)x(t)
Q(p)H(s)e™ P(p)e“
H(s)Q(s)e™ = P(s)e*
H(s)Q(s ) P(s)

A func3o de transferéncia é:

P(s)
a0) (12)

H(s) =
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Funcao de Transferéncia: interpretacao

x(r) X(s) Y(s) = H(s)X(s) (1)
— - L [ H(s) - =1 —_—

Expresse x(f) como A resposta do sistema A soma de todos as
a soma de exponenciais i componente exponencial respostas as exponenciais
de duragdo infinita X(s)e™ é H(s)X(s)e™ resulta na saida y(r)

1 et j oo 1 o'+ joo
x() = %] X (s)e" ds y(t) = %/ X(sYH(s)e" ds
c—joo c'—joo
=L'X(H®)

X(s) ¥(s) = H()X(s)
b

Figura: Interpretac3o alternativa da transformada de Laplace.
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Aplicacdo: Funcao de Transferéncia

Para um sistema LCIT com resposta ao impulso h(t):

Aplicando a Transformada de Laplace:

Func3o de Transferéncia

H(s) = 303 = L)

_Y(s)  L{resposta de estado nula}
X(s) L {entrada}
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Func3o de transferéncia

Propriedades:
@ H(s) caracteriza completamente o sistema (estado nulo)
@ Relaciona entrada e saida no dominio s
@ Se o sistema for causal ~~ h(t) é causal e H(s) é obtido pela transformada unilateral
@ Se o sistema for n3o causal ~ h(t) é n3o causal e H(s) é obtido pela transformada bilateral
H(s) = P(s)
Q(s)

o Raizes de P(s) ~+ zeros de H(s) afetam resposta em frequéncia

o Raizes de Q(s) ~~ polos de H(s): determinam estabilidade
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Exemplo: Funcao de Transferéncia

Problema: Determine H(s) para o sistema descrito por:

d’y(t) | ,dy(t) dx (t)
a2 +3—— pm +2y(t) = + x(t) (13)
Solucdo: Utilizando a notac3o do operador p:
(P +3p+2)y(t) = (p+ L)x(1) (14)
Portanto: +1 +1 1
s s
() s2+3s+2 (s+1)(s+2) s+2 (15)
Resposta ao impulso:
h(t) = e 2t u(t) (16)
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Exemplo: Funcao de Transferéncia

Problema: Determine h(s) e a edo a partir de

Y(s) s
= H =
X(s) (s) s2+3s5+2
Solucao: . )
= — h(t) = —et 2e72tu(t
H(s) 71550 = h(t) e fu(t) +2e " u(t)
Equacdo diferencial do sistema:
Y(s) s s
X(s) ~ 253512 = sX(s) =sY(s)+3sY(s) +2Y(s)
d?y(t) | ,y(t) _ dx(t)
= di2 + 3? + 2y(t) = dar
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Teorema do Valor Inicial

Teorema do Valor Inicial

Se x(t) e dfd—(tt) possuem Transformada de Laplace, entdo:

x(0%) = lim sX(s)

S—00

desde que o limite exista.

Condicao de aplicacao:
e Vilido se x(t) é causal e ndo contém singularidades (ex: impulso) em t =0
@ Aplica-se apenas se X(s) for estritamente prépria (M < N)
@ Se M > N, usar divisdo longa primeiro

Utilidade:
@ Determinar valor inicial de x(t) sem calcular £L71{X(s)}

@ Verificar resultados de transformadas inversas
E.S. Tognetti (UnB)



Teorema do Valor Final

Teorema do Valor Final

Se x(t) e 20 possuem Transformada de Laplace, ent3o:
dt

x(00) = tILrQO x(t) = S|I_I'H) sX(s)

desde que sX(s) ndo possua polos no SPD (semiplano direito) ou no eixo imaginario.

Condigoes de aplicagcao:
o Vilido se x(t) é causal e lim;_ o |x(t)] < o0
@ Todos os polos de sX(s) devem estar no SPE (semiplano esquerdo)
@ Pdlo na origem (s = 0) é permitido
@ N3o aplicar se houver polos no eixo jw ou SPD

Utilidade:
@ Determinar comportamento em regime permanente
@ Anilise de estabilidade
E. S. Tognetti (UnB)



Exemplo 4.9: Valores Inicial e Final

Determine o valor inicial de y(t):

352+ 10s+10
T 346524+ 11s+6

Y(s)

Solucao:
Valor inicial:

3s2 +10s + 10
s$3+6s2+11s+6
3s3 4+ 10s2 + 10s

oo 3+ 652+ 11s + 6

y(O7) = fim s¥(s) = lim s-
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Exemplo 4.9: Valores Inicial e Final

Determine o valor final de y(t):

_ 3s2+10s+10
T s34652+11s+6

Y(s)

Solucao:
Valor final: Verificar polos de sY(s):

SY(s) = 3s% +10s% + 10s
34652+ 11s+6

Polos de Y (s): raizes de s*> + 65> +11s+6 = (s + 1)(s +2)(s +3) =0

Todos no SPE (s = —1,—2, —3) ~» Teorema Valor Final aplica-se!

. 0
y(o0) = lim sY(s) = £ =0
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Exemplo MATLAB: Propriedades da Transformada

1 % Verificacao das propriedades no MATLAB/Octave
2 syms t s a omega real

3

4 % Sinal original

5 x = exp(—axt);

6 X = laplace(x, t, s);

7

8 % Propriedade: Deslocamento no tempo

9 t0 = 2;

10 x_shifted = subs(x, t, t—t0); % x(t—t0)

11 X_shifted_calc = exp(—s*t0)*X; % e {—st0}=X(s)
12 X_shifted_laplace = laplace(x-shifted*heaviside(t—t0), t, s);
13 simplify (X_shifted_calc — X_shifted_laplace) % Verificar = 0
14

15 % Propriedade: Diferenciacao no tempo

16 dx = diff(x, t);

17 dX_calc = s*X — subs(x, t, 0); % sX(s) — x(0—)
18 dX_laplace = laplace(dx, t, s);

19 simplify (dX_calc — dX_laplace) % Verificar = 0
20

21 % Propriedade: Valor inicial

22 x-0 = limit(sxX, s, inf)

23

24 % Propriedade: Valor final

25 x-inf = limit(s*X, s, 0)
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Exercicio Resolvido 1

Determine a Transformada de Laplace de x(t) = t2e~3 cos(2t)u(t).

Solucao: Aplicar propriedades em sequéncia.
Passo 1: Comecar com cos(2t)u(t) & &5
Passo 2: Deslocamento na frequéncia (sp = —3):

s+3

e 3t cos(2t)u(t) & (5+372+4

Passo 3: Diferenciagdo na frequéncia (tx(t) — —%X):

d s+3
—3t _
te™>" cos(2t)u(t) < I [(S Y 4}

Passo 4: Aplicar diferenciacio novamente para t?x(t).

Resultado: Expressio complexa (calcular derivadas).
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Exercicio Resolvido 2

. 5543
Determine x(t) se X(s) = 2255
Soluciao:
Passo 1: Fatorar denominador:
s +4s+3=(s+1)(s+3)

Passo 2: Expansdo em fracdes parciais:

k k:
X(S) 5s+3 1 2

T G063 s+l s+3

Passo 3: Calcular residuos:
_5(-1)+3 —_2 B

k=l +)X()som = =725~ = 5 = 1
ko = [(s +3)X(s)s= 5 = 5(__333:33 - __122 =6

Passo 4: Transformada inversa:

x(t) = (—e ™t + 6e~3)u(t)

Aula 07 - SSTC 68/74



Exercicio Proposto 1

Determine a Transformada de Laplace dos seguintes sinais:
Q xi(t) = (3+ 2t —5t%)u(t)

Q x(t) = e 2t sen(3t)u(t)
= te~tcos(2t)u(t

)
) )

Q (1) = [u(t) — u(t —2)]e™"
)

Dica: Use as propriedades estudadas (linearidade, deslocamento, diferenciacdo, integragdo).
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Exercicio Proposto 2

Determine a transformada inversa de Laplace:
25+5
0 Xi(s) = %%
_ +2
0 %(s) = Griera

3s

@ Xs(s) = s

_ $°42s45
o X4(S) T $343s242s

2s

Q Xs(s) = L=5—

Dica: Use fracGes parciais e propriedade de deslocamento no tempo quando necessério.
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Exercicio Proposto 3

Para cada Y(s) abaixo, determine os valores inicial e final de y(t) (quando aplicavel):
— 10
Q Yi(s) = ey
9 Y2(s) = ey
0 Yi(s) = =il

Q Yi(s)= 5y (Cuidado com este!)

Verifique:
@ O teorema do valor inicial é aplicavel?
@ O teorema do valor final é aplicavel?
o Existe polo no eixo imaginario ou SPD?
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Aplicacdo: Analise de Circuito Elétrico

A Transformada de Laplace simplifica andlise de circuitos RLC:

Impedancias no dominio s:
@ Resistor: Zg(s) =R
@ Indutor: Z;(s) =sL
1

e Capacitor: Z¢(s) =

Vantagens:
@ Equagdes diferenciais — Equacdes algébricas
o Lei de Ohm generalizada: V(s) = Z(s)/(s)
o Facilita analise de transitérios

@ Inclui condi¢es iniciais automaticamente

Tépico da proxima aula: Anélise e solugdo de equacgdes diferenciais usando Laplace.
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Resumo da Aula

Principais conceitos estudados:
@ Motivacao: Laplace como generalizagcdo de Fourier
e Frequéncia complexa s = o + jw
e Funciona para sinais que crescem exponencialmente
@ Transformada de Laplace:
o Bilateral: para sinais gerais (RDC importante!)
o Unilateral: para sinais causais (mais prética)
© Propriedades fundamentais:

o Linearidade, deslocamento (tempo/frequéncia)
o Diferenciagdo e integracido

e Convolugio (crucial para sistemas!)

e Teoremas dos valores inicial e final

@ Transformada inversa: FracGes parciais
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