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Solucdo de Equacoes Diferenciais com Transformada de Laplace

Objetivo

A propriedade de diferenciacdo no tempo da transformada de Laplace permite resolver equagdes
diferenciais lineares com coeficientes constantes de forma sistematica.

dVy dN-1y dy dMx dM-1x dx
= t)=>b b oo by = + box(t
v Tan-1 gyt +a1dt+a0y() M et Moy +1dt+ox()

Q(p)y(t) = P(p)x(t)

Propriedade chave (condi¢des iniciais nulas):

dky B P(s)
Tk s “Y(s) = Q(s)Y(s) = P(s)X(s) = Y(s)=H(s)X(s), H(s)= )

A func3o de transferéncia pode também ser definida como

_ Y(s) L{entrada}
H(s) = X(s)  L{saida}

Cl=0
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Solu¢do de EDOs via Transformada de Laplace

L{-}

Egs.
algébricas

EDO

¥ -1
Solugdo £ Solugado egs.
EDO . algébricas
Expansao
fracdes
parciais
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Solucdo de EDO para condi¢es iniciais nulas via Laplace

Dominio do tempo

x(t) — | h(t) |— y(8) = h(e) # x(2)

L{-} L{-} L{3

X(s)——| H(s) |— Y(s)=H(s)-X(s)

Dominio da frequéncia
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Procedimento para Solucao

@ Vantagem Principal:
o A transformada de Laplace converte equagdes diferenciais em equacgoes algébricas
@ O procedimento é genérico e aplicdvel a qualquer ordem

@ Procedimento:

@ Aplicar a transformada de Laplace a equagdo diferencial

@ Usar as propriedades de diferenciacio e as condicdes iniciais
@ Resolver algebricamente para Y(s)

@ Aplicar a transformada inversa de Laplace para obter y(t)

Propriedade de Diferenciacao

Se y(t) < Y/(s), entdo:

Y — sv(s) - y(07)
2
&Y = 2Y(5) — 5y(07) — 5(0)
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Exemplo 1: Equacao Diferencial de Primeira Ordem

Problema: Resolva a equac¢do diferencial

% +3y(t) = 5e 2t u(t)

com condi¢go inicial y(07) = 2.

Solucao:
Passo 1: Aplicar a transformada de Laplace:

5
Y(s)—y(0™ Y(s)=——=
SY(s) = y(07) +3Y(9) = —
Passo 2: Substituir y(07) = 2:

5
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Exemplo 1: Solugdo (continuagdo)

Passo 3: Agrupar termos de Y(s):

(s+?>)Y(s):2+S+L2

Passo 4: Resolver para Y(s):
2 5

Y(s) = 513 (512)(5+3)

Passo 5: Expansdo em fragées parciais:

Y(s)—2+5—5—5—3
T s+3 s+42 s+3 s+2 s+3

Passo 6: Transformada inversa:

y(t) = (5e7% —3e~*)u(t)
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Exemplo 2: Equacao Diferencial de Segunda Ordem

Problema: Resolva iy J
y

412
a2 T

com condi¢des iniciais y(07) =2e y(07) = 1.

+10y(t) = e *u(t)

Passo 1: Aplicar a transformada de Laplace:

s2Y(s) = sy(07) — y(07) + 4[s¥(s) — y(07)] + 10Y(s) = %

Passo 2: Substituir as condig¢des iniciais:

1
2 Coe _ —
s°Y(s) —2s—1+4sY(s) —8+10Y(s) P
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Exemplo 2: Solugdo (continuagdo)

Passo 3: Agrupar termos:

1

2
4 10)Y(s) =2 94+ ——
(s“+4s+10)Y(s) s+ +S+4

Passo 4: Resolver para Y(s):

2s+9 1

Y =
(s) s2+4s+10 + (s +4)(s? +4s+10)

Andlise das raizes: s?2 +4s+10=0
—4+./16-40
s= + = 2+\6

Raizes complexas indicam resposta oscilatéria amortecida!

Aula 08 - SSTC 10/73



Exemplo 2: Resultado Final

Apds expansido em fracdes parciais e transformada inversa:

13V,
15

7= lii cos(v61) + sen(V/Bt) + 110] o)

Observacdo Importante

A solucao contém:
@ Termos exponenciais amortecidos com oscilagdo (e 2 cos(/6t) e e~ sen(1/6t))
@ Termo puramente exponencial (e~*t)

@ Sistema estdvel (todos os polos no SPE)
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Componentes de Entrada Nula e Estado Nulo

Resposta Total

A resposta total contém duas componentes:
@ Resposta de Entrada Nula: devido as condigdes iniciais
© Resposta de Estado Nulo: devido a entrada

Para separar as componentes, identificamos:

_ termos das Cl Ny (s)

Y =
U= "0@ " e
—— SN——
Entrada Nula Estado Nulo

onde:
o Cl = Condigdes Iniciais
e Q(s) = polindmio caracteristico
o N,(s) = termos devidos a entrada
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Separacdo das Componentes no Exemplo 2

Para o Exemplo 2, temos:

25+9 n 1
s2+4s5+10  (s+4)(s®+4s+10)

Y(s) =

Componente de Entrada Nula:

2s+9
Vi(s) =
(s) s2 445+ 10
Componente de Estado Nulo:
1
Yas(s) =

(s +4)(s%2 +4s + 10)

Observe que Y(s) = Yzi(s) + Yas(s)
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Condicdes Iniciais em 0~ e 0"

Distincao Importante

o Condigdes iniciais s3o dadas em t = 0~ (antes da entrada ser aplicada)
o A resposta total satisfaz condigdes em t = 0 (apds aplicagdo da entrada)

@ A resposta de entrada nula satisfaz condigdes em t = 0~

Por qué a diferenca?
@ Em t = 07: apenas a resposta de entrada nula estd presente
@ A resposta de estado nulo resulta da entrada aplicada em t =0

@ Em t = 0": ambas as componentes est3o presentes

No Exemplo 2: y(07) = 2, mas y(0") pode ser diferente!
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Script MATLAB: Solucao de Equacao Diferencial

% Exemplo 2: Equacao diferencial de segunda ordem
% d2y/dt2 + 4xdy/dt + 10xy exp(—4xt)u(t)
% Cl: y(0—) = 2, dy/dt(0—) 1

1

2

3

4

5| clear; clc;
6

7|% Definir funcao de transferencia

8| num = [1]; % Numerador da entrada

9| den = [1 4 10]; % Denominador (eq. caracteristica)
11|% Adicionar termos das condicoes iniciais

12|% Y(s) = [2s + 9 + 1/(s+4)] / (s"2 + 4s + 10)

13| num_total = [2 13 36]; % 252 + 13s + 36

14| den_total = conv([1 4], [1 4 10]); % (s+4)(s"2+4s+10)

16| % Resposta ao impulso do sistema

17| sys = tf(num_total, den_total);
18| [y, t] = impulse(sys, 5);
19

20(% Plotar resultado

21| plot(t, y, 'LineWidth', 2);

22| xlabel ('Tempo (s)'); ylabel('y(t)");

23| title ('Resposta da Equacao Diferencial ');
24| grid on;
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Aplicacbes da Solucdo de Equacdes Diferenciais

Circuitos Elétricos: Sistemas de Controle:
@ Circuitos RLC @ Controladores PID
@ Anilise transitéria @ Servomecanismos
@ Resposta em frequéncia @ Reguladores
Sistemas Mecanicos: Processamento de Sinais:
@ Sistema massa-mola-amortecedor o Filtros analégicos
@ Vibragbes mecanicas e Equalizagcio
@ Controle de posicio @ Modelagem de sistemas
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Resposta de Estado Nulo

Definicao

A resposta de estado nulo é a resposta do sistema quando todas as condicdes iniciais sdo nulas (sistema
inicialmente em repouso).

Para um sistema LCIT descrito por:

d
Zak dtk Z k ;

Com todas as Cl = 0, aplicando a transformada de Laplace:
Z ais Y Z bkst

Y(s) = Titob X(s)

Zk =0 aksk

Aula 08 - SSTC 17/73



Funcdo de Transferéncia

Definicao
A funcdo de transferéncia H(s) de um sistema LCIT é definida como:
Y(s) S e g bies®
H(s) = X ==
(8) lcizo > ko sk

Propriedades importantes:
@ H(s) é a transformada de Laplace da resposta ao impulso h(t)

@ H(s) caracteriza completamente o sistema (para Cl = 0)
e Y(s) = H(s)X(s) (no dominio de Laplace)
@ y(t) = h(t) * x(t) (no dominio do tempo)
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Exemplo: Determinacao da Funcdo de Transferéncia

Sistema: 7 J
y Yy
— +4=+1 =
gi2 + g + 10y(t) = x(t)

Solucao:
Com ClI = 0, aplicando a transformada de Laplace:

s2Y(s) +4sY(s) +10Y(s) = X(s)

(s> +4s +10)Y(s) = X(s)

_Y(s) _ 1
H(s) = X(s) s2+4s+10

Pélos: s = —2 =+ j/6 (no SPE = sistema estével)
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Sistemas de 12 ordem

@ Um sistema linear de 12 ordem pode ser escrito na forma

2 () = k)

T: constante de tempo [seg., min., hora]

K: ganho estético (estado estaciondrio) ~» K = H(0)

Se condigdes iniciais nulas (y(0) = 0 e x(0) = 0)

Y K
H(s) = XEE; b (atraso de 12 ordem)
P —Y(tt) = Kx(t),
K : .
H(s) = < (integrador puro ou puramente capacitivo)
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Resposta ao degrau de um sistema de 12 ordem

@ Seja a entrada degrau u(t) de amplitude A

@ Aplicando a transformada de Laplace inversa:

t
y(t) = AK (1 - e_F>

y(0)=0
y(1) =0,632- AK
y(t > 47) ~ AK

Observe que ﬂ =K
Au

Aula 08 - SSTC 21/73

0.87y(t)/AK

1 2 3 4 5
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Sistemas de 22 ordem

@ Representac3o de sistemas de 22 ordem na forma padrio:
K 2
H(s) = L
52 + 2Cw,s + wp?

em que ¢ é o fator de amortecimento e w, é a frequéncia natural ndo-amortecida (frequéncia que o
sistema oscila quando n3o hd amortecimento, ¢ = 0).

@ Raizes da equag&o caracteristica (polos de H(s)): Im(s)

0= sinf'g\
pro = —Cwn + juwn/T— (2 N

p12 = —0 £ jwy

o= Cw, .
Wy = wpy/1 -2 | Re(s)
[e—0 — wy
em que wy ¢ a frequéncia de oscilacio amortecida. : l
Casos importantes: 0 < ¢ < 1 ~» par polos complexos |

¢ > 1 ~~ par polos reais

Par de polos complexos no plano-s.
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Sistemas de 22 ordem

@ Exemplo: circuito RLC série

dZVC(t) dve(t) dQVC( t) dVC( ) 2 2
= Wn—7p— c = av(t),
LC e + RC " + v (t) =v(t) = e +2¢w at + wive(t) = Kwiv(t)
em que
1 R /C
n — ) = 5 Rl K=1
VLC =2V
@ Fungdo de transferéncia
Ve(s) Kw,?

V(s) 24+ 2(wns +wp?’
@ Para que o sistema seja subamortecido (0 < ¢ < 1):

R<?2

=

C
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@ Caracteristica da resposta de sistemas de 22 ordem 4 entrada degrau.

| Amortecimento |

Classificacdo

Resposta | Raizes

¢>1 superamortecida estavel e | 2, reais
mondtona

(=1 criticamente amortecida | estdvel e | 1, reais (iguais)
mondtona

0<(¢<1 subamortecida estdvel e | 2, par complexo con-

oscilatéria | jugado

(=0 n3o-amortecida oscilagio | 2, par imaginario
sus- puro
tentdvel

(<0 instavel crescente | 2, parte real positiva
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Resposta subamortecida ao degrau

Resposta ao Degrau Unitario (Sistema de 22 Ordem)

2004 — z-0
— Z=03
1751 __ s o7
1504 o7
— ¢=20
125 1
=
£ 100
0751
050 1
0251
0,00 {
0 2 4 6 8 10 2
Wt
w;

5 para diferentes valores de

Figura: Resposta ao degrau unitario do sistema de 2a ordem H(s) = P TR
s wns + w3

¢
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Resposta subamortecida ao degrau

£=0.215
0.344
0.707 Py
Y(t) Kax 70 -
0 5 10 15

th

Figura: Efeito do coeficiente de amortecimento na resposta subamortecida ao degrau de amplitude Ax:
Kw? Ax
Y(s)= 50— X —, 7=1/wy.
(s) §2 4+ 2Cw,s + w? s ' fwn
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Estabilidade de Sistemas LCIT

Critério de Estabilidade

Um sistema LCIT é BIBO estavel (entrada limitada — saida limitada) se e somente se todos os polos
de H(s) estdo no semiplano esquerdo (SPE).

Classificacao:
o Estavel: Todos os polos com Re(s) < 0
@ Marginalmente estavel: Pdlos simples no eixo imaginario

o Instavel: Pelo menos um polo com Re(s) > 0 ou polos miltiplos no eixo imagindrio

o H(s) = &5 = Estavel (polo em s = —3)
o H(s) = x5 = Marginalmente estavel (polos em s = +J)

H(s) = L5 = Instavel (polo em s = 2)
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Localizacao dos Pélos e Estabilidade

Jw (Imagindrio)

X Pélos do sistema

SPE SPD

ESTAVEL Y INSTAVEL

X X

e e ¥ Eﬂ e ——&—+ o (Real)
>
X X
X
o < 0: Estavel o = 0:[ Marginal o > 0: Instdvel

Figura: Regides de estabilidade no plano s complexo. SPE (Semiplano Esquerdo): Sistema Estavel; Eixo
imagindrio: Sistema Marginalmente Estavel; SPD (Semiplano Direito): Sistema Instével.
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Estabilidade: polos e zeros

Figura: Fun¢do com dois polos.
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Estabilidade

@ Assumindo condi¢Ges iniciais nulas

P(s

X e P H(s) = QES;
@ Q(s) correspondera ao polindmio caracteristico Q(A)?
@ Se P(s) e Q(s) tiverem fatores comuns, haverd cancelamento na razdo % e o denominador de

H(s) n3o serd igual ao polindmio caracteristico.

o H(s) e h(t) sdo caracterizagoes externas do sistema.
@ Ja o polindmio caracteristico depende apenas da caracterizacao interna do sistema.
@ A partir de H(s), podemos inferir sobre a estabilidade externa (BIBO).
@ Para que H(s) seja BIBO estavel, é necessario que todos os seus polos estejam no semiplano

esquerdo (SPE).
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Estabilidade

@ Assumindo condi¢es iniciais nulas

X(s) Y(s) H(s) = 2L

—  H(s)

Se H(s) for imprépria (com M > N), o sistema é BIBO instavel.
Por divisao longa, temos:

H(s) = R(s) + H'(s)

H'(s) serd prépria e R(s) um polindmio de ordem M — N.

Exemplo:
s34+ 452 +4s+5 Jr52—|—2s—|—5
= S —_—_—
524+ 3s5+2 ~— 524 35+2

agdo derivat.

H(s) =

Ac3o derivativa: para uma entrada x(t) = u(t), a saida conterd uma componente §(t) na saida
y(t). O sistema é BIBO instavel.

e H(s) amplificard demasiadamente ruidos presentes em x(t).



Estabilidade

@ Normalmente trabalharemos com funcdes racionais préprias.
@ Se P(s) e Q(s) ndo tiverem termos em comum, podemos analisar a estabilidade interna de H(s).
@ Nesse caso, a estabilidade assintética serd avaliada a partir das posicdes dos polos de H(s). Os
zeros de H(s) ndo tém influéncia sobre a estabilidade.
Condigoes:
o Para estabilidade assintética do sistema LCIT H(s): todos os polos de H(s) devem estar no
semiplano esquerdo (SPE). Os polos podem ser simples (distintos) ou repetidos.
@ Para a instabilidade do sistema LCIT H(s):
o (i) Ao menos um polo de H(s) n3do estd no semiplano esquerdo (SPE);
o (ii) Existem polos repetidos de H(s) no eixo imaginario.
@ Para o sistema LCIT H(s) ser marginalmente estavel:
o N3o existem polos de H(s) no semiplano direito (SPD);
e Alguns polos ndo repetidos estdo no eixo imaginario.
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Estabilidade
1 =1 H(s) = Hi(s)Ha(s) = H%

Fh(s) = s—1’ Ha(s) = s+1

x(0) ] s | 0
s—1 s+1
(a)
x| i ¥(0)
s+ 1

(b)
Figura: Distingdo entre estabilidade BIBO e assintética.. Fonte: Lathi, 2000.

~~ Sistema BIBO estdvel mas assintoticamente instavel.
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Sistemas Inversos

Definicao

Um sistema com fung&o de transferéncia Hi,,(s) é o inverso de H(s) se:

H(s) - Hinv(s) =1

Portanto: 1

H(s)

Hinv(s) =

Observacoes importantes:
@ Os zeros de H(s) se tornam polos de Hiny(s)
o Para que Hin(s) seja estavel, todos os zeros de H(s) devem estar no SPE
@ Sistemas com zeros no SPD s3o chamados de nao-minimos em fase

@ A cascata H(s) - Hiny(s) resulta em y(t) = x(t)
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Diagramas de Blocos

Motivacdo

Sistemas complexos podem ser representados através de subsistemas interconectados, facilitando a
analise e o projeto.

X(s) Y(s)

— Hls) ——

Figura: Representacdo bdsica de um sistema com fun¢do de transferéncia H(s). Fonte: Lathi, 2000.

Vantagens:
@ Visualizacdo clara da estrutura do sistema
o Facilita andlise modular

@ Permite simplificagGes sucessivas
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Associacdo em série (cascata)

X(s) Hi(s) Xi(s) Ho(s) Y(s)

Figura: Associa¢do em série (cascata).

Xi(s) = Hi(s)X(s)

Y (s) = Ha(s)X1(s) = Ha(s)H1(s)X(s)

logo,

Importante

Na conex3do em cascata, a ordem dos subsistemas pode ser alterada sem afetar a funcio de
transferéncia total (propriedade comutativa).
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Associacao em paralelo

H1 (S)
X(s) Y(s)
H2(5)

Figura: Associagdo em paralelo.

+

Xi(s) = Hi(s)X(s).,  Xa(s) = Ha(s)X(s)

Y(s) = Xa(s) + Xa(s) = (Fa(s) + Ha(s) ) X(s)

Y(s)

)= %)

= Hi(s) + Ha(s)
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Conexao com Realimentacao

Configuracao basica:
Sinal de erro: E(s) = X(s) — H(s)Y(s)
Saida: Y(s) = G(s)E(s)

Derivacao:
Y(s) = G(S)IX(5) — H(s)Y(5) XHSEG) g [
Y(s) = G(s)X(s) — G(s)H(s)Y(s)

(

Y(s)[L+ G(s)H(s)] = G(s)X(s)
Y(s) _ G(s) H(s)
X(s) 14+ G(s)H(s)

onde:
G(s) = funcdo de transferéncia direta
° H(s) funcdo de transferéncia de realimentacao

@ G(s)H(s) = fungdo de transferéncia de malha

Aula 08 - SSTC 38/73



Exemplo: fun¢do de transferéncia de Y(s)/X(a)

—  G4(s) T
ot e oM 6 H ae R Gl )
l Hl(S)
M(s)
Ha(s)
Gi(5)Ger(s) () Gas)M(s)Guls
M) = I ()G 6al)  — X(5) 1+ Ha(s) Ga(s)M(3)Gaa(5)
Y(s) 6a(5) Ga(5) Goa() Ger(5)

X(s) 1+ Hi(s)Gi(s)Gea(s) + Ha(5) Ga(5) Gi(5) Gea(s) Gea(5)
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Resumo das conexdes elementares e seus equivalentes

X(s) H(s) Y(s)
(a)

X(s) W(s) ¥(s) X(s) ¥(s)
—>—— H|s) —>— Hys) —>—= = e—>—— H(s)Hys) —>
(b)

H(s)
X(s) Y(s) X(s) Y(s)
S o = e——— H|(s) + Hys) —>—

H,(s) —>—|

(©)

X(s) E(s) Y(s) X(s)
—— 3 >— Gl ; = )

1 + G(s)H(s)
+— H(s)

Figura: (a) Bloco bésico, (b) Série ou Cascata, (c) Paralelo, (d) Realimentacdo. Fonte: Lathi, 2000.

Y(s)
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Diagrama de blocos de sistemas

Exemplo: processo de nivel ndo-interativo

Jﬁ*(t) @ Diagrama de blocos:
F()[ K Hi(s) Ky Ha(s)
T1s+1 s+ 1
16
K1
H = Fe
1(5) T1S -+ 1 (S)
K> K1 Kz
______ H. = H S e
2(s) = o) = e s )
16

v
E. S. Tognetti (UnB)
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Diagrama de blocos de sistemas

Exemplo: processo de nivel interativo

@ Diagrama de blocos:

Fe(s) T 1 | H6)[ K Ha(s)
—>T s+ 1 s+ 1

Ki K>
a (7'15 + 1)(7‘25 + 1)

K>

Fel) T s D 1 D)

Ha(s)

KiK:
112 F.(s)

H. =
2(5) T17‘2$2+(7'1 +’7’2)S+1—K2 €
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Diagrama de blocos de sistemas

Exemplo: processo de nivel interativo

@ Diagrama de blocos:
Fe(s) |71| +o 1 H(s)
=1 +Y 715+ 1
Ha(s)
K>
s+ 1
K1 K2
Hi(s) = Fe H
)= et Ot e Dme e )
Ki(ms +1 .
Hi(s) = ot 11)((:25 " 1)) _—a Fe(s) (sist. de 22 ordem c/ zero)
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Realiza¢do (implementacgdo) de fun¢do de transferéncia

e Uma funcdo de transferéncia H(s) pode ser implementada usando integradores ou diferenciadores
juntamente com somadores e multiplicadores.

@ Evita-se o uso de diferenciadores por motivos praticos

@ Implementagdo com integradores em conjunto com multiplicadores escalares e somadores.

x(t) y(t) = fy x(7) d7 X(s) 1 Y(s)
. s+5
oE lo: I do de H(s) =
xemplo: realizacdo de H(s) i 7
X(s) S . -~ s Y(s)

[ | — ——

=7 5
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Aplicacio em Realimentacao e Controle

Motivacdo

Sistemas de controle s3o projetados para produzir uma saida desejada y(t) para uma dada entrada x(t).
Na pratica, caracteristicas do sistema mudam com o tempo.

Problemas em sistemas de malha aberta:
@ Variagdo de pardmetros com o tempo
@ Substituicio de componentes
@ Mudancgas no ambiente de operacao

@ Distlrbios externos

Solucao: Realimentacgao
@ Realimentar a saida (ou func3o da saida) para a entrada
@ Permite correcdo automatica baseada no erro

@ Sistema de malha fechada
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Sistemas em Malha Aberta vs Malha Fechada

X(sl+ E(s) Y(s)

X(s Y(s
L, G(s) &, H(s)

Figura: (a) Sistema em malha aberta, (b) Sistema em malha fechada (realimentag3o negativa).

Sistema realimentado:
@ Possui capacidade de supervisdo e autocorrecio
@ Compensa variacdes paramétricas e distiirbios

@ Atinge objetivo desejado dentro de tolerdncia especificada
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Sistema em malha fechada

@ Seja o sistema de controle automatico com controlador K projetado de forma que o sistema em

malha fechada tenha resposta satisfatéria ao degrau unitério (y(t) — x(t)).

X(sl _ E(s) U(s) 1 Y(s)
—_— K
- s(s+38)
1.4
1.2r A
Iy
Lphy
g |7
208}
2 |1
ool / —aa
< 0y -——K=16
04} / ——K=80
02fl/
I/
O U
0 2 3 5 6
Time (seconds)
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Andlise do Sistema de Controle

Funcao de transferéncia em malha fechada:

KG(s)
T) = ke (s)

Considerando G(s) = -+ (fungdo de transferéncia do motor):
s(s+8)
K

S(s£8) K
T(S) _ 5(5+8;g _
1 =+ m 52 + 8s + K

Analise das raizes caracteristicas:

-8+ 64 — 4K
P?+85+K=0 = s:f

= -4+/16— K
e K < 16: raizes reais (sem oscilagdo)

e K = 16: raizes reais repetidas (criticamente amortecido)

e K > 16: raizes complexas (resposta oscilatéria)
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Resposta ao Degrau Unitdrio: K =7

Entrada em degrau: x(t) = u(t) = X(s) =1/s

K 7

Y(s) = T(S)X(S) = 5(52 + 85+ K) 5(52 1 85+ 7)

Fatorando o denominador:
2 4+8s+7=(s+1)(s+7)

7

YO = a6+

Expansao em fracoes parciais e transformada inversa:

Caracteristicas: Sem oscilagdo, mas resposta lenta.



Resposta ao Degrau Unitdrio: K = 80

80
Y = —
() s(s? + 8s + 80)

Raizes caracteristicas:
s=—-44,8
Resposta no tempo:

y(t) = [1 — e * cos(8t) — %e“” sen(8t)} u(t)

y(t) = [1 — V1.25e % cos(8t — 26, 57)} u(t)

Caracteristicas da resposta:

@ Resposta mais rapida que K =7
@ Sobressinal percentual (SSP) = 21%
@ Tempo de pico: t, = 0,393 s

@ Tempo de subida: t, = 0,175 s

@ Tempo de acomodagdo: t; =~ 1s
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Resposta ao Degrau Unitdrio: K = 16

Caso criticamente amortecido:

16 16
s2+8s+16)  s(s+4)2

Y(s) = S

Raizes caracteristicas:
s = —4,—4 (raizes reais repetidas)

Resposta no tempo:
y(t) =[1— e * — 4te *]u(t)

Caracteristicas:

@ Resposta mais rapida possivel sem oscilagio
@ SSP = 0% (sem sobressinal)

@ Melhor compromisso entre velocidade e amortecimento
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Comparacao das Respostas ao Degrau

1.4
1.2F A
I\
= -
3 |
308}
2 |1
E0.6r / —K=7
< | -——K=16
044,’/ ——K=80
1
0.2 l,’
,l
O 1/
0 1 2 3 4 5 6
Time (seconds)

Figura: Resposta ao degrau unitario para diferentes valores de K. Fonte: Lathi, 2000.

o K = 7: Lento, sem oscilacdo
e K = 16: Rapido, sem oscilagdo (6timo)

e K = 80: Muito rapido, mas com oscilacdo



Script MATLAB: polos do sistema em malha fechada

Usando MATLAB para determinar FT de sistemas realimentados:

1 % Sistema: G(s) = K/(s(s+8)), H(s) =1

2 % Casos: (a) K=7, (b) K= 16, (c) K= 80
3 K_values = [7, 16, 80];

4

5 for i = 1l:length(K_values)

6 K = K_values(i);

7

8 % Funcao de transferencia direta G(s)

9 num_G = K;

10 den.G = [1 8 0];

11 G = tf(num.G, den.G);

12 % Funcao de transferencia de realimentacao H(s)
13 H=1;

14 % Funcao de transferencia em malha fechada
15 T = feedback (G, H);

16

17 fprintf('Para K =%d:\n', K); disp(T);
18

19 % Calcular e exibir polos

20 p = pole(T);

21 fprintf('Polos: ');

22 disp(p’'); fprintf('\n");

23 end
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Script MATLAB: resposta ao

1|% Sistema de controle de posicao
2|% G(s) = K/(s(s+8)), H(s) =1

3| clear; clc;

4% Valores de K a testar

5| K_values = [7, 16, 80];

6/t = 0:0.01:3; % Vetor de tempo
7| figure; hold on;

8
9

for i = 1l:length(K_values)
K = K_values(i);

10 % Sistema em malha fechada
11 num = K;
12 den = [1 8 K];
13 sys = tf(num, den);
14 % Resposta ao degrau
15 [y, t] = step(sys, t);
16 plot(t, y, 'LineWidth', 2, ...
17 'DisplayName ', ['K = ' num2str(K)]);
18| end
19
20| xlabel ('Tempo (s)'); ylabel('\theta_o(t)");
1| title (' Resposta ao Degrau — Sistema de Controle’);
22| legend ('show '); grid on;
23| hold off;
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Script MATLAB: Resposta a Rampa

1|% Resposta a rampa unitaria com K = 80
2| clear; clc;

3K 80;

4| G tf (K, [1 8 0]);
5| T = feedback (G, 1);
6
7
8
9

% Resposta ao degrau (para obter rampa, integrar)

% Rampa = integral do degrau

Resposta a rampa = derivada da resposta ao impulso
% Ou usar Isim com entrada rampa

10|t = 0:0.01:5;

X

11| u_rampa = t';

12

13| % Simular resposta

4|y = Isim (T, u-rampa, t);

15|% Plotar

16| figure; hold on;

17| plot(t, u-rampa, 'r—', 'LineWidth', 2, 'DisplayName', 'Entrada (rampa)’);
18| plot(t, y, 'b—', 'LineWidth’', 2, ’'DisplayName’', ’'Saida’);

19| xlabel ('Tempo (s)'); ylabel (' Amplitude');

20| title ('Resposta a Rampa Unitaria (K=80)'); legend( 'show'); grid on;

2|% Calcular erro de regime permanente
23| erro_ss = mean(u-rampa(end —100:end) — y(end—100:end));
24| fprintf(’'Erro de regime permanente: %.4f\n’', erro_ss);
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Exercicio Proposto 1

Usando a transformada de Laplace, resolva:

dy _ -3t
o +2y(t) = e >fu(t)

com y(07) =1.

Determine:
@ A solucdo completa y(t)
@ A componente de entrada nula
© A componente de estado nulo
@ Verifique a solucdo fazendo t = 0
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Exercicio Proposto 2

Simplifique o diagrama de blocos abaixo e determine a fun¢&o de transferéncia total Y(s)/X(s):

X(s) . E(s) I U(s) e Y(s)

Sistema com:

e Bloco direto: Gy(s) = ;25

@ Bloco em cascata: Gy(s) = ;35

: . _ 1
o Realimentagdo: H(s) = ;15
Determine:
@ A fungdo de transferéncia equivalente
@ Os polos do sistema em malha fechada

© A estabilidade do sistema
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umo da Aula

Tépicos abordados:

© Solucao de Equacdes Diferenciais:
o Método sistemdtico usando transformada de Laplace
o Separacdo em componentes de entrada nula e estado nulo

@ Diagramas de Blocos:
o Conexdes em cascata, paralelo e realimentacio
e Simplificacdo de diagramas complexos

© Sistemas de Controle:
e Realimentacio negativa vs positiva
e Sistema de controle de posicio
o Especificacdes de desempenho
o Anidlise de estabilidade

Aula 08 - SSTC 58/73



Conceitos Fundamentais

Principais Equacoes

e Func3o de transferéncia: H(s) = YEz) |C|:0

° HQ(S)
s) + Ha(s)

G(s)
1+G(s)H(s)

o Estabilidade: Pélos de H(s) no SPE

~— X

@ Sistema em cascata: H(s) = Hy(s
@ Sistema em paralelo: H(s) = Hi(

o Sistema realimentado: T(s) =

Importante

A transformada de Laplace é fundamental para andlise e projeto de sistemas de controle!
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Exemplo 4.10 — Enunciado

Problema (Lathi, 2006)

Resolver a equacgdo diferencial de segunda ordem
dky(t
(P +5p+6)7(1) = (p+ DX, Py = T (1)
sujeita as condig¢des iniciais
y(07)=2, y(07)=1,

com entrada x(t) = e~ *u(t).
Polinbmios do sistema e da entrada

Denominador (sistema): Numerador (entrada-saida):

Q(s) =s*>+55+6 = (s+2)(s+3) P(s)=s+1
i 5= — = — 1
PEes Co SEEER & 235 & Polo da entrada: X(s) = Py polo em s = —4.

Observacao

Os trés polos {—2, —3, —4} s3o distintos = expansdo em fragdes parciais simples, sem termos do tipo te

—at
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Propriedade de Diferenciacio no Tempo
Transformadas das derivadas de y(t)

Para y(07)=2ey(07)=1:

LYy}t =5sY(s) —¥(07) =sY(s) -2,

L{y} =5?Y(s) —sy(07) — y(07) = s?Y(s) —2s — 1.

Transformada do lado direito da equacio

Com x(t) = e *tu(t) causal = x(0~) = 0:

X()=
L0+ x} = £{(p+ 1)x} = [sX(5) = x(07)] + X(s) = (s + 1) X(5) = = i 1

Nota sobre o operador P(p) = (p + 1)

A ac3o de (p + 1) no lado direito da EDO contribui com o fator P(s) = s + 1 em Y,5(s), alterando o numerador da
resposta de estado nulo em relagdo ao caso P(p) = 1.
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Equagdo Algébrica em Y(s)

Aplicando a Transformada de Laplace a Eq. (1) e agrupando os termos em Y(s):

(s*+55+6)Y(s)—(2s+1) —5-2 = (s + 1) X(s).

termos em Y(s) cond. iniciais

(2 +55+6) Y(s) = (s+1)X(s) + (25 + 11). (2)J

Termos de condicdes iniciais Termos da entrada

(2s + 11) origina-se exclusivamente de y(0~) =2 e (s + 1)X(s) origina-se exclusivamente da entrada
y(07)=1: x(t), com as condi¢Bes iniciais tomadas como zero.

sy(07)+y(0")+5y(07)=2s+1+10 = 2s + 11.
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Separagdo em Y(s) e Yy(s)

Dividindo a Eq. (2) por Q(s) = (s + 2)(s + 3):

yis) = 2s+11 s+1
T 512543 | G+4)E+2)(GE+3)
Y,i(s) Yys(s)

Y.i(s) — Entrada Nula Y.s(s) — Estado Nulo
@ Numerador (2s + 11): s6 depende das c.i. @ Numerador P(s) = (s + 1): s6 depende da entrada.
@ Denominador Q(s): polos do sistema. @ Denominador: Q(s) - (s + 4) — modos do sistema e
@ Gera os modos e~ % e e3¢, selle g auizik.
@ Gera modos e~ 2t e 3t ¢ g4,
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Resposta de Entrada Nula Y,

2s+ 11 N Al i As
(s+2)(s+3) s+2 s+3

Calculo dos residuos pelo método dos restos

Yzi(s) =

25 +11 2-2)+11 7

A = I+ _T_g
s+3 |._, -2+3 1
2s +11 2(-3) +11

Ay = 5T _ 20 5
s+2 |._5  —3+2 1

Resposta de Entrada Nula

Vai(t) = (Te 2 —5e3H)u(t). ‘

Verificacdo — condicdes iniciais em t = 07:
¥i(07)=7-5=2V, yi(07)=7-(-2)—5-(-3)=-14+15=1 V.
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Resposta de Estado Nulo Y(s)

N s+1 i B i B, i B3
T (sH+2)(s+3)(s+4) s+2 s+3 s+4

Célculo dos residuos

Yas(s)

s+1 -1 1

B Gl e 2
Sk AL -2 _

B e, (D) >

Bs; = L = - ——3

T )6+, (DD 2

Resposta de Estado Nulo

1
Yas(t) = <—§ T E LR = g e_“) u(t).

o
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Verificacdo da Resposta de Estado Nulo

A resposta de estado nulo corresponde a condi¢des iniciais nulas: y(0~) =0e y(0~) =0.
Verificacdo em t = 07:

1 3 1 3
st_ = -3 2-S=—5—3 2=-2 2:0\/

1 3
Vas(t) = (5 2e X _2.3e73 4 5 4e_4t) u(t) = (e_2t —6e7 3t 4 66_“) u(t).

Ves(07)=1—-6+6=1.

¥2s(07) =1# 0 porque a Transformada de Laplace unilateral utiliza condi¢des em 0~ para o sistema, mas a entrada

entra em t = 0. As condi¢des nulas referem-se ao estado interno do sistema (cond. iniciais), ndo a condicdo em 0" da
resposta completa.
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Resposta Total y(t)

Soma das componentes Y (s) total (verificagdo)
13/2 3 32
y(t) = yai(t) + yas(t) (s):s+2_s+3_s+4'
252 + 20s + 45
(s+2)(s+3)(s+4)

= (7 _ %) e 2t ¢ (=5+2) e 3t _ g e 4t Proveniente de

1
_ 13 e~2t 373t _ 3 e 4t
2 2

Resposta Total
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Verificac3o das dicdes Iniciais da Resposta Total

Condicdes em t = 0" (resposta total):

13 3 13 6 3 4
0f)==_3-2
y(0) =3 2° 2 27272

Il
I

[

|

[
Il
[
Il
N

y(t) = (713 e 2ty 9e 3ty 6e’4t) u(t),
y(0t)=-13+9+6=2.

Em 0~ (entrada nula satisfaz) Em 0" (resposta total)

¥:i(07) =2, y(07)=1 y(0t) =2, y(0f)=2
As c.i. dadas s3o verificadas. y(07) =2 # y(0~) = 1 — diferenga causada pela
componente de estado nulo.

As condicdes em 0~ sio satisfeitas pela resposta de entrada nula. As condigdes em 0% s3o satisfeitas pela resposta total.
Em geral, y(07) # y(0T).
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Quadro Resumo das Componentes — Exemplo 4.10

Componente Transformada Y (s) Resposta temporal y(t)
2s+11
Entrada nula y,; —_ Te 2t —5e73)u(t
ula yyi ) ( Ju(t)
Estado nulo y,s s+1 (—le_Qt +2e73t — §e“”‘h)u(t)
(s+2)(s+3)(s+4) 2 2
252 + 20s + 45 13
Total L2t _3e=3t _ 3o—4r)y(t
Y (s+2)(s+3)(s+4) (5 ze)ule)

Propriedade de Decomposicao — Linearidade

Yazi € Yzs Sdo independentes: a entrada nula ignora a entrada; o estado nulo ignora as condigdes iniciais. A resposta total é
a superposicdo das duas.
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Verificagdo Computacional — MATLAB/Octave

1 % Ezemplo 4.10 -- Lathi, Secao 4.3 (pp. 335-337)

2 % ODE: (p~2 + 5p + 6)y(t) = (p+1)z(t)

3 % Cond. iniciais: y(0-)=2, dy/dt(0-)=1

4 % Entrada: z(t) = ezp(-4t)*u(t)

5 t = linspace(0, 4, 5000);

6 %--- Componentes analiticas ---

7 y_zi = T7xexp(-2%t) - bxexp(-3*t);

8 y_zs = -0.5xexp(-2%t) + 2*exp(-3*t) - 1.5%exp(-4*t);

9 y_tot = 6.5xexp(-2%t) - 3%exp(-3*t) - 1.5%xexp(-4*t);

10 Z--- Verificacao numerica via lsim (apenas MATLAB/Octave+Control) ---

11 % num = [1 1]; den = [1 5 6]; % H(s) = (s+1)/(s 2+55+6)

12 % sys = tf(num, den);

13 % [~, t2, 0] = 4dnitial (sys, [2;1]); % resp. entrada nula

14 % y_zi_num = lsim(sys, zeros(size(t)), t) + z0;

15 %--- Grafico ---

16 figure;

17 plot(t, y_zi, ’b--’, ’LineWidth’,1.6); hold on

18 plot(t, y_zs, ’r-.’, ’LineWidth’,1.6)

19 plot(t, y_tot, ’k-’, ’LineWidth’,2.2)

20 xlabel (’t (s)’); ylabel(’y(t)’)

21 title (’Exemplo 4.10°)

22 legend (’y_{zi}(t) -- Entrada nula’, ’y_{zs}(t) -- Estado nulo’, ’y(t) -- Resposta total’, °’
Location’,’northeast’)

3 grid on; exportgraphics(gcf,’fig_yt.pdf’);

Listing 1: Exemplo 4.10 — (p> +5p + 6)y = (p + 1)x, MATLAB/Octave



Grafico das Componentes da Resposta

Exemplo 4.10

- Resposta total

05 1 15 25 3 35 4

o
Figura: Componentes de entrada nula y,i(t), estado nulo y,s(t) e resposta total y(t) para o Exemplo 4.10.
Fonte: gerado via MATLAB/Octave com base em Lathi (2006).

Comportamento qualitativo esperado

2 3t

@ y,i(0) = 2: inicia nas condi¢des iniciais dadas e decai pelos modos e~ e e~
@ y,5(0) = 0: parte do repouso; inclui o modo transitério e=# (polo da entrada).

@ y(t) — 0 para t — oco: sistema estavel (todos os polos no semiplano esquerdo).
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Exercicio Proposto

Exercicio (Adaptado de Lathi, Prob. 4.3-2)

Para a equagdo diferencial

(P* +3p+2)y(t) = (2p + 1) x(2),
com y(07) =1, y(07) = 0 e x(t) = e~ 3tu(t):
Determine Y(s) aplicando a Transformada de Laplace.
Identifique e calcule Y,i(s) e Yas(s)-
Expanda em fragdes parciais e encontre y,;(t), yzs(t) e y(t).

Verifique as condi¢des iniciais em 0~ com a resposta de entrada nula e discuta a diferenca entre y(0~) e y(07).

©eece

Implemente em MATLAB/Octave e trace as trés componentes.

Referéncia

Lathi, B. Sinais e Sistemas Lineares, 2.2 Ed. Bookman, 2006. Secdo 4.3, pp. 335-337; Prob. 4.3-2, p. 430.
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