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Motivacao: Limitacoes das Abordagens Anteriores

Abordagens estudadas até agora:
o Equacdes diferenciais de entrada-saida
e Fung3o de transferéncia H(s) (transformada de Laplace)
@ Resposta ao impulso h(t)

Limitacdes dessas abordagens:
@ Descricio externa: relagdo apenas entre entrada e saida

Dificuldade com sistemas MIMO (miltiplas entradas/saidas)
@ N3o se aplicam diretamente a sistemas nao lineares

@ N3o se aplicam a sistemas variantes no tempo
(]

N3o fornecem informagdo sobre estados internos do sistema

Solucao: Anidlise no espaco de estados — descricdo interna do sistemal
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O que é a Andlise no Espaco de Estados?

Ideia central:

Definicao

Descrever o sistema através de um conjunto minimo de varidveis de estado que caracterizam
completamente o comportamento interno do sistema.

Variaveis de Estado g;(t), g2(t),. .., gn(t):
@ Representam a “memdria” do sistema
@ Conhecendo seus valores em t; e a entrada x(t) para t > tg, podemos determinar:

o Qualquer saida y(t) para t > tp
e Qualquer varidvel interna do sistema

@ N3o s3o unicas — existem infinitas escolhas possiveis!

Aula 10 - SSTC 4/88



Vantagens da Analise no Espaco de Estados

@ Generalidade:

o Sistemas lineares e n3o lineares
e Sistemas invariantes e variantes no tempo
e Sistemas SISO e MIMO

@ Notacao matricial compacta:

e Facilita manipulagdes complexas
e Uso de técnicas de algebra linear

© Implementacao computacional:

o lIdeal para simulagdo em computador
e Adequado para projeto de controladores modernos

© Descricao interna completa:

o Revela propriedades como controlabilidade e observabilidade
o Informacdo que a fun¢3o de transferéncia n3o fornece!

Aula 10 - SSTC 5/88



Estrutura da Descricdo no Espaco de Estados

A descricao no espaco de estados consiste de duas partes:

1. Equagdes de Estado

Relacionam as derivadas das varidveis de estado com as préprias varidveis de estado e as entradas.

2. Equagdes de Saida

Relacionam as saidas do sistema com as varidveis de estado e as entradas.

Procedimento de andlise:
@ Resolver as equagdes de estado — obter g;(t)
@ Usar as equacdes de saida — obter y;(t)
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Forma Geral das Equacoes de Estado

Para sistemas lineares invariantes no tempo:

Equacdes de Estado (forma escalar)

1= anqi + anngo + - - + aingn + buxi + - -+ + bijxum
G> = ax1q1 + anqGo + -+ + angn + borxi + - + bojxum

gn = an191 + an2Go + -+ - + anvgn + byixy + - - -+ byixy

Onde:
® g1,Q2,...,qy sdo as N varidveis de estado
@ Xx1,X2,...,Xy S30 as M entradas do sistema

@ aj; e b sdo constantes
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Forma Matricial das Equacdes de Estado

As N equac¢bes de estado podem ser escritas compactamente em forma matricial:

Equagdes de Estado (forma matricial)

q(t) = Aq(t) + Bx(t)

Onde:
[q1(t)] a1 -+ aw
q2(t) = : . : - i
e q(t) = : - vetor de estado ° A : S matriz de
: ant ANN]
Lan(t)] estado
[x(t)] by - bim
xo(t) eB=|: . : — matriz de
o x(t) = ) — vetor de entrada ' '
: Lbvt o bm]
xp(t) entrada
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Equacbes de Saida

As P saidas do sistema sdo descritas por:

Equagdes de Saida (forma matricial)

y(t) = Cq(t) + Dx(t)

Onde:
1t
}{2&; ci1 - an
e y(t) = . — vetor de saida; C= : : — matriz de saida;
) C e C
_yP(t) P1 PN PxN
diy -+ dim
eD=|: . ; — matriz de transmissdo direta
cpr o dpm] poy

Nota: Em muitos sistemas, D = 0 (sem transmissdo direta da entrada para a saida).
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Como Determinar as Equacdes de Estado?

Trés abordagens principais:

@ A partir da estrutura fisica do sistema

e Circuitos elétricos: tensGes de capacitores e correntes de indutores
e Sistemas mecanicos: posicdes e velocidades
o Usar leis fisicas (Kirchhoff, Newton, etc.)

@ A partir da funcdo de transferéncia H(s)

e Realizar H(s) usando integradores
o lIdentificar varidveis de estado nas saidas dos integradores
o Diferentes realizagbes — diferentes representagdes

© A partir da equacao diferencial
o Converter equacio de ordem N em N equacdes de 12 ordem
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Exemplo 10.1: Circuito RLC

Determinar a descricao no espaco de estados do circuito:
1
5Q

A

Vi i2 \ i3

Figura: Circuito RLC. Fonte: Lathi, 2000, p. 793.

Y="

Q a

[N

+

Escolha das varidveis de estado:
@ q1(t) = vc — tensdo do capacitor
@ q(t) = i — corrente do indutor

Por que essa escolha? Essas varidveis armazenam a energia do circuito!
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Exemplo 10.1: Derivacao das Equacgdes de Estado

Aplicando LKC no né intermediario:
ih+i=1i+q

Onde: i1 =2(x — q1), i = 3q1, i3 = 0,241
Substituindo:
2(x —q1) +3q1 = 0,241 + g2

Primeira equacdo de estado

g1 = 5q1 —5g2 + 10x

Aplicando LKT na malha da direita:
g1+2q+0,1g, =0

Segunda equacdo de estado

g2 = —10g1 — 20g2
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Exemplo 10.1: Forma Matricial

Equacoes de estado em forma matricial:

g _ | 5 5| |q 10
o) -5 =) 2]+ [e]~
Equacoes de saida: Todas as tensdes e correntes podem ser expressas em funcio de g1, g € x:

Equacdes de Saida

Equacao de Estado

[v] [-1 0] [1]
i -2 0 2
Vo 1 0 0
R 3 0 qi1 0
3 |5 -1 |:q2:| 2 X
I4 0 1 0
Va 0 2 0
_V3_ L 1 —2_ _0_

v
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Diagramas

@ Para representar graficamente uma EDO serd utilizado blocos integradores cujas saidas serdo os
estados g; do sistema.

) ; ¥ = [y x@d(m) Xs) ¥s) = 1x(s)

] r _ - >
s
(a) (b)

@ Considere a equacdo diferencial de segunda ordem e sua respectiva fun¢do de transferéncia
by
2+ a1s+ a

-

Figura: Representa¢do da equagio diferencial de segunda ordem e de H(s).

y +ay + ay = box, H(s)
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Considere
5

:
]

Y Y(s)
q =7 5
Figura: Realizagdo de Hi(s) (esquerda) e Ha(s) (direita).

Representacdo no espaco de estados de H;(s) e Ha(s):
i = —ag + x 1= —7qg+x v=—7v+5x
Hi(s): 477 % Has): 477 970 o
y=q y=5q y=v

@ Obs.: Uma dada funcdo de transferéncia pode ser realizada de diversas formas.
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Realizagdo de Sistemas a partir de H(s)

Problema: Dada H(s) = Y(s), como obter a descricdo no espaco de estados?
X(s)

Ideia central:
@ Realizar H(s) usando integradores, multiplicadores e somadores
o Identificar as saidas dos integradores como varidveis de estado

@ Escrever as equacdes relacionando estas varidveis

Diferentes realizacoes — diferentes representacoes no espaco de estados:
@ Forma Canodnica Controlavel
@ Forma Candnica Observével
© Forma em Cascata
© Forma em Paralelo (diagonal)

Importante: A descricdo no espago de estados nao é tnica!
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Realizacao no espaco de estados a partir da funcao de transferéncia

@ Considere a entrada x(t) e a saida y(t) relacionadas por equaces diferenciais lineares na forma

dVy dN-1y dy dVx dN-1x dx
=7 I AT = — by b by 4 b by — + b 1
PPy + a1 g1 + -+ an 1y + any 0 i + 01 g1 + -+ by i + bnx (1)

com coeficientes a; e b; constantes. Utilizando o operador derivada:
QR(p)y(t) = P(p)x(t) = Q(s)Y(s) = P(s)X(s)

@ Fungdo de transferéncia associada a (1):

boSN + b15N71 + ...+ by_15+ by

H p—
(s) sN 4 aisN=1 4+ +ay_1s+an

@ Diagrama de blocos equivalente

X(s) 1 Z(s) bysh 4 by st . . Y(s)
SN ¥ aisN-1 1 1+ ay_1s+an ST+ ST - D15+ Dy
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Realizacao no espaco de estados a partir da funcao de transferéncia

@ Exemplo:
bos3 + bys? + bys + bs
H(s) = —3 2
S° + a18° + axs + az

@ Diagrama de blocos equivalente

X(s) 1 28 [ s YO
St t ms 1t 2 0S> + b15° + bas + b3

@ Do diagrama de blocos para o dominio do tempo (condi¢des iniciais nulas)

Z +ay Z “4+ay z 4az3 z =x
~— 1v 2\,./ 3\,./

a3 q3 Q2 q
@ Mudanca de varidveis
a1 =q 0 1 0 0
g = g3 & g= | 0 0 1 | g+ (0] x
g3 = —a3q1 — &Gz — a1G3 + X T4 Ta Ta 1
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Realizacao no espaco de estados a partir da funcao de transferéncia

X(s) 1 26 [ e
s34+ 3152 + aps + a3 97 A ST B B

@ Equacgao de saida

y=bo z +b1 _Z +by _z +b3_z , emque g3= —a3q1 — axq2 —aiqs +x
a3 93 [eF3 q
@ Mudanca de varidveis
y = (b3 — aobo)q1 + (b2 — axbo) g2 + (b1 — a1bo) + box
<~
y=[bs—ashy by —axhy by —aibo] g+ box
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Realizacao no espaco de estados a partir da funcao de transferéncia

@ Exemplo:
H(S) . b053 + b152 + bys + b3
3421524 ars+ a3
@ Caso by # 0 (ordem numerador = ordem denominador): fun¢do de transferéncia prépria

0 1 0 0
g=10 0 1 g+ (0] x
—a3z —ap —ai 1

y = [bs—ashy by —axby by —arbo| g+ box

@ Caso by = 0 (ordem numerador < ordem denominador): fun¢do de transferéncia estritamente
propria

0 1 0 0
g=|0 0 1 |qg+|0]|x
—as —ax —ai 1

y=1[bs by bi]gq

~~ Sistema na forma candnica controldvel.

Aula 10 - SSTC 20/88



Diagramas e Realiza¢oes

@ Considere a equacdo diferencial de segunda ordem
Y+ aiy + axy = boX + by x + box 2)
e sua respectiva funcdo de transferéncia

bos? + bys + by
H(s) = s2+a
1S+ az

@ Diagrama:

d

:

)
-
I

L@ L@

Figura: Diferentes representacdes da mesma equagio diferencial de segunda ordem (2).

a
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Realizacoes

@ A realizacdo na forma candnica controldvel também pode ser obtida reescrevendo a fungdo de
transferéncia usando 1/s ao invés de s para destacar ao integradores no diagrama.

by by b
iy oS R B 4 bas by bt —+3+3
©)=-3 2 = ar  d _as Vi) =X(s)— (L y 2 LMy
s +a1s* + axs + a3 T (s) (s) +5++F )V
s T2 3 s s s
by by b3 1 b b b
H(s):(b0+?+s_2+s_3 —a o a4y Y(S)I(b0+—l+—22+"'+—x)‘/(5)
R e s s s
st s
Hi(s) e
X | W(s) ¥ X | V(s) L Y(s)
— Hy) Hy — = — ) i) —

(b)
Figura: Diagramas de H(s)

(a)

@ O diagrama (b) da figura acima (Forma Direta Il) serd usado para obter um diagrama e uma

realizacio na forma candnica de controlabilidade de H(s).
22/88
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Realizacoes

@ Forma cascata: Pode-se expressar H(s) como

H(s) = G5 jsl;zszi 5) (ﬁiiS) (sis)

N——
Hl(S) HQ(S)

@ Forma paralela ou diagonal: Pode-se expressar H(s) como uma soma de fragdes
45+ 28 6 2

H(s) = = —
() (s+1)(s+5) s+1 s+5
A e
Hs(s) Ha(s)
Sl +|
X6 45408 RO X(s) ¥(s)
e ] 2
2 |
SRS
(a) (b)

Figura: Realiza¢Bes na forma cascata (esquerda) e paralela (direita).
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Exemplo 1: Sistema de 32 Ordem

Determinar a descricdo no espaco de estados para:

3 25+ 10 3 25+ 10
3 +8s2+19s+12  (s+1)(s+3)(s+4)

H(s)

Formas de fracao parcial:

Cascata: ) 45 1
s
H(s) = . .
(s) s+1 s+3 s+4
Paralela: /3 ) 273
H(s) = /3 _ _ 2/

s+1 s+2 s+4
RealizacGes correspondentes...
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Forma canodnica controlavel

=
=
o3

™M

™M
L
oo
“u|— —-—@
]
w

\S]
<

)
)

™M
¢ ol ——P—e w|—
M

|
—
o
—_
o

=

Figura: Realizacdo na forma candnica controlavel.

2s+ 10
s34+ 852+ 195+ 12

@ Realizac3o espaco de estados na forma candnica
controldvel:

H(s) =

Variaveis de estado: g1, ¢», g3
Equacoes de estado:

g1 0 1 0 q1 0
Q| = 0 0 1 g | + |0 x
as —12 —-19 -8 |g3 1

Equacao de saida:
q1
y=1[10 2 0] |q
g3
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Forma canodnica observavel

25+ 10
: H(s) = 3 2
x y 5% +8s%+19s + 12
[VB @ Realizac3o espaco de estados na forma candnica
3 observavel:
by d
3 — Variaveis de estado: vq, v, v3
v2 : Equacoes:
R w] o 0 —12] [w] 10
— 2 w| =11 0 =19 [wn|+[2]x
t Vi V3 0 1 -8 V3 0
o4 1
10 p .
y = [0 0 1] Vo
Figura: Realizagdo na forma candnica observével. v3

Relacdo de dualidade: em sistemas SISO (uma entrada e uma saida) G(s)™ = G(s) e portanto

_ T _ T _ T _ T
Acbserv. = AcontroIavJ Bobserv. = Ccontrolav.7 Cobserv. = BcontroIaVJ Dobserv. = DcontrolavA
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Forma em Cascata

Cascata: L
@ Realiza¢3o espaco de estados na forma cascata:
(s) = 2 s+5 1
T s+1 s+3 s+4 Variaveis de estado: wi, ws, ws (saida dos
—— N N~ . .
Hi(s)  Ho(s)  Hs(s) integradores da figura)
Equacoes:
X(0) ()
1(s) 2(s) ) 0 Vi 1 0 0] [wm 1
w| =12 -3 0 wa| + |0 x
W3 2 2 —4 w3 0
i -
% 5 5 w1
‘ : ‘ ] ‘ ‘—41\ y=1[0 0 1] |w
Wl wa w3 w3
Figura: Realizagdo em cascata.
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Forma em Paralelo (Diagonal)

Paralela:

Observacdo importante I: A matriz A é diagonal, com os polos de H(s) na diagonal!

s 44
1

—1

4/3 -2 —2/3
H =
(s) s—|—1+s+2 s+4
e e e
Hi(s) Ha(s) Hs(s)

Figura: Realizagdo em paralelo.

@ Realiza¢do espago de estados na forma diagonal
ou paralela (estados desacoplados):

Varidveis de estado: z;, 7, z3 (saida dos
integradores da figura)

Equacoes:
Z1 -1 0 0 Z1 1
»|l =10 -3 0 |+ |1] x
Z3 0 0 —4| |z 1

y=[4/3 2 273 |=

Z3

Observacao importante Il: Assumiremos autovalores distintos para obter a representacdo no espaco
de estados na forma diagonal.
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Exemplo 2: Sistema de 32 Ordem

Determinar a descricao no espaco de estados para:

- 24+ 7s+2 - 24+ 7s+2
3 4+652+11s+6  (s+1)(s+2)(s+3)

H(s)

Formas de fracao parcial:

Cascata: +1 Lo +4
s s s
H(s) = s+1 s+2 s+3
Paralela: 3/2 . 5 /o
H(s) = — / /

s+1 s+2 s+3
Realiza¢Ges correspondentes...
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Forma canodnica controlavel

H(s) — 24 T7s+2 _ 24+ T7s+2
34652+ 11s+6  (s+1)(s+2)(s+3)
Variaveis de estado: g1, 2, q3

Equacoes de estado:

g1 0 1 0| |&¢ 0
gl =10 0 1 g | + 0] x
g3 -6 —-11 —6| |g3 1
Equacao de saida:
q1
y=[02 7 1] |a
CK]

~~ Realizacdo espaco de estados forma candnica controlavel
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Forma canodnica observavel

24+ 7s+2 24+ T7s+2

H(s) = 36 v ils 16 — (s+1)(s +2)(s +3)

Variaveis de estado: vq, v, v3

Equacoes:
\./1 0 0 —6 V1 2
wl =11 0 —11| |w]| + |7]| x
\'/3 0 1 —6 V3 1
Vi
y=[0 0 1] Vo
V3

~~ Realizacdo espaco de estados forma candnica observavel

Relacdo de dualidade: em sistemas SISO (uma entrada e uma saida) G(s)”T = G(s) e portanto

_ T _ T _ T _ T
Aopsery. = Acontrolav.7 Bobserv. = Ccontrolav.? Cobserv. = Bcontrolav.’ Dobserv. = Dcontrolav.
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Forma em Paralelo (Diagonal)

3/2 5 5/2
H(s) = — -
=752 513
Variaveis de estado: z;, 2, z3
Equacoes: )
Z'l -1 0 0 Z1 1
| =10 -2 0 |+ |1] x
Z3 0 0 3] |z] 1
o
y=1[-3/2 5 -5/2] |z
_23

Observacao importante: Note que a matriz A é diagonal com os polos de H(s) na diagonal!

A0
N=|0 X
0 ©
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Caso Geral: Sistema de Ordem N — forma controldvel

1

+ L + bos™ + bysVN L+ 4 by
s == p> H(s) =
4 —a . by + SN + a]_SN_]' + -+ anN
s aN-1 s
| - " Forma matricial (forma candnica controlavel):
i H 0 1 0 0 0
3 =l 3 0 0 1 0 0
! A= : B =
[ 0 0 0 1 0
3 _"I\L_vl ‘12—,,1\/7] 3 —an —an_1 —an_» e —a1 1

l ~ ~ ~ ~

L_;__ C=[by by_1 -~ bi|, onde b =b; — bya

—ay q by

Figura: Realizagdo controldvel.
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Caso Geral: Sistema de Ordem N — Paralela

k1 ko kn
H(s) = by + —* e N
(s) 0+s—)\1+s—)\2+ +s—)\N

Forma matricial (diagonal) caso os autovalores sdo

s : 5 distintos:
5 A 0 0 1
0 X 0 1
,\ frng . ) s B g s
0 0 AN 1
C=la o - o]

Os autovalores \; sdo os polos de H(s)!
Figura: Realizagdo em paralelo.
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Exemplo MATLAB: Conversdao H(s) — Espacgo de Estados

Problema: Dado H(s) = 55252 obter (A, B, C, D)

$3+6s2+115+6"

% Definir H(s)
num = [1 7 2]; % Numerador
den = [1 6 11 6]; % Denominador

[A, B, C, D] = tf2ss(num, den);

% Exibir matrizes

disp(’Matriz A:’); disp(A);
10| disp (’Matriz B:’); disp(B);
11| disp(’Matriz C:’); disp(C);
12| disp (’Matriz D:’); disp(D);

1
2
3
4
5/ % Conversao para espaco de estados (FDII)
6
7
8
9

14|/, Obter forma diagonal (se possivel)
15| [Ad, Bd, Cd, Dd] = tf2ss(num, den);

16| T = inv([A~2%B A*B B]); % Matriz de transformacao
17| Ad = T*A*xinv(T);

18| Bd = T*B;

19| Cd = C*xinv (T);
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Condicoes Iniciais da Equacdo no Espaco de Estados

Entrada com condi¢@es inicias nulas: x(t) =0, x(0) =0,...

Para um sistema linear invariante no tempo de ordem N com condi¢Ges iniciais

dVy(t dy(t dVx(t dx _ _
AU 10 O by & 4 bux(®), ¥(0).5(0) N 0)

+any(t) = bo

e a respectiva realizacdo no espaco de estados q(t) = Aq(t) + Bx(t), y(t) = Cq(t) + Dx(t).

Entdo
y(0) ¢
y(0) CA
) = . q(0) = W,q(0), W, : matriz de observabilidade
y(N—l)(O) CAN-1

Se o sistema for observével, det(W,) # 0, permitindo mapear a saida para o estado:

q(0) = W, [y(0) y(0) ... y™N-D()]"
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Condicoes Iniciais da Equacdo no Espaco de Estados

Exemplo de Ordem 2

Dado um sistema com condi¢Ges iniciais da saida y(0) = 1, y(0) = —2 e realiza¢&o:

a0 =% Llao. yo=1 oa

@ Montagemde W,: C=[1 0], CA=[0 1] = Wo:[(l) (1)]21

@ Calculo de g(0): Como W, ! =/, temos diretamente:
—il
1 0 1 1
O
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Nao Unicidade das Variaveis de Estado

Fato importante: As varidveis de estado ndo s3o tnicas!

Exemplo: No Exemplo 1 (slide pdg. 24), vimos 4 diferentes representacdes para o mesmo sistema:
e Forma controldvel: q = [g1, 2, q3]"
e Forma observével (transposta): v = [vi, v, v3] "
o Cascata: w = [wy, wo, ws]"
e Paralela (diagonal): z = [z1, 2, z3] "

Questao: Como esses diferentes conjuntos de varidveis de estado se relacionam?

Resposta: Por meio de uma transformacao linear!

w=Pq < q=Plw
Onde P é uma matriz N x N n3o singular (|P] # 0).
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Transformacao das Equacoes de Estado

Dado: g = Aq + Bx, y = Cq + Dx
Transformacdo: w = Pq = q =P 'w

Derivando: w = Pq = P(Aq + Bx) = PAP'w + PBx

Equac¢des Transformadas

w = Aw + Bx

y:éw—i—ﬁx

Onde:

A=pPAP!, B=PB, €C=CcP!, D=D

Importante: A e A s3o matrizes similares — tém os mesmos autovalores!
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Exemplo 3: Transformacao Linear

Dado o sistema:
. |1 3 + 1
A= |2 2|97 |1|¥

_ _ |1 0f jau| _ q1
W_Pq_[l 1] [qz}_[Q1+Q2}

Transformacao proposta:

Calculo de P 1;

1 _ |1 0
P {—1 1
Matrizes transformadas:
_ 1|1 3
A=PAP " = [3 2]
A 1
B=PB= [2}
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Motivacao para Diagonalizacao

Problema: Para g = Aq + Bx, resolver N equa¢Ges acopladas é dificil!

Ideia: Transformar para uma forma onde as equacdes sdo desacopladas!

Forma Diagonal (autovalores distintos)

A O -2 0
z = Az + Bx, A I P
y=Cz+Dx’ I T
0 0 - Ay

Cada equacdo seria independente: z; = \;z; + B,-x
Vantagem: N equacdes de 12 ordem desacopladas s3o faceis de resolver!

@ Se A tiver autovalores complexos, as matrizes A, B e € serdo complexas ~ usar forma
diagonalizada por blocos (forma candnica de Jordan, n3o serd visto nesta aula) para obter uma
representacao com matrizes reais.

@ Se A tiver autovalores repetidos ou n3o for diagonalizdvel ~~ obter forma candnica de Jordan.
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Procedimento de Diagonalizacao

Para diagonalizar A, precisamos encontrar P tal que:

A =PAP !
Procedimento:
@ Calcular os autovalores A1, Ao, ..., Ay de A:

sl —A| =0

@ Para cada autovalor )\;, encontrar o autovetor p;:

(A — >\,-|)p,- =0
© Formar a matriz P com os autovetores como colunas:

P=[p: p2 --- pn]
@ \Verificar se A é diagonalizdvel ~~ base formada pelos autovetores {p1,...,pn} € linearmente
independente (P é n3o singular)

Q Calcular:

A=PAP !, B=pPB, €C=cP!, D=D

Nota: Sé é possivel se todos os autovalores forem distintos (ou A for diagonalizdvel).
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Exemplo 4: Diagonalizacao

Sistema:

Passo 1: Autovalores

s—1 =3

|sl — A| = b s_9

=5 -35s—4=(s—4)(s+1)=0

=4 A=-1

Passo 2: Autovetores

Para A1 =4: (A—4Dp; =0=p; = E (escolhendo py; = 1)

Para o =—-1. (A+Dp2=0=py = [_31/2} (escolhendo pyy = 1)
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Exemplo 4: Continuacao

Passo 3: Formar P e calcular P!

- T -l -1 4

Passo 4: Matrizes diagonalizadas

o-ro-f; [

Equacoes desacopladas:

21:421—§X, Zr = —7p + 2x

Cada equacgido pode ser resolvida independentemente!
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Interpretacao Fisica da Diagonalizacao

_1 : 1
/2 21 21:421—§X

B

1 Z'2:—22+2X
X s
> 4

1

™M

|
Observacoes:
) . . ~ ~ 7
@ Estados diagonalizados z; sdo desacoplados — ndo ha
22

™M

2
L

1

interacdo entre eles
5 @ Estados originais g; sdo acoplados — ha realimentacao
-1
cruzada

Figura: Estados desacoplados zi, z. @ Ambas as realizagcOes representam o mesmo sistema!

@ A transformac3do é apenas uma mudanca de coordenadas
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Métodos de Solucao

Equacao de estado a resolver:

a(t) = Aq(t) + Bx(t), q(0) = qo

Dois métodos principais:
© Solucao pela Transformada de Laplace

e Trabalhar no dominio da frequéncia
e Mais facil e direto
e Semelhante ao que jd conhecemos

@ Solucdo no Dominio do Tempo

e Trabalhar diretamente no dominio do tempo
o Usa a matriz exponencial e*t
e Fornece maior insight sobre a estrutura da solugdo
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Solucdo via Transformada de Laplace

Aplicando a transformada de Laplace a equacdo de estado:
£{a(t)} = L{Aq(t) + Bx(t)}
sQ(s) — a(0) = AQ(s) + BX(s)
Isolando Q(s):

(st — A)Q(s) = q(0) + BX(s)

Solugdo no Dominio de Laplace

Q(s) = (sl — A)"*q(0) + (s| — A)'BX(s)

Onde: ¢(s ( A)~! é a matriz resolvente ou transformada de Laplace da matriz transi¢cio de

) =
estados ¢(t) = 1{<1>( )}



Solucdo via Transformada de Laplace

Aplicando a transformada inversa de Laplace:

Solucdo Geral

q(t) = L7 {(sl — A)"}q(0) + L7 {(sl — A)'BX(s)}

A solugcao tem duas componentes:
© Resposta de entrada nula: q;(t) = L~1{®(s)}q(0) = L71{(sl — A)~1}q(0)

o Devido apenas as condi¢es iniciais (x(t) = 0)

@ Resposta de estado nulo: q,s(t) = L7H{d(s)BX(s)} = L7H{(sl — A)~!BX(s)}
o Devido apenas a entrada (q(0) = 0)

[a(t) = qa(t) + aa()]

Matriz transicao de estados

o(t) = L7H(sl — A)71} = ™ (instante inicial t; = 0)
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Exemplo 5: Soluc3do via Laplace

Resolver o sistema:

Passo 1: Calcular ®(s) = (sl — A)~!

sI—A:[S+4 3 ]

-2 s—1

sl —A|=(s+4)(s—1)+6=5"+3s+2=(s+1)(s+2)

1 1 -1 -3
o= (-8 = e 2o
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Exemplo 5: Continuagao

Passo 2: Calcular Q(s)
Q(s) = (sl — A)"*q(0) + (s| — A)'BX(s)
Com q(0) = E] e X(s)=1/s:

R 1 i R e el i

Passo 3: Aplicar fracdes parciais e transformada inversa
—2e7t 4 3e72 1—et
a(t) = [ det —3e2 | T |14 3et —2e 2

1-3et43e7
A= |14 70t —5e
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Saida do Sistema

Equacao de saida:
y(t) = Cq(t) + Dx(1)

Substituindo Q(s) da solugdo anterior:
Y(s) = C(sl — A)~1q(0) + C(sl — A)"'BX(s) + DX(s)

Resposta de estado nulo: (condig3es iniciais nulas)

Matriz de Funcdo de Transferéncia

Y(s) = [C(sl — A)~!B + D]X(s)

H(s)=C(sl—A)"'B+D

Importante: A funcdo de transferéncia pode ser obtida diretamente de (A, B, C, D)!
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Exemplo 6: Sistemas MIMO - Matriz de Funcdo de Transferéncia

Para o sistema com duas entradas e trés saidas:
RSO N L.
11
Calcular (sl — A)~1:

= g1 0
(Sl — A) = i 1
(s+1)(s+2) s+2

Matriz de funcao de transferéncia:

1
- 0
s+1
H(s) = C(sl~ M) B = |Gt stz [ Y(5) = H9X(6)
s

(1) (s+2) s+2

~+ H(s) é a Matriz de Transferéncia de sistema MIMO com 3 saidas e 2 entradas.
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Raizes Caracteristicas (Autovalores)

Observacdo importante sobre (sl — A)~!:
A matriz resolvente tem a forma: di(sl — A)
_ adj(sl —
I—A) =222 Y
(s1=A) sl — A

Denominador comum: |sl — A| — polindmio caracteristico

Raizes Caracteristicas (Autovalores)

Os zeros de |sl — A| sdo chamados de autovalores ou raizes caracteristicas da matriz A.

|S|—A|:0 = AL A2, .., AN

Consequéncia: Se a realiza¢do é minima, os autovalores de A s&o os polos de H(s)!

Autovalores de A = Pdlos de H(s)

Exceto por possiveis cancelamentos polo-zero!
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Solu¢do no Dominio do Tempo - caso homogéneo

Considere o sistema de equacdes diferenciais:

g(t) = Aq(t),  q(0) =qo, q(t) €R?,
Solugdo geral:

A1

q(t) = creMtv + C2e)\2tV27 v, € R27 ¢ € R,

Substituindo:
gi = cahieMty; = A(ceMtv) = eMtAv; = (Ml — A)v; =0 (autovalor, autovetor de A)

Forma matricial
q(t) = [eMtvr ety {?] =V(t)e, (W(t) matriz fundamental)
| S ]
W(t)

Soluc3o particular: aplicando a condic3o inicial

q(0) =V(0)c=qo = c=V(0)"q, |q(t)=W()W(0) 'qo=P(t)qo, P(t)=e", ®(0)=1

@ A matriz transicio de estados ®(t) = e descreve a evolugdo completa do sistema.



Interpretacao geométrica

Se a condi¢3o inicial estd sobre um autovetor, gg € span(v;) (por ex., g(0) = go = v1), entdo

A2

q(t) = C1€>‘1tV1 + ce th = = ]_’ C = 0 = Q(t) — e)qtvl

a trajetdria permanece nessa direcdo, ou seja, 0 movimento ocorre somente ao longo da direcdo do
autovetor.
@ Para
g(t) = Aq(t), y(t) = Cq(t), q(0)=v, (Nl —-A);=0, geR"
Entdo y(t) = eMtCv;. Se Cv; = 0, entdo y(t) = 0.

Condi¢3o de observabilidade (teste PBH)

Al = A = 0 s
( C).'Z,-#O = rank<[)\'lc A])I/V, Vi € o(A)

Condigdo de controlabilidade (teste PBH)

Pela dualidade (transposto):  rank ([\il = A B]) =N, V\; € o(A)
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Solu¢do no Dominio do Tempo - caso geral

Equacao de estado: q = Aq + Bx

Multiplicando por e~At:

e Atg— e AtAq=e"ABx = a[e*“q] = e AfBx

Integrando de 0 a t:

e~Atq(t) — q(0) = /0 A Bx(r)d7

Solucdo Geral no Dominio do Tempo

t
q(t) = e*tq(0) +/ ert=T)Bx(7)dr
0

Forma de convolugdo: q(t) = eAtq(0) + eAt x Bx(t)
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Matriz de Transiciao de Estados

Definicao

A matriz e?t é chamada de Matriz de Transi¢io de Estados (MTE) e denotada por ¢(t):

o(t) = et

Propriedades da MTE:
o ¢(0)=1
o ¢(t1)p(t2) = d(t1 + t2)
o [p(t)] 7 = o(—1)
o L{p(t)} = (sl —A)"!

Com a MTE, a solucao fica:
a(t) = é(t)a(0) + / o(t — r)Bx(r)dr
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Matriz Exponencial e®!

Definicao por analogia com a exponencial escalar:
2 3
t t
Para um escalar: e =1+ at + (32!) + (33!) +---

Matriz Exponencial

(At)?2  (At)d = (At)k
M=l AL T +T+-~-:Z

Propriedades importantes:

|

o Seht = Aeht = ATA
0 e AteAt — At —At _ |
° (eAt)— — At

Nota: e(AtB)t £ eAteBt em geral (apenas se AB = BA)
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Célculo de eAt

Trés métodos principais:

@ Pela série infinita (definicdo) ~~ trabalhoso, raramente usado na prética

(At)?
2!

@ Pela transformada de Laplace ~~ método mais comum

At = L7 (sl - A}

@ Pela férmula de Sylvester (para autovalores distintos) ~~ util quando os autovalores s&o
conhecidos

A=A
Z T =)
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Célculo de eAt

Forma Diagonal

Se equacdo de estado estd na forma diagonal (autovalores distintos) ~~ N independente equacdes:
Zi = N\izi + bix
AN 0 -0
z = Nz + Bx, 0 X -~ 0
y=Cz+Dx’ I T
0 0 - Ay
Se autovalores distintos:
elit 0
oMt — :
0 et

@ Se A tiver autovalores repetidos ou n3o for diagonalizavel ~ obter forma diagonalizada por blocos
(forma candnica de Jordan).

E. S. Tognetti (UnB) Aula 10 - SSTC 60/88



Exemplo 7: Solucdo no Dominio do Tempo

Mesmo sistema do Exemplo 5:
A— [‘24 ‘13] . B= H . x(t) = u(t), q(0)= m
Passo 1: Calcular autovalores de A
sl —A| =5 +3s+2=(s+1)(s+2)=0
A=-1, A=-2

Passo 2: Usar férmula de Sylvester

At A+2 e—2tA+|
—-1+2 —2+1

oAt _ —2e 4372t —3e Tt 3e72
T | 2e7t—2e72t  3eTt_De 2
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Exemplo 7: Continuacao

Componente de entrada nula:
—2e T 4372 _3e7t43e7%] [2
. _ oAt _
q.i(t) = e™'q(0) = [ De—t _ De—2t 3e—t _ De—2t 1
—Te t+0e72t
qu(t) = |: Te—t — ge2t :|
Componente de estado nulo:

t t
O A H dr
0 0

Apés integrac3o:
(t) = 14+ 4et —6e 2
Qzs T -1 —4et 4 e—2t

Solucao total:

q(t) = [_1 7e—t_ -2t (igual ao Ex. 5)
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Exemplo MATLAB: Solucao via Exponencial Matricial

% Definir o sistema

1
2 =

3lB = [1; 1];

4| q0 = [2; 1];

5/% Vetor de tempo

6|t = 0:0.01:5;

7|% Calcular e”{At} para cada instante

gl n = length(t);

9|q = zeros (2, n);

10

11| for k = 1:n

12 % Exponencial matricial: expm(Axt(k))

13 Phi_t = expm(Axt(k));

14 % Componente de entrada nula

15 q-zi = Phi_t % q0;

16 % Componente de estado nulo (integral numerica)
17 integrand = @(tau) expm(Ax(t(k)—tau))=B;

18 q-zs = integral(integrand, 0, t(k), 'ArrayValued', true);
19 % Solucao total

20 q(:,k) = q-zi + q-zs;

21| end

22| % Plotar

23| plot(t, q(1,:), 'b—", t, q(2,:), 'r—', 'LineWidth', 1.5);
24| xlabel ('Tempo (s)'); ylabel('Estado’);

5| legend ("q-1(t)', 'q-2(t)'); grid on;
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Conceitos Fundamentais

Duas propriedades estruturais importantes de sistemas:

Controlabilidade

Um sistema é controldvel se é possivel transferir o sistema de qualquer estado inicial q(ty) para qualquer
estado final q(tr) em tempo finito, usando uma entrada apropriada x(t).

Observabilidade

Um sistema é observavel se é possivel determinar o estado inicial q(t) a partir do conhecimento da
entrada x(t) e da saida y(t) em um intervalo finito de tempo [to, tf].

Interpretacao:
@ Controlabilidade: Podemos controlar todos os estados pela entrada?
@ Observabilidade: Podemos observar todos os estados pela saida?
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Conceitos Fundamentais

Equacdes de Estado

a(t) = Aq(t) + Bx(t)
y(t) = Ca(t) + Dx(t)

Interpretacao:

o Controlabilidade do par (A, B): A falta de controlabilidade pode ser interpretada como a
impossibilidade de calcular uma entrada de controle que possa direcionar todas as coordenadas do
vetor de estado para um local desejado.

o Observabilidade do par (A, C): A perda de observabilidade é que nem todas as coordenadas do
vetor de estado podem ser estimadas apenas através de medi¢cOes da saida e suas derivadas.

Dualidade
Seja a realizagdo (A1, B1, C1, D1) e seu transposto (dual) (A2, By, Go, Do) = (A{, G, B!, D)

(A1, By) controldvel < (Az, G;) observavel
(A1, C1) observdvel < (Az, By) controlavel
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Realizacao Minima

Considere a realizacdo no formato

A:[g (ﬂ B:[é], C=[0 1], D=1r.

Fun¢do de transferéncia de segunda ordem:

H(s) = C(sl — A)"'B+D — “;LB +f_—f+7.
Pergunta: O que ocorre quando a =0 ou 8 =07

@ Equac3o de estados n3o parece mudar de estrutura (dimens3o do vetor de estados é 2).

@ Ordem da fungdo de transferéncia diminui se & = 0 ou /5 = 0 (ordem do denominador diminui de 2
para 1).
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Realizacao Minima

Mesmo que a forma de espaco de estados n3o pareca mudar, o grau do sistema diminui quando « ou
[ sdo zero.

@ Se um deles é zero, a ordem de H(s) cai de 2 para 1.

@ Se = =0, a ordem cai para 0 e H(s) = .
Isso indica um cancelamento polo—zero interno: e equacdo no espaco de estados ndo é mais uma
realizacdo minima de H(s) ~~ o grau do modelo n3o coincide com a dimens&o do vetor de estados.

Realizagdo minima (sistemas SISO)

dimens3do do vetor de estados = ordem do denominador da funcdo de transferéncia (apds cancelamento
entre polos e zeros)

Realizagdo minima e controlabilidade/observabilidade

Uma realizacao minima no espaco de estados é a representacdo matemdtica que utiliza a menor
dimensao possivel para o vetor de estados. Para que isso ocorra, o modelo no espa¢o de estados deve
ser simultaneamente controlavel e observavel, garantindo que n3o existam estados redundantes ou
modos ocultos.
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Realizacao minima

@ Exemplo:
: 1 0 0
s2+3s+2 q 0 q 0

H(S) = 3 2 5]2 = 0 0 1 a2 + 0 , Y= [1 3 2] q>

s3 +8s%+ 195 + 12 s “12 -19 —8| |gs 1 0
Note que,

2 2 1 2 2
H(s) = s f3et (s +1)is +2) = (s +2) — ordem?

$+852+105s+12 (s+1)(s+3)(s+4) (s+3)(s+4)

~~ a realizagdo ndo é minima pois dimens3o 3 de g é maior que a ordem 2 de H(s).

~ de fato a realizacdo de espaco de estados é controldvel mas n3o é observavel: o polo —1 fica oculto
na relacdo entrada-saida devido ao cancelamento com o zero (modo e~1f n3o influencia a saida).
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Realizacao minima

@ Exemplo:

Tl 14 i SN | B H N

~+ é uma realizacdo minima, e portanto, controldvel e observavel, pois a dimensdo 2 de g é igual a
ordem 2 de H(s).

e A equagdo de estados abaixo também é uma realizagdo para H(s)

4l 0 1 0f|&; 0
q-2 = *2 *3 O (e} + ]- )
as 0 0 5| |ag3 1 ~ H(s)= C(s| - A) B = 2;
g1 s°+3s+2
y = [1 0 O] Q>
g3

mas n3o é uma realizacdo ndo minima: dimensdo 3 de ¢ maior que ordem 2 de H(s).
De fato, a realizacdo acima é controldvel mas n3o observdvel (basta ver que a EE é bloco diagonal).

Note que a realizagdo transposta, (AT, CT BT DT) é observivel, mas n3o controldvel.



Teste de Controlabilidade e Observabilidade (Forma Diagonal)

Para sistemas na forma diagonal:
i:l\eréx, y:éz
onde A =diag(Ai, Ao, ..., An)

Teste de Controlabilidade (EE na forma diagonal)

O sistema é completamente controldvel se e somente se a matriz B ndao possui nenhuma linha
completamente nula.

Interpretacdo: Cada modo et deve estar acoplado a pelo menos uma entrada.

Teste de Observabilidade (EE na forma diagonal)

O sistema é completamente observével se e somente se a matriz C nao possui nenhuma coluna
completamente nula.

Interpretacdo: Cada modo et deve aparecer em pelo menos uma saida.
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Exemplo 8: Sistema (a)

Equacoes de estado:

Ja esta na forma diagonal! \; =1, \, = -1
Teste de controlabilidade:

B= [ﬂ = Nenhuma linha é nula

| Sistema ¢ CONTROLAVEL

Teste de observabilidade:

Cc= [0 1] = Primeira coluna é nula!

| Sistema & NAO OBSERVAVEL

O modo e' (A\; = 1) n3o aparece na saida!




Exemplo 9: Sistema (b)

Equacoes de estado:
. (1 0 n 0 _ [1 1]
q= 0 —1 q 1 X, Yy = q

Ja esta na forma diagonal! \; =1, \, = -1
Teste de controlabilidade:

B= [(1)] = Primeira linha é nulal

| Sistema & NAO CONTROLAVEL

Teste de observabilidade:

c= [1 1] = Nenhuma coluna é nula

| Sistema & OBSERVAVEL

O modo e* (A\; = 1) ndo pode ser controlado pela entradal




Realizacoes Equivalentes dos Sistemas

Sistema (a): Sistema (b):

s—1

Figura: Realizagdo do sistema (a). Fonte: Lathi, 2000.  Figura: Realizacdo do sistema (b). Fonte: Lathi, 2000.

Controlavel, mas nao observavel Observavel, mas nio controlavel
Observacoes:
@ Os dois sistemas tém H(s) = ;11 (mesmo polo em s = —1)

@ O polo instdvel em s = 1 ndo aparece em H(s) devido a cancelamento!

o Limitacdo da funcdo de transferéncia: n3o revela modos ndo controlaveis/observéveis!
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Incapacidade da Func3o de Transferéncia

Fato Importante

A fungdo de transferéncia H(s) descreve apenas a parte do sistema que é simultaneamente controlavel
E observavel.

Modos que s&o néo controldveis OU n3o observaveis ndo aparecem em H(s) devido a cancelamentos
polo-zero!

Consequéncias:
@ H(s) é uma descricdo externa — vé apenas entrada-saida
@ N3o revela modos internos que ndo afetam a relagcdo entrada-saida
@ Pode ocultar instabilidades internas!

Vantagem do espaco de estados:
@ Descricdo interna completa do sistema
@ Revela todos os modos, controldveis/observaveis ou nio
@ Permite andlise de controlabilidade e observabilidade

Para sistemas controldveis e observéveis, as descricdes por H(s) e por espago de estados sdo
equivalentes!
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Estabilidade no Espaco de Estados

A estabilidade é determinada pelos autovalores de Al

Os modos caracteristicos do sistema tém a forma e** (ou t"e*t para autovalores repetidos), onde
A1, ..., Ay sdo as raizes de |sl — A| = 0.

Estabilidade Interna (Assintética) — Critério dos Autovalores de A

@ Assintoticamente estavel sse todos os \; estdo no SPE (Re \; < 0)
@ Instavel sse (i) algum A; estd no SPD, ou (ii) ha A; repetidos no eixo imagindrio

© Marginalmente estavel sse nenhum \; estd no SPD e ha \; ndo repetidos no eixo imaginario

Equivaléncia com os pélos de H(s) = C(sl — A)~!B + D:
Os pélos de H(s) sdo um subconjunto dos autovalores de A (podem ocorrer cancelamentos pdlo-zero).
Sem cancelamentos, pélos de H(s) = autovalores de A.
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Estabilidade Interna x BIBO e Realizacio Minima

Estabilidade BIBO (Externa)

O sistema é BIBO estavel se toda entrada limitada produz saida limitada, isto é, se h(t) (resposta ao
impulso) é absolutamente integravel < todo pélo de H(s) estda no SPE.

Relacao entre as duas nocoes de estabilidade:

| Estabilidade Interna (assintdtica) —> Estabilidade BIBO|

A implicacdo inversa NAO vale em geral!

1
Exemplo (cancelamento pdlo-zero —ver Exemplo 8): dois subsistemas em cascata, Hi(s) = P
s—1
Hy(s) = :
2(s) s+1 .
H(S) = Hl(S)HZ(S) = S—|—71 = BIBO estével

Mas o modo ef (A =1, SPD) persiste internamente = sistema assintoticamente instdvel!
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Estabilidade Interna x BIBO e Realizacio Minima

Estabilidade BIBO (Externa)

O sistema é BIBO estavel se toda entrada limitada produz saida limitada, isto é, se h(t) (resposta ao
impulso) é absolutamente integravel < todo pélo de H(s) estd no SPE.

Relacao entre as duas nocoes de estabilidade:

Estabilidade Interna (assintética) = Estabilidade BIBO‘

A implicacdo inversa NAO vale em geral!

Realizacao Minima

Uma realiza¢do (A, B, C,D) é minima quando N (ordem de A) é igual a ordem do polinémio
caracteristico de H(s) — ou seja, quando o sistema é controlavel e observavel (sem cancelamentos).

‘Realizac;éo minima = Estabilidade Interna = Estabilidade BIBO‘
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Interconexdo em cascata (série)

x(t) Gr=Ag+Bix | (t) | G =g+ Boys | (D)

_ > —

y1=CGaqi + Dix y = Gag+ Doyr

Figura: Conex3o em série ou cascata (x2 = y1).

Sistema correspondente:

il At 0| ¢ B il
= =D, C D, D
le] |:B2C1 Az] [%] + {B2D1] Y [ 2 2] L}z] + 2B,

com estado g := [q{ qJ]T € RM+N2 A estrutura em cascata é responsavel pela estrutura triangular

. Ax 0 . o
em blocos na matriz BC Al ® de fato, uma estrutura triangular em blocos nesta matriz indica
2C1 Az

que o sistema em espaco de estados pode ser decomposto como uma cascata de dois sistemas em
espaco de estados com estados menores.

Aula 10 - SSTC 78/88



Interconexao em paralelo

¢1 = A1q1 + Bix
y1=Caqi + Dix

x(t) ic y(t)

Go = A2qs + Box
y2 = Gqo + Dox

Figura: Conex3o em paralelo (x1 = =x ey = y1 + y»).

Sistema correspondente:

a1 At 0| |a¢ B q1
= + X, =G C + (D1 + Dy)x,
2 =10 Al (5] -1a allg) oo
com estado q := [q{ qJ |7 € RM*N2 A estrutura em paralelo é responsavel pela estrutura diagonal em

. |Ar O . .
blocos na matriz 0 Al e, de fato, uma estrutura diagonal em blocos nesta matriz indica que o
2

sistema em espaco de estados pode ser decomposto como o paralelo de dois sistemas em espaco de
estados com estados menores.
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Interconexdo em realimentacado (feedback)

r(t) + ~ x(t) | 41 = Aiqi + Bix y(t)
- y = Gaq + Dix

ya(t)

K

Figura: Conex3o em realimentag3o negativa (x = r — y»).
Normalmente deseja-se que a saida y siga a referéncia externa r. Sistema correspondente:
G = (A1 — BIK(I + D1K) ' G) g+ By (I — (I + DiK) ' Dy) r
y=+DiK) ' Caqi + (I + D1K) ' Dyr,

com estado g; € R™. A interconexdo é dita bem posta se a matriz (/ + D;) for ndo singular (existe
inversa).
@ Para D; =0:

1 = (A1 — B1KGy) g1 + Bur
y=0Caq



Controle por realimentacao de estados

Considere C =/, ou seja, os estados sdo medidos.

g = Aq+ Bx
y=q
@ Lei de controle por realimentacdo de estados: x = —Kq + v.

@ Sistema em malha fechada: ¢ = (A — BK)q + Bv ~ autovalores ou polos do sistema em malha
fechada |s/ — (A — BK)| = 0.

. q q . q q
—| B i B s
A A
K
(a) (b)

Figura: (a) Sistema em malha aberta. (b) Sistema em malha fechada com controle por realimenta¢do de estados
x = —Kgq.
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Controle por realimentacao de estados

Seja o sistema na forma candnica controldvel e uma lei de controle por realimentacdo de estados
0 1 0 0
g=10 0 1 | g+ [0 x, |s] —A =35>+ a1s> + aps + a3
—as —dapy —ai 1
x=—-Kqg+v, K= [k3 k> kl]
@ Sistema em malha fechada: ¢ = (A — BK)q + Bv ~~ deseja-se alocar os autovalores ou polos do
sistema em malha fechada em py, p> e p3
sl — (A= BK)| = (s — p1)(s — p2)(s — p3) = s° + 415° + &5 + 33
@ Escolhendo
K:[kg k2 kl]:[§3—33 51—31 51—81]

tem-se
0 1 0 0 0 1 0
A—BK=1|0 0 1| —(0|[83-a &1-a &—a=|0 0 1
—as —adx —adi 1 7§3 752 751

Obs.: Se a equagdo de estado n3o estd na forma controldvel, basta fazer transformacdo g = Pz.



Resumo: Analise no Espaco de Estados

Conceitos fundamentais:
@ Variaveis de estado: conjunto minimo que caracteriza o sistema
o Equacodes de estado: g = Aq + Bx
e Equacoes de saida: y = Cq + Dx

Métodos de solucao:
o Pela transformada de Laplace: Q(s) = (sl — A)~![q(0) + BX(s)]
@ No dominio do tempo: q(t) = e*'q(0) + fot ert=T)Bx(1)dT

Propriedades estruturais:
o Controlabilidade: todos os estados podem ser controlados pela entrada
@ Observabilidade: todos os estados podem ser observados pela saida
o Diagonalizacao: desacoplamento das equagdes de estado

Relacao com funcao de transferéncia:
H(s)=C(sl—A)"'B+D
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Comparacao: Espaco de Estados vs. Funcao de Transferéncia

Espaco de Estados Funcao de Transferéncia

Descrigdo interna Descrigdo externa

Aplicével a sistemas MIMO Limitado para sistemas SISO (ou MIMO simples)

Revela todos os modos do sistema ‘ Revela apenas modos controldveis E observéveis

Aplicavel a sistemas lineares e ndo lineares Apenas sistemas lineares

Aplicavel a sistemas invariantes e variantes no
tempo

Apenas sistemas invariantes no tempo

Permite andlise de controlabilidade e observabili-
dade

N3o fornece essa informagdo

Equagdes diferenciais de 12 ordem ‘ Equagdo diferencial de ordem N

Ideal para simulagdo computacional Menos adequado para simulagdo

Conclusao: Anilise no espaco de estados é mais geral e poderosal
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Aplicacoes da Andlise no Espaco de Estados

Areas de aplicacao:

@ Teoria de Controle Moderno
o Projeto de controladores por realimentacdo de estados
e Controle étimo (LQR, LQG)
o Observadores de estado (filtro de Kalman)

@ Sistemas Multivariaveis (MIMO)
e Controle de processos industriais
e Sistemas aeroespaciais
o Robdtica

© Analise de Sistemas
o Estabilidade
o Controlabilidade e observabilidade
o Andlise modal

@ Simulacao Computacional
e MATLAB/Simulink
e Ferramentas de CAD para controle
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Ferramentas MATLAB para Espaco de Estados

Comandos principais do Control System Toolbox:

1|% Criar sistema no espaco de estados
2| sys = ss(A, B, C, D);

3|% Conversao H(s) —> espaco de estados
4| [A, B, C, D] = tf2ss(num, den);

5/% Conversao espaco de estados —> H(s)
6| [num, den] = ss2tf(A, B, C, D);

7|% Resposta ao degrau

8| step(sys);

9|% Resposta ao impulso

10| impulse(sys);

11|% Autovalores (polos)

12| poles = eig(A);

14|% Teste de controlabilidade
15| We = ctrb (A, B);
16| rank-Wc = rank(Wc); % rank = N => controlavel

18| % Teste de observabilidade
19| Wo = obsv (A, C);
20| rank-Wo = rank(Wo); % rank = N => observavel
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Exercicios Propostos

Para fixacao dos conceitos:

@ Determine as equagdes de estado para o circuito RLC série com entrada de tensdo v(t) e saida
igual & corrente i(t).
Q@ Para H(s) = z5325:
o Obtenha as equacdes de estado nas formas FDII e diagonal
o Calcule e** para ambas as formas
o Compare os resultados

@ Para o sistema:

[ e fle oo

e Diagonalize o sistema
o Teste controlabilidade e observabilidade
o Obtenha H(s) e compare com os autovalores de A
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Leitura Complementar

Referéncias principais:

@ Nise, Norman S. Engenharia de Sistemas de Controle, 6th ed., LTC, 2012.
o Secdes 3.5, 4.10, 6.5, e 12.2.

o Lathi, B. Sinais e Sistemas Lineares, 22 ed., Bookman, 2006.
o Capitulo 10: Anlélise no Espago de Estados
o Apéndice B.6: Algebra Matricial (revisio)

o Oppenheim, A.V.; Willsky, A.S. Signals and Systems, 2nd ed., Prentice Hall, 1997.
o Chapter 9: The State-Variable Description of Systems

o Ogata, K. Modern Control Engineering, 5th ed., Prentice Hall, 2010.
o Capitulos sobre anilise e projeto no espaco de estados

Material complementar:
e Exemplos de Computador (MATLAB) do Capitulo 10 do Lathi
@ Problemas propostos (Cap. 10, Lathi)
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