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Motivacao

@ Anadlise espectral de sinais: um tépico fundamental em engenharia
@ Aplicagles praticas:
e Sinais de dudio tém largura de banda de aproximadamente 20 kHz

o Alto-falantes de qualidade devem responder até 20 kHz
e Pensar no dominio da frequéncia é essencial

o Agora: representacao espectral de sinais

Objetivo da Aula

Mostrar que um sinal periédico pode ser representado como a soma de senoides (ou exponenciais) de
vdrias frequéncias
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Definicao de Sinal Periédico

Definicao

Um sinal x(t) € periédico se para alguma constante positiva Ty:

x(t) = x(t + To) para todo t (1)

@ O menor valor de Ty que satisfaz a condi¢do é o periodo fundamental
@ Um sinal periddico deve comegar em —oo e continuar até +oo

@ A drea sob x(t) para qualquer intervalo de duragdo Ty é a mesma

atTo b+To
/a x(t)dt = /b x(t)dt 2
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Propriedades de Sinais Periddicos

x(1)

NIVAN NS

| o

Ty

Figura: Um sinal peridédico de periodo Ty. Fonte: Lathi, 2000.

Propriedades Fundamentais

@ Valores repetem a cada periodo Ty
o Area sob qualquer intervalo de duracdo Ty é constante

@ Pode ser gerado pela extensdo periddica de qualquer segmento de duragao Ty
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Construindo um Sinal Periddico a partir de x(t)

@ Dado um sinal n3o periédico x(t) de duracdo finita Tp, construimos um sinal periédico xr,(t) que
repete x(t) a cada Ty segundos.

x(1)

t—=—

-, T
2

Figura: Constru¢do de um sinal periédico pela extens3o de x(t). Fonte: Lathi, 2000.

Aula 11 - SSTC 6/64



Sinais e Harmonicos

Periodo de sinais

Seja uma sinal com periodo fundamental Ty:

x(t) = x(t + To)
Frequéncia fundamental:
fo=1/Tp [Hz]

2
wo = 27fy = % [rad/s]

v

@ Primeira harmonica: senoide de frequéncia fy

@ Segunda harmdnica: senoide de frequéncia 21,

@ Terceira harmoénica: senoide de frequéncia 31

@ n-ésima harmdnica: senoide de frequéncia nfy
R RRRRRRRRRRREREERRERRREERERERRRRRRRRRRRRRRRRRRERERRBRRRESESSSSESESRRRRBRR.
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Senoides e Harmonicos

Frequéncia de cos(2nfyt) ou sen(2nfyt) é fy
Periodo é To = 1/f;

e Também expressas como cos(wpt) ou sen(wpt), onde wy = 27fy = b
0

A senoide de frequéncia nfy é a n-ésima harmoénica da senoide de frequéncia fy

Periodo de sinais senoidais

O sinal x,(t) = cos(nwot), n=1,2,3,..., tem periodo fundamental T, = 2= e periodo To = 2.
@ Seja x,(t) = cos(nwot), n=1,2,3,.... O periodo fundamental de x,(t) é T, = n%ro ou seja,

Xn(t+ Tp) = xn(t). Seja To = 2%, entdo Ty também é um periodo de x,(t), ou seja, X,(t+ To) = xa(t).

0!

~+ Prova: da relagdo , verifica-se x,(t + To) = cos(nwo(t + To)) = cos(nwot + n27) = x(t).
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Propriedade de Periodicidade

Teorema

O sinal x(t) da forma:

x(t) = ap + Z[a,, cos(nwot) + b, sen(nwot)] 3)

n=1
onde wqy € chamada de frequéncia fundamental, é um sinal periédico com periodo Ty = 2?7;
independentemente dos valores das amplitudes a, e by,.
~~ Escolhendo os valores de a,, e b,, € possivel representar praticamente qualquer sinal periédico.

Demonstracdo (Esboco).

@ Periodo da fundamental: Ty = 3}—’;
o Para provar periodicidade: mostrar que x(t) = x(t + Tp)
@ Em um periodo fundamental Ty, a harmdnica de ordem n executa n ciclos completos

@ Portanto: nwo Ty = n-wy - i—’; =27n

|D
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Série Trigonométrica de Fourier

Resultado Fundamental
Qualquer combina¢do de senoides de frequéncias 0, fy, 2, . .
To = 1/fy, independentemente das amplitudes.

., kfy € um sinal periédico com periodo

Resultado Inverso
Um sinal periédico x(t) com periodo Ty pode ser descrito como a soma de senoides de frequéncia
fo = 1/ Ty e todas as suas harménicas.

Definicao
A série trigonométrica de Fourier de um sinal periddico x(t) é:

x(t) = ap + Z[a,, cos(nwot) + b, sen(nwot)] (4)

n=1
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Produto interno, projecao e ortogonalidade de vetores

@ Seja x = cy + e, em que cy é uma aproximagdo de x com erro e (x = cy)

@ O menor erro e ocorre quando e L y ~~ e -y = 0 (produto escalar) ou (e,y) = 0 (produto interno)

(x,y)
(e,y) =(x—cy,y)=(xy) —cly,y)=0 = c=
{y,y)
i X i
Ae e
o y ay v oy Y
Componente (proje¢ao) de um vetor ao longo de outro vetor. Aproximagcio de um vetor em termos de outro vetor.

Figura: Projecdo de um vetor. (Esquerda) Projec3o ortogonal: e L y. Fonte: Lathi, 2000.
(e, e)

@ O mesmo resultado é obtido minimizando o erro quadrético (e,e) ~ 5
c

=0,come=x—cy

@ Se x Ly (sinais ortogonais) entdo ¢ =0 ~» (x,y) =0
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Produto interno, projecao e ortogonalidade de vetores

Considerando o espaco vetorial Cartesiano R3: x = ¢1x; + &%, + € (x = cx1 + cx2)

Da mesma forma, o menor erro e é obtido quando (e, x;) = 0, resultando em

<X,X,'>
<Xi7 X,'>

Ci =

@ Chama-se projecdo ortogonal a representacdo de x no espaco gerado pela combinacg3o linear de
uma base do espaco tal que e =0 ou (e,x;) = 0, com x; linearmente independentes

Observe que se {x1, X2, x3} formam conjunto completo de vetores linearmente independentes
(base) para o R3 o erro de aproximacio é nulo, ou seja, X = C1X1 + &Xo + c3x3 e e =0

Figura: Representacdo de um vetor em um espaco tridimensional R®. Fonte: Lathi, 2000.
e NoR™ x =37 ¢x;, com {x;} uma base ortogonal para o R", e (x,x) = Y7, c?(x;, x;)
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Produto interno de sinais periédicos

@ Definiremos o produto interno de sinais x(t) e y(t), escalares e periédicos de periodo T, como!:

)= [ 0y @ 5)

em que y*(t) indica o conjugado complexo de y(t).
Se y(t) é um sinal real escalar, entdo y*(t) = y(t). E se y(t) € R, entdo y*(t) = y " (¢).
@ Interpretac3o:

@ Mede o “grau de alinhamento” entre os sinais.
@ Para sinais periddicos: P, = (x,x) (poténcia de x)

@ Para sinais energia definidos no intervalo [t1, to]:

(x,y) = / Cx(t)y* (1) dt (6)

t1

e E, = (x, x) (energia de x)

Para sinais periédicos, adotamos aqui definicio de (x, y) diferente da usualmente encontrada, dada em (6).



Norma de um sinal

A norma associada a um sinal x(t) é:

T 1/2
Ixll = wm=<;A|Ame

@ Mede o “tamanho” ou “energia média” do sinal em um periodo.
@ Para sinais periddicos ||x|| = Xims (valor RMS de x)

e Exemplo: para x(t) = cos(wot),

1 /7 1
szw@:?Ac&@mmza

2
@ (Acos(wot), Acos(wot)) = ||Acos(wot)||? = A?
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Ortogonalldade de sinais

Dois sinais x( ) sdo ortogonais se:

Para x(t) = cos(wot) e y(t) = sen(wot):

-
(x,y) = %/ cos(wpt) sen(wpt) dt = 0.
0

Logo, cos(wpt) e sen(wpt) sdo ortogonais.
@ Observe que um sinal constante e senoidal sdo ortogonais: (1, cos(wot)) = 0.

Os sinais x(t) = cos(nwot) e y(t) = cos(nwpt) sdo ortogonais para ny # ny.

1 /7
(x,y) = ?/ cos(muwot) cos(mwot) dt =0, ny # ny.
0
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Ortogonalidade de sinais senoidais (demonstra¢&o)

Considere os sinais x(t) = cos(mwt) e y(t) = cos(nwt), onde o periodo é T =27 /w e ny # ns.

1 T
(cos(nmwt), cos(muwt)) = ?/ cos(mwt) cos(nwt)dt
0
Utilizando a identidade trigonométrica do produto para a soma,

cos(A) cos(B) = 3[cos(A — B) + cos(A + B)], temos:

(cos(mwt), cos(nmwt)) = %/0 %[cos((nl — m)wt) + cos((ny + na)wt)]dt

- = /0 cos((n — nz)wt)dt—i—/o cos((n1+n2)wt)dt‘|

Como ny # ny, (m — np) e (n + mp) sdo inteiros ndo nulos. Portanto, cada integral é zero:

{cos(mwt), cos(mwt)) = %[O +0]=0

Como o produto interno é zero, os sinais sdo ortogonais.
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Sinais Linearmente Independentes e Espaco Linear

Definicdo 4 (Sinais linearmente independentes)

Um conjunto de sinais {x;(t),i = 1,...,n} é linearmente independente se e somente se

n
Y axi(t)=0,¥t = ¢=0,i=1...,n
i=1

Definicdo 5 (Espago linear)

A combinacido linear de um conjunto de n sinais x;(t), isto &,
n
y(t) = cxi(t)
i=1

com escalares ¢; € C gera um espaco linear, cuja dimens3o é dada pelo nimero r de sinais linearmente
independentes do conjunto (r < n). Qualquer conjunto de r sinais que gere o mesmo espa¢o é uma
base para esse espaco.
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Teorema de Parseval

Teorema 1 (Teorema de Parseval)

Considere uma base ortogonal {x;(t),i =1,...,n} e y(t), um sinal pertencente ao espaco, descrito por
y(t) =" cixi(t), entdo

n n

(v,y) = Z |cil(xi,xi) = Py = Z |il? Py

i=1 i=1

Se as fungdes x;(t) tém norma unitdria, ou seja, se (x;, x;) = 1, tem-se (y,y) = >, |c|*.

Prova: Como y*(t) =Y., c’x/(t), tem-se

(y,y) = Z|Ci\2<xi,Xi>
i=1

pois os sinais x;(t)'s s3o ortogonais.

~ Interpretacdo: a poténcia (energia) de um sinal é a soma das poténcias (energias) de todas as
componentes ortogonais.
E. S. Tognetti (UnB)



Projecao Ortogonal

Defini¢do 6 (Projecdo ortogonal)

Denomina-se projecdo ortogonal a representacio do sinal y(t) no espaco gerado pela combinacdo
linear de uma base do espaco tal que o erro seja nulo ou ortogonal ao espaco, isto é,

Z cixi(t) + e(t)

com
(e,x) =0, Vi
sendo {x;(t),i =1,...,n} um conjunto de sinais linearmente independentes (base de dimens3o n).
o
@ Se {x;,i =1,...,n} é uma base ortogonal, o coeficiente de proje¢do de y(t) sobre a componente
X,'(i') é
_ <ya Xi>
Ci =
(X1, xi)
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Base ortogonal de sinais

(cos(mwt), cos(mwt)) = {2: Zi i :2 20
{cos(wt), cos(wt + 0)) = % cos()

Os sinais sdo ortogonais quando a frequéncia é distinta ou a defasagem entre eles é um mudltiplo impar
de /2 (0 = 7 /2,£37/2,...):

ng—i—kw, kel

@ Observe que cos(wt — /2) = sen(wt) e portanto (cos(wt), sen(wt)) = 0.

Base ortogonal

Um conjunto de fun¢des {¢x(t)} é uma base ortogonal se:
@ Exemplo de bases ortogonais: {cos(nwot), cos(nmwot)}, n # na; {cos(nwot), sen(nwot)}.
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Representacao de sinal periédico em uma base

@ Seja um sinal x(t) periddico de periodo Ty e frequéncia wp.

@ Seja uma base ortogonal B:

{1, cos(wpt), sen(wpt), cos(2wot), sen(2wpt), cos(3wpt), sen(3wpt),...,, cos(nwot), sen(nwot), ...}

Coeficientes da projecdo ortogonal de x na base B:

_ D _ 1 gr
QO—H—<X,1>—?O\/O\ X(t)dt

(x, cos(nwot))

5
0= Teosonthcoslnenty = 2 rocos(mnt) = - [ x(e) ostnant)
. (x, sen(nwot)) . 2 To
b= T, son(nagd] ~ 2 senmant) = - [ A0 sen(mant)
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Célculo dos coeficientes de Fourier: obtencao de a,

@ Comece com o produto interno (x, cos(nwgt)) = %O fOTO x(t) cos(nwot) dt.
@ Substitua a série de Fourier de x(t):

To o0
(x, cos(nwot)) = % /0 (ao + Z (ak cos(kwot) + bk sen(kwo t))) cos(nwot) dt.

k=1
@ Troque soma e integral (linearidade):

oo oo
(x,cos(nwot)) = ap(1, cos(nwpt)) + Z ay(cos(kwgt), cos(nwot)) + Z by (sen(kwot), cos(nwot)).
k=1 k=1
@ Pela ortogonalidade todos os termos sdo zero, exceto o termo k = n no primeiro somatério.
Portanto (x, cos(nwot)) = a, (cos(nwot), cos(nwot)).
@ Isolando a,

(x, cos(nwpt))

an = {cos(nwot), cos(nwot))

To
— 2 (x, cos(nwot)) = % / x(t) cos(nwot) dt |
0 Jo
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Célculo dos coeficientes de Fourier: obtencao de b, e ag

O raciocinio é andlogo ao caso do cosseno:
@ Comece com

(x, sen(nwot)) = %/o 0 x(t) sen(nwot) dt.

@ Substitua a série e use linearidade; por ortogonalidade todos os termos somados desaparecem,
exceto o termo k = n associado ao seno. Portanto (x, sen(nwgt)) = b, ( sen(nwot), sen(nwot)).
@ Isolando b,

1 [T 1
{sen(nwot), sen(nwot)) = —/ sen?(nwot) dt = ~.
TO 0 2

@ Portanto

(x, sen(nwot)) B 2 To
Tsen(muot), ser?(nwot)) = 2(x, sen(nwot)) /0 x(t) sen(nwot) dt |.

n =

T

@ De forma aniloga

_{ = (x _1 Tox
- D = TO/O () dt |
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Calculo dos Coeficientes de Fourier

Para determinar os coeficientes ag, a, e b,, utilizamos as propriedades de ortogonalidade:

1

ao=— [ x(t)dt

o= 7 [ xto
2

an=— [ x(t)cos(nwot)dt, n=1,2,3 ... (7)
To J1,
2

b, == [ x(t)sen(nwot)dt, n=1,2,3,...
To )1,

em que
2

Wy = —
To

e fTo denota a integragdo sobre qualquer intervalo de duragao Ty.

@ Por exemplo, definindo os limites integracdo entre —To/2 e Ty/2, tem-se:
To/2

To —To/2



Calculo dos Coeficientes de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier como projecdo ortogonal:

(x, sen(nwot))
(sen(nwot), sen(nwot))

(x, cos(nwot))
~ (cos(nwot), cos(nwot))

= 2(x,cos(nwot)), b, =

{x;1)
(1,1)

~+ Cada coeficiente é uma projecdo de x(t) sobre uma funcdo base ortogonal de dimens3o infinita.

= 2(x, sen(nwot)),

ag = =(x,1), n=1,...,00

~ Como (cos(nwgt), cos(nwot)) = { sen(nwot), sen(nwot)) = 1/2, aparece o fator 2 no célculo dos
coeficientes.

~~ Os coeficientes acima s3o os que minimizam a poténcia do erro de estimagdo (erro quadratico).

~~ Quanto maior o nimero de termos n da série, menor a poténcia do erro, que tende a zero quando
n — oo se o sinal tiver energia finita no periodo.

@ Podemos interpretar que o sinal periddico x(t) é definido somente para o intervalo t € [0, To] (sinal
energia) e que os sinais {1, cos(nwot), sen(nwot)}, n=1,..., 00, tem energia finita neste intervalo
formando uma base ortogonal.
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Série de Fourier

Observagoes

@ Se o sinal x(t) for periédico de periodo fundamental Ty, a série representa o sinal para todo t.

@ Se o sinal x(t) for ndo periddico, a série representa o sinal no intervalo T considerado, como
ilustrado na figura abaixo.

1 x(t)
~~ /\u/
t
A= W
2
| Série
\ \ \ \ ot
T T T T

Figura: Sinal ndo periddico x(t) e Série de Fourier do sinal x(t) representado no intervalo (—T/2, T/2)
com periodo fundamental To = T.
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Série de Fourier

Determine, admitindo sua existéncia, a série de Fourier da fungdo x(t) definida por

X(t):{_t’ 2SO0 8 = x(0).

t, 0<t<2,
@ Solugdo: primeiro, tem-se wo = 27/4 = /2. . Aproximagao por Série de Fourier
Série de Fourier de x(t): 1 ==
PR SE r: |
- 242 (2n—1)2 -

Note que (2n — 1) é impar (simetria de meia onda).

8 N Cos <(2n_21)7rt) D'4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
Truncamento: xy(t)=1—- = ————+ ‘

2 _ 2
f— (2n 1) Figura: Fungdo x(t) e xn(t), para N =1,3,5,7.
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Defini¢cdes (revisdo)

Funcao Par

Xp(t) é par se:
Xp(t) = xp(—1) (8)

Propriedade: simétrica em relagao ao eixo vertical

Funcao Impar

=
~0
513

x;(t) é impar se:
xi(t) = —x;(—t) 9)

Propriedade: anti-simétrica em relacdo ao eixo vertical

%\ ) R

Figura: (a) Fungdo par e (b) fungio impar. Fonte: Lathi, 2000.
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Funcoes pares e impares

Exemplos de funcoes:

e Pares: cos(t), et 2 t|

o impares: sen(t), t, t3, sgn(t)

Fung:ao par (b) Fungdo impar
1 .
cos(t) sen(t)
Il tu t Il Il t {
2 4 -4 4 4
1L /11

Observacdo: Vilido apenas se ndo hd impulsos (ou derivadas) na origem.
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Propriedades Algébricas

Multiplicacao:
par X par = par (10)
fmpar x impar = par (11)
par X impar = impar (12)

Propriedades de area:

/xp dt_2/0a H(t)dt
/x,
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Coeficientes de Fourier

@ Definindo os limites integragdo entre —To/2 e Ty/2, tem-se:

a) = — x(t)dt
°T To )omp (®)
ap = — x(t)cos(nwot)dt, n=1,2,3,... (13)
To J 752
2 T0/2
b, = — x(t) sen(nwot)dt, n=1,2,3,...
To J 1,2
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Definicao

Um sinal x(t) € par se x(t) = x(—t).

Propriedades:
@ x(t)cos(nwot) é fungio par
o x(t)sen(nwgt) é fungdo impar

Coeficientes para x(t) par:

== t)dt
o=7 | x(t)
an = — x(t) cos(nwot)dt
To Jo
b, =0 para todo n
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Simetria fmpar

Definicao

e

Um sinal x(t) é impar se x(t) = —x(—t).

Propriedades:
@ x(t)cos(nwot) é fungdo impar
o x(t)sen(nwot) é fungdo par
Coeficientes para x(t) impar:

dg = 0
a, =0 paratodo n

4 [To/2
/ x(t) sen(nwot)dt
0

bn:?o
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Simetria de Meia Onda

Definicao

Um sinal periédico x(t) tem simetria de meia onda se:

x(t) = —x (r + %) (14)

x(1)

=37 27 —ar ,g T 27 37 >

Figura: Sinais triangular periédico com Ty = 2 e de pulso quadrado periédico com Ty = 27 (simetria de meia
onda).

~~ Pode-se ver a simetria de meia onda no pulso quadrado periddico se subtraido a componente CC
(valor médio) de 0, 5.
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Simetria de Meia Onda

2
1
0
-1 \‘
2

05 1 15 2

0
L
o
|
|
o
o
o

Time (sec)
Figura: Sinal periédico com Ty = 1 e simetria de meia onda.

Propriedades:
@ Todas as harmdnicas de niimero par desaparecem (a, = b, = 0 para n par)

@ Somente harmdnicas impares estdo presentes
o Coeficientes calculados integrando apenas meio periodo
Coeficientes para x(t) com simetria de meia onda:

4 To/2

ap = — x(t) cos(nwot)dt (n impar)
To Jo
4 T0/2

b, = — x(t) sen(nwot)dt (n impar)
To Jo
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Resumo das Propriedades de Simetria

Tipo de Simetria Condicao Coeficientes Nulos | Termos Presentes
Par x(t) = x(—t) b, =0 Apenas cossenos
Impar x(t) = —x(—t) ag=a,=0 Apenas senos
Meia onda x(t) = —x(t + To/2) | Harmbnicos pares Apenas impares

Tabela: Propriedades de simetria na série de Fourier

Vantagem Computacional

A simetria permite:

@ Reduzir o nimero de integrais a calcular

@ Integrar apenas em meio periodo

o ldentificar quais coeficientes s3o zero por inspecdo

E. S. Tognetti (UnB)
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Forma Compacta da Série de Fourier

Forma Compacta da Série de Fourier

A série pode ser escrita na forma compacta:

x(t) = Co + Z Cp cos(nwot + 6,) (15)
n=1
onde:
Co = aog (16)
¢ = JETR (17)
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Poténcia de um sinal periédico - Teorema de Parseval

Teorema de Parseval

Seja um sinal periddico representado na forma

x(t) = G + Z Cp cos(nwot + 6,)

n=1
entao

P.= (x,x) = G2+ Z C2(cos(nwot + 6,), cos(nwot + 6,))

n=1

loo
n=1

~ Interpretagdo: a poténcia de x(t) é igual a soma das poténcias de todas as componentes senoidais
da série de Fourier (Teorema de Parseval).
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Conceito de Espectro

Definicao

O espectro de Fourier mostra a composicio em frequéncia de x(t), ou seja, as amplitudes e fases de
vdrias componentes senoidaris.

o Espectro de amplitude: grifico de C, versus w
o Espectro de fase: grafico de 6, versus w
@ Fornece uma descricao alternativa no dominio da frequéncia

Dualidade

Um sinal possui identidade dual:

o |ldentidade no dominio do tempo: x(t)
@ Identidade no dominio da frequéncia: espectro de Fourier
As duas identidades sdo complementares e proporcionam melhor entendimento do sinal.
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Exemplo 1: Sinal Exponencial Decrescente Periddico

Considere o sinal periddico:
x(t)y=et? para0<t<m (19)

com periodo Ty = 7.

1
x(t) e—r/Z

=2 - 0 T 2 ==

Figura: Sinal exponencial decrescente periédico. Fonte: Lathi, 2000.

Parametros:
(] TOZ’/T, w0:27r/T0:2

@ Intervalo de integragdo: 0 a 7
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Exemplo 1: Célculo dos Coeficientes

Coeficientes?:

1" 2
ag = —/ e t2dt = Z(1 — e"™/2) = 0,504

™ Jo ™

2 [T ip 4(1— e /?) 2
n== 2nt)dt = 2 —0,504———
? w/o € cosnt)dt = T 1+ 16

2 [T 16n(1 — e~"/?) 8n
by=2 [ e "?sen(2nt)dt = ———— 2 —0,504—
" 71'/0 e sen(2nt) A(1+16m7) 7 1+ 16n2

Série de Fourier de x(t):

x(t) = 0,504

(o)
2
1+ ,,Z:; m(cos 2nt 4 4nsen2nt)

oo
= 0,504 + 0,504 Z cos(2nt — tan~1(4n))
n=1

2
— 1+ 16n?

2A integral pode ser resolvida por integracdo por partes ou via integracio de exponenciais complexas.
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Exemplo 1: Resultado Final

A 0,504
Cn
0,244
I 0,125
| T T t [
0 2 4 6 8 0 @~
0 2 4 6 8 10 4 -
A
811
-7/2

Figura: Espectro de amplitude e fase. Fonte: Lathi, 2000.
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Cédigo MATLAB para Série de Fourier

1 % Parametros do sinal

2 TO = pi; % Periodo

3 w0 = 2xpi/TO; % Frequéncia fundamental
4 N_harm = 10; % Nimero de harménicos
5

6 % Funcdo do sinal (um periodo)

7 t = linspace (0, TO, 1000);

8 x = exp(—t/2);

9

10 % Célculo dos coeficientes

11 a0 = (2/pi)*(1 — exp(—pi/2));

12

13 for n = 1:N_harm

14 % Coeficiente an

15 a(n) = (4x(1—exp(—=pi/2)))/(pi*(14+16%n"2));
16

17 % Coeficiente bn

18 b(n) = (16*nx(1—exp(—pi/2)))/(pi*(1+16%xn"2));
19

20 % Amplitude e fase

21 C(n) = sqrt(a(n)”"2 + b(n)"2);

22 theta(n) = —atan2(b(n), a(n));

23 end

Listing 1: Célculo dos coeficientes de Fourier
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Cédigo MATLAB: Visualizacao do Espectro

% Plotagem do espectro de amplitude
figure (1);

n = 0:N_harm;

C_plot = [a0, C];

stem (nxw0, C_plot, 'filled');
xlabel ('Frequéncia (\omega)');
ylabel ("Amplitude ") ;
title (' Espectro de Amplitude');
grid on;

% Plotagem do espectro de fase

figure (2);

theta_plot = [0, theta%180/pi]; % Conversdo para graus
stem (nxw0, theta_plot, 'filled ");

xlabel ('Frequéncia (\omega)');

ylabel ('Fase (graus)');

title ('Espectro de Fase');

grid on;

% Reconstrucio do sinal

t_.recon = linspace (0, 2%TO, 1000);

x-recon = a0 x ones(size(t-recon));

for n = 1:N_harm

x_recon = x_recon + C(n)*cos(n*wOxt_recon + theta(n));

end
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Exercicio: Andlise de Simetria

x(1)

12

x(1)

L——« L= -1l= 1L L4 L—
(b)
Figura: Sinais periddicos para andlise de simetria. Fonte: Lathi, 2000.

Tarefa: Para cada sinal, determine:
@ Tipo de simetria presente
@ Quais coeficientes s3o zero

@ Forma da série de Fourier (apenas senos, apenas cossenos, etc.)
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Exemplo 2: Sinal Triangular Periédico

Considere o sinal triangular periédico com Ty = 2:

Figura: Sinal triangular periédico. Fonte: Lathi, 2000.

Parametros:
(] T0:2, w0:27r/T0:7r
@ Por inspe¢do: ap = 0 (valor médio zero)

o Intervalo de integragdo: —1/2 a 3/2 (mais conveniente)

(1) = 2At, [t| < 1/2
T 240 -0, 12<t<3)2
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Exemplo 2: Célculo dos Coeficientes

Por analise da simetria do sinal triangular:
@ ap = 0 (valor médio zero)
@ a, = 0 para todo n (fun¢do impar)
@ Apenas coeficientes b, sdo n3o-nulos

Célculo de b, (utilizando integral por partes):

2 [i2 8A nr
bn = 2?0 [1/2 2At Sen(nﬂ't)dt = W sen (7) (20)
Resultado: 8A 1
nm
(=15 3 sen(7) senlom (1)

Série explicita:

x(t) = 22 sen(mt) - s—A sen(3rt) +
i T

5 sen(bnt) — ...

2572



Exemplo 2: Resultado e Espectro

Usando as identidades

sen(kt) = cos(kt — 90°), sen(—6) = — sen(h)
— sen(kt) = cos(kt +90°), — cos(kt) = cos(kt & 180°)

Obtém-se a forma compacta para tracar o espectro de Fourier

A A A
x(t) = 8—2 cos(mt — 90°) + 98— cos(37t + 90°) t5s 8 cos(57rt —90°) +

AR
c, &
011
o A z
T 250772 'Y o 27 - ° T o 7 o I o T ©>
o] « = 3@ 5= 1w 97 791 37 1 T l

Figura: Espectro de amplitude e fase do sinal triangular. Fonte: Lathi, 2000.

@ Apenas harmdnicos impares presentes
o Fases alternam entre —90° e 90°

Aula 11 - SSTC 48/64



Exemplo 3: Sinal de Pulso Quadrado

Considere o sinal de pulso quadrado com Ty = 27

—37 -2 -7 _T L 2 37 [

Figura: Sinal de pulso quadrado periddico. Fonte: Lathi, 2000.

(] T0:27T,LUO:1
1, —m/2 2
W) =% T2 <t< 7/
0, m/2<t<3m/2

@ Melhor intervalo de integragdo: —7/2 a 37/2
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Exemplo 3: Célculo dos Coeficientes

@ Fungdo par e de meia onda: intervalo de integra¢do de 0 a L21 = 7. Como o sinal é zero entre 7/2 e
w, tem-se:
Componente CC:

2 [™/? 1
= — ldt == 22
o=7 | 5 (22)
Coeficientes a,:
4 ([m/? 2
ap = ?0/0 cos(nt)dt = o sen (%T) (somente harménicas impares) (23)
Coeficientes b,:
b, =0 (fungdo par) (24)
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Exemplo 3: Resultado Final

Resultado da série:

1 2 2 2
x(t) = st cos(t) — o cos(3t) + o cos(5t) — ...
1 2 2 2
=5+ cos(t) + I cos(3t —m) + o cos(5t) — ...

o>

Sl

gl

0 2 4 6 1 8 10
) o

37

Figura: Espectro de amplitude do pulso quadrado. Fonte: Lathi, 2000.
@ Apenas harmdnicos impares

e Amplitudes decaem como 1/n
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Frequéncias Harmonicamente Relacionadas

Definicao

Duas frequéncias sdo harmonicamente relacionadas se a razdo entre elas é um nimero racional.

Teorema

A soma de senoides de quaisquer frequéncias representa um sinal periddico se e somente se todas as
frequéncias forem harmonicamente relacionadas.

Determinacao da frequéncia fundamental:
@ A frequéncia fundamental é o maior fator comum (MFC) de todas as frequéncias

@ Todas as frequéncias devem ser miiltiplos inteiros da fundamental
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Exemplos de Determinacao do Periodo

Exemplo 1: Exemplo 3: x3(t) = 2cos(3t) + 5sen(6t)
x1(t) =3+ 2cos (£) +4sen (3) + cos (L) e Frequéncias: 3 e 6

e Frequéncias: 3, 2, L @ MFC =3, logowy=3e To=2

o Razdes: % =3 ¢ 23 — 4 (ambas racionais) o Sinal periédico de periodo

Exemplo 4:
x3(t) = 2sen(275t) + 3sen(277t) + 6 sen(2714t)

@ Frequéncias: 5, 7 e 14 Hz

e MFC = %, Iogowoz%e To = 127
@ Sinal periédico de periodo 12/7

Exemplo 2: x(t) = sen(2t) + cos(t) @ Como os nimeros envolvidos s3o primos: 5, 7,

o Frequéncias: 2 e e2x7
e Razdo: 2 (irracional) e MFC=1,logo fy=1, wo=2me Tp=1
@ Sinal ndo periédico o Sinal periédico de periodo 1 s
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Algoritmo para Determinacao do Periodo

Passos para Determinar se um Sinal é Periddico

@ lIdentifique todas as frequéncias presentes no sinal

@ Verifique se todas as razdes entre frequéncias sdo nimeros racionais
@ Se sim: calcule o MFC de todas as frequéncias
@ A frequéncia fundamental é wy = MFC

@ O periodo fundamental é To = 2

Observacdo Importante

Se alguma raz3o entre frequéncias for irracional, o sinal n3o é periddico.
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Cédigo MATLAB: Verificacao de Periodicidade

1 function [is_periodic, TO, wO0] = check_periodicity(frequencies)
2 % Verifica se um conjunto de frequéncias é harmonicamente relacionado
3 % Input: frequencies — vetor com as frequéncias

4 % Output: is_periodic — true se periédico

5 % TO — periodo fundamental

6 % w0 — frequéncia fundamental

7

8 % Remove frequéncias zero (componente DC)

9 freq-nonzero = frequencies(frequencies "= 0);

10

11 if isempty(freq-nonzero)

12 is_periodic = false;

13 TO = Inf;

14 w0 = 0;

15 return;

16 end

17

18 % Calcula todas as razdes entre frequéncias

19 n = length(freq_-nonzero);

20 tolerance = 1e—10;

Listing 3: Funcao para verificar periodicidade
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Cédigo MATLAB: Verificagdo de Periodicidade (continuagdo)

1
2 % Verifica se todas as razdes sdo racionais

3 for i = 1:n

4 for j = i+1:n

5 ratio = freq_-nonzero(i) / freq-nonzero(j);
6 [num, den] = rat(ratio, tolerance);

7 if abs(ratio — num/den) > tolerance

8 is_periodic = false;

9 TO = Inf;

10 w0 = 0;

11 return;

12 end

13 end

14 end

15

16 % Calcula o MFC (usando aproximacdo numérica)
17 w0 = gcd_frequencies(freq_nonzero, tolerance);
18 TO = 2xpi / wO;

19 is_periodic = true;

20

21 end

Listing 4: Func&o para verificar periodicidade (continuagdo)
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Exercicios Propostos

Determine se os seguintes sinais sdo periédicos. Se sim, encontre o periodo fundamental:
Q xi(t) = cos(4t) + sen(6t)

Q xy(t) = cos(3t) + sen(v/2t)

@ x3(t) =2+ 3cos(2t) + sen(6t) + 4 cos(10t)
Q x4(t) = sen (%) + cos (Z)

Q xs(t) = eth 4+ &3t 4 5t

Lembre-se de que e/t = cos(wt) + j sen(wt) contribui com frequéncia w.
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Solugdes dos Exercicios

Q xi(t) = cos(4t) + sen(6t)
e Frequéncias: 4, 6. MFC = 2, Ty = 7 (peri6dico)
Q xx(t) = cos(3t) + sen(v/2t)
o Razdo 3/+/2 é irracional (ndo periédico)
@ x3(t) =2+ 3cos(2t) + sen(6t) + 4 cos(10t)
e Frequéncias: 2, 6, 10. MFC = 2, Ty = 7 (periédico)
Q x(t) = sen (Zf) + cos (%)
o Frequéncias: 7/3, m/4. MFC = 7/12, To = 24 (peri6dico)
Q xs(t) = &2t + &3 + &%
o Frequéncias: 2, 3, 5. MFC = 1, Ty = 27 (peri6dico)
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Exercicio Computacional

Tarefa: Implementar e comparar as séries de Fourier dos seguintes sinais:
@ Onda triangular (Exemplo 2)
@ Onda dente de serra
© Pulso retangular com diferentes duty cycles
Requisitos:
@ Calcular os coeficientes analiticamente
o Implementar no MATLAB/Octave
@ Plotar espectros de amplitude e fase
o Comparar convergéncia (niimero de termos necessarios)
@ Analisar o efeito da simetria

Entrega: Cddigo comentado e relatério com andlise dos resultados
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Férmulas Importantes

Série Trigonométrica de Fourier

x(t) = a0 + Z[a,, cos(nwot) + b, sen(nwot)] (25)
1

ap = T Tox(t)dt (26)

By = T . x(t) cos(nwot)dt (27)

b, = T . x(t) sen(nwot)dt (28)

Forma Compacta

x(t) = G + i C, cos(nwot + 6,) (29)

n=1

Co=+a2+b2, 6,=—tan! (b"> (30)

n
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Principais Conceitos Aprendidos

@ Série Trigonométrica de Fourier
e Qualquer sinal periddico pode ser decomposto em senoides
o Coeficientes determinados por integrais de ortogonalidade
@ Espectro de Fourier
o Representagdo no dominio da frequéncia
o Espectros de amplitude e fase
e Dualidade tempo-frequéncia
© Efeito da Simetria
o Simetria par: apenas cossenos
e Simetria impar: apenas senos
o Simetria de meia onda: apenas harménicos impares
© Periodicidade e Frequéncias Harmonicamente Relacionadas
o Condicdo para periodicidade de somas de senoides
o Determinagdo do periodo fundamental
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Aplicacdes e Préoximos Passos

Aplicacoes da Série de Fourier:

Anilise de circuitos com fontes periddicas
@ Processamento de sinais de dudio

@ Anilise de vibracdo em sistemas mecanicos
e Comunicac¢des (modulagdo, multiplexacdo)
°

Controle de sistemas (analise de resposta em frequéncia)

Préximas aulas:
o Existéncia e convergéncia da série de Fourier
@ Série exponencial de Fourier
@ Resposta de sistemas LCIT a entradas periédicas

e Transformada de Fourier (sinais ndo periddicos)
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Exercicios para Casa

Exercicios tedricos:
@ Problemas 6.1-1, 6.1-2, 6.1-3 do livro do Lathi
@ Determinar a série de Fourier de uma onda dente de serra
© Analisar o efeito do deslocamento temporal no espectro
Exercicios computacionais:
@ Implementar funcdo MATLAB para cdlculo automatico de coeficientes
@ Criar ferramenta interativa para sintese de sinais
© Comparar convergéncia para diferentes tipos de sinais

Importante

Pratiquem a identificacdo de simetrias - isso economizard muito tempo nos célculos!

Aula 11 - SSTC 63/64



Bibliografia e Recursos

Bibliografia principal:
o Lathi, B. Sinais e Sistemas Lineares (2.2 Ed.). Bookman, 2000.
o Capitulo 6, Secdo 6.1: paginas 528-543
Bibliografia complementar:
@ Oppenheim, A. V. Signals & Systems. 2nd ed., 1997.
@ Haykin, S. Sinais e Sistemas. Bookman, 2001.
Recursos online:
o MATLAB Documentation: Fourier Analysis
@ MIT OpenCourseWare: Signals and Systems
@ Khan Academy: Fourier Series
Software:
o MATLAB/Octave para implementagdes
@ Wolfram Alpha para verificagdo de integrais

@ GeoGebra para visualizag¢do interativa
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