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Revisdo: Série Trigonométrica de Fourier

@ Série trigonométrica de Fourier:

o0
x(t) = ap + Z(a,, cos nwot + by sennwgt) (1)

n=1
Coeficientes:

1

2
=— x(t)cos nwot dt, b, =— [ x(t)sennwyt dt
To J1,

x(t)dt, a,=—
" To )y, 0J7,

a0
@ Forma compacta da série trigonométrica de Fourier:

x(t) =G+ i C, cos(nwot + 6,) 2

n=1

Coeficientes:

by
Co = ap (valor médio), C,=+/a2+ b2, 0,=—tan! <—)

an

onde wg = 27/ Ty é a frequéncia fundamental.

Aula 12 - SSTC 3/78



Base de exponenciais complexas e ortogonalidade

e Considere o conjunto {e/™0t}, 7.
@ Ortogonalidade em um periodo:

to+ T _
<ejmo.10t7 ejnwot> _ i / ot lo ej(m—n)wof gt — ]_, m=n,
To 0, m#n.

em que ( =1 fo t)dt e y(t) = &9t = y*(t) = e/t
Demonstragao para m# n:
el(m=mwot gt — [ [cos(m — n)wot + j sen(m — n)wot] dt =0
To To

pois integramos (m — n) ciclos completos de seno e cosseno.

~ Portanto, {&/™*} .7 é uma base ortogonal e norma unitria (base ortonormal).

~ O sinal x(t) pode ser representado como uma combinagdo linear dos elementos desta base tal que o
erro de aproximac3o seja nulo ou ortogonal a esse espaco.
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Série de Fourier (forma exponencial)

@ Sendo a série de Fourier na forma exponencial um projecdo ortogonal, ou seja, x(t) representado
como uma combinaggo linear dos elementos da base ortogonal {0t} 7, tal que o erro de
aproximacdo seja nulo ou ortogonal a esse espaco, tem-se

<X(t) o Z Dm ejmwgt’ ejnw0t> =0 = <X(t), ejnwot> o Dn<ejnwgt’ ejnw0t> =0
(x(t), &mef)

Dn = <ejI7W()t’ ejnw0t>

_ ejnwgt _ i ot To —jnwot d
= (x(t), )= T x(t)e t
to

@ D, como coeficientes da projecdo de x(t) na componente ¢/™°* da base ortonormal:

D, = (x(t), &™0t)

~ Os coeficientes D, minimizam o erro quadratico da aproximac¢do do sinal pela Série de Fourier.
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Série de Fourier (forma exponencial)

Forma alternativa mais compacta da série de Fourier:

T

Representacao

Para x(t) periédico de periodo Ty,

> 27
t) = D, /"ot ==,
x(t) n;m wo Ty
Coeficientes de Fourier
1 to+To _—
D, = — x(t) e /™0t dt.
To ). (t)

Dy é o valor médio em um periodo (Dg = Cy = ap).

Forma mais compacta

Coeficiente complexo: D, = |D,|e/Px

Simplifica calculos e manipula¢des algébricas (tnico coeficiente)
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Convergéncia da Série de Fourier

Propriedade (Condi¢des suficientes para convergéncia da série de Fourier)

Considere o erro da série de Fourier truncada:
+N _
en(t) = x(t) = xu(t), xu(t)= > Dyelnr
n=—N

Quando N — +o00, a série converge quadraticamente se (ey,en) — 0, e converge pontualmente se
en(t) — 0 para todo t.

e Sinais quadraticamente integraveis (energia finita) no intervalo Ty, ou seja,

/ Ix(t)]2dt < 400
To

possuem série de Fourier que converge quadraticamente, isto é, a energia do erro tende a zero.

~~ Mais comentarios sobre convergéncia no Slide 39.
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Série de Fourier

Observagoes

@ Para sinais continuos, a minimizagao do erro quadratico ndo implica que o erro é nulo, ou seja, a
série n3o converge ponto a ponto para o sinal.

@ Mesmo para erro quadrético nulo (eventualmente com um ndmero infinito de coeficientes), nas
descontinuidades do sinal ocorre uma distorgdo (denominada fenémeno de Gibbs?).

e
e, i
(d) {) e

[
J O—

()

Figura: Fendmeno de Gibbs (oscilacdo) em descontinuidade. Sintese de Fourier de um sinal continuo
usando as primeiras 5 e 19 harmdnicas. Fonte: Lathi, 2000.

1Willard Gibbs, matemitico norte-americano (1839-1903).
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Relacao com Coeficientes Trigonométricos

Para n=0:
Do = a0 = Go
Para n#0:
Dy = 1(an — jbs) = 1 Crel®n Cr
h = 5(an—Jjbn) = 3G, 1D = |D_,| =2
. é 2
D_, = 3(an+jbn) = 3Coe 4% /Dy =0,  /D_p=—0,

Para x(t) real:
D_, =D} (conjugados complexos)

em que a, e b, sdo os coeficientes da série trigonométrica (1), e C, e 6, sdo os coeficientes da série na
forma compacta (2).
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Amplitude e Fase no Espectro Exponencial

Magnitude e angulo:

D= (=)
4D, =10,

Para x(t) real:
o Espectro de amplitude |D,| é par: |D_,| = |D,|
@ Espectro de fase /D, é impar: /D_, =—/D,

Frequéncias negativas: Interpretadas como parte da representacdo matemdtica. A frequéncia fisica é
sempre |nwp.
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Exemplo: Pulso Exponencial Decrescente

Sinal periddico:

1
x(1) e—r/2

=27 - 0 T 2 ==

Figura: Sinal exponencial decrescente periédico. Fonte: Lathi, 2000.

To =T, Wy = 2
Calculo:

Dy = (x(t), ) = - [Temtze e 2 [ etz g
0 0
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Exemplo: Pulso Exponencial (continuagdo)

Resultado:
p, =t [—e_(1/2+j2.n)t r
T | =2+ j2n) ),
2 )
— 1— —m/2 ,—j2nm
Tt e
11 i
m\/1/4+ 4n?
Observacao:

@ Os coeficientes D, sdo complexos
e D, e D_, sdo conjugados (como esperado)
@ O espectro existe para n =0,+1,4+2, ...
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Espectro Exponencial de Fourier

Representacao grafica:
Plotamos |D,| (amplitude) e ZD, (fase) versus w = nwy

12l

0,504 /D,
5
02 0.0625 [ ‘ ‘ ‘ ’
t 1 | ] | ] | 1 ] .
2 4 6 8 0 o> —10 -8 -6 -4 -2 4[ t[ zi 1I0 w

(a)

Figura: Espectro exponencial: (a) amplitude, (b) fase. Fonte: Lathi, 2000.

Propriedades para x(t) real:
e |D,| é fung3o par de w
e /D, é fungdo impar de w
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Efeito da Simetria no Espectro Exponencial

Para x(t) com simetria par: b, =0
e D, = a,/2 (real)
e /D,=0o0u *£m
Para x(t) com simetria impar: a, =0
e D, = —jb,/2 (imagindrio puro)
e /D, =+7/2

Observacao: A simetria é aplicada indiretamente, através dos coeficientes trigonométricos. Ndo pode
ser aplicada diretamente na integral de D,,.
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Exemplo MATLAB: Espectro Exponencial

Calculo e plotagem do espectro:

1 % Parametros

2 TO = pi; w0 = 2xpi/TO;

3 n = —10:10; % Indices das harménicas

4

5 % Coeficientes (exemplo: pulso exponencial)
6 Dn = (1 — exp(—pi/2)) ./ (pi * (0.5 + 1j%2%n));
7 Dn(n==0) = (1 — exp(—pi/2))/pi; % DO

8

9 % Espectro de amplitude e fase

10 figure;

11 subplot(2,1,1);

12 stem (nxwO, abs(Dn), 'filled);

13 xlabel ("\omega (rad/s)'); ylabel('|D.n|");
14 title (' Espectro de Amplitude');

15 grid on;

16

17 subplot(2,1,2);

18 stem (nxwO, angle(Dn), 'filled);

19 xlabel ('\omega (rad/s)'); ylabel('\angle D.n (rad)’);
20 title ('Espectro de Fase');

21 grid on;
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Interpretacao de Frequéncias Negativas

Questdo: O que significa frequéncia negativa?
Resposta: A frequéncia é sempre positiva!
L jwot—0) | 1 __j(wot—0)
cos(—wpt + ) = cos(wot — 0) = Ee’ o —&—Ee o
A frequéncia fisica é |wp|
Componentes em +wq representam a mesma sendide

e /Wt o @@t 550 parte da representacio matematica

O espectro em w < 0 é necessario para representar funcdes reais
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Exemplo: Trem de Impulsos

Trem de impulsos unitario:

ot (t

( Zét—kTo

k=—o00

Série exponencial considerando o intervalo de integracdo (—To/2, To/2):
D, = — O(t)e /™0t dt = — fase nula
7o) 15 (t) T ( )

Portanto:

o1, (t) = — Z e/t

n=—0o0

Espectro uniforme para todas as frequéncias!

@ Forma trigonométrica:
o1, (t) L + 2 i s nwot
()= =+ = €os nwy
0 To  To
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Exemplo: Trem de Impulsos (espectro)

(1) = 87,(1)
4
—2T, =T, 0 T, 2Ty 3Ty >
(@)
D,|
—4w, —3wy, —2w; —® 0 wy 2w 3w, 4w, Swy 6wy >
(b)
215
Ty
L
Ty
0 gy 2w, 3w, 4w, Swy 6w, >

©
Figura: (a) Trem de impulsos, (b) espectro exponencial, (c) espectro trigonométrico. Fonte: Lathi, 2000.
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Teorema de Parseval

Para série trigonométrica:

1 1
PX:a%+§Z(a%+b5):Cg+§ZC3 (Co:ao)
n=1 n=1

Para série exponencial:

P« = i |Dn|2

n=—oo

Para x(t) real:

Py = |D0|2 +2Z|Dn|2

n=1

Interpretacao: A poténcia total é a soma das poténcias de cada componente harmdnica.
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Largura de Faixa ou de Banda de um Sinal

Largura de banda (bandwidth)

Diferenca entre a frequéncia mais alta e a mais baixa com amplitude n3o-nula.

No espectro exponencial:
o Considerar apenas frequéncias positivas
@ Ignorar componentes com amplitude zero

e B= Wmax — Wmin

Exemplo: Se o espectro tem componentes em w = 0, 3wy, 6wy, Ywp:
@ Frequéncia minima: 0
@ Frequéncia maxima: 9wyq

o Largura de faixa: B = 9wy rad/s
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Largura de Faixa ou de Banda de um Sinal

Largura de banda (bandwidth): Diferenca entre a frequéncia mais alta e a mais baixa com amplitude
ndo-nula.

@ Exemplo: sinal com largura de banda 9 rad.

A
C, 916 A 416
[D,|
8
| T o I
3 6 9 12 “12-9 6 -3 l03 6 9 12
w —> w—>

Figura: Espectro (a) trigonométrico e (b) exponencial de sinal com largura de banda 9 rad. Fonte: Lathi, 2000.
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Por Que Usar o Conjunto Exponencial?

Centenas de conjuntos ortogonais existem! Por que preferir exponenciais/sendides?
Resposta: Exponenciais sdo autofungoes de sistemas LIT!

Para sistema LIT com entrada et:
Saida = H(s)e™

@ A saida tem a mesma forma da entrada
@ Apenas a amplitude/fase mudam (fator H(s))

@ Simplifica enormemente a andlise de sistemas

Conclusdo: Exponenciais/sendides sdo a escolha natural para anélise de sistemas LIT!
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Resposta a Entradas Periddicas

Sistema LCIT com funcdo de transferéncia H(jw):

Entrada periddica:

x(t) = f: D, &m0t

n—=—oo

Saida:

y(t) = Z D H(jnuwg et

n=—oo

Principio: Cada componente exponencial e/™°t é multiplicada por H(jnwyp).
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Procedimento para Anélise

Passos:
@ Determinar a série de Fourier da entrada x(t): obter D,
@ Calcular a resposta em frequéncia H(jnwp) para cada harménica
@ Multiplicar: coeficientes da saida sdo D,H(jnwy)

@ Reconstruir y(t) usando a série de Fourier inversa
Forma trigonométrica da saida:

y(t) = GH(0) + i ColH(jnwo)| cos(nwot + 0, + ZH(jnwo))

n=1
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Exemplo: Distorcao Harménica

Amplificador nao-linear:

—05T, 05T,

e Entrada: x(t) = 0.1coswpt
@ Saida ideal: 10 coswgt (ganho 100)

@ Saida real: ceifada em £8 V ry— lo.lor, Ocorag 18

(b)

10 cos wt — 8 \)/J!\'W)

Figura: (a) Sendide ceifada y(t) e (b) componente de
distor¢3o y4(t). Fonte: Lathi, 2000.
Andlise: A distor¢cdo introduz harmoénicas superiores no sinal de saida

ya(t) = 1,07 cos(wot) + 0, 733 cos(3wpt) + 0,311 cos(5wot) + . . .

@ Poténcia do sinal desejado 10 coswpt: 102/2 = 50
@ Poténcia da componente de terceiro harménico: 0,733%/2 = 0, 2686
@ Distorcdo do terceiro harmdnico: 0,2686/50 x 100 = 0,5372%

Aula 12 - SSTC 25/78



Exemplo: Filtro Passa-Baixas

Sistema: Filtro RC com H(jw) = Hjﬁ
Entrada: Onda quadrada com wg =1 rad/s

i

Figura: (a) Filtro passa-baixas e (b) resposta a onda quadrada (saida). Fonte: Lathi, 2000.
Resultado:
@ Harménicas de baixa frequéncia passam com pouca atenuacio
@ Harmoénicas de alta frequéncia sdo atenuadas

e Saida é suavizada (bordas arredondadas)
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Exemplo MATLAB: Resposta de Sistema

Anadlise de sistema com entrada periédica:

1 % Sistema: H(s) = 1/(s+1)

2 RC =1; w0 = 1;

3 n = 0:2:20; % Apenas harmdénicas impares (onda quadrada)
4

5 % Entrada: onda quadrada

6 Dn_in = (2./(nxpi)) .x sin(nxpi/2);

7 Dn_.in(1) = 0.5; % Componente DC

8

9 % Resposta em frequéncia

10 H=1 ./ (1 + 1j*nxw0%RC);

11

12 % Saida

13 Dn_out = Dn.in .% H;

14

15 % Reconstrucio

16 t = linspace (0, 4xpi, 1000);

17 y = zeros(size(t));

18 for k = 1:length(n)

19 y =y + abs(Dn_out(k)) * cos(n(k)*wOxt + angle(Dn_out(k)));
20 end

1

22 plot(t, y, 'LineWidth’', 2);

23 xlabel ("t (s)'); ylabel('y(t)"); grid on;

24 title('Saida do filtro para onda quadrada');
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Notacdo e Linearidade da Série de Fourier

Notacao:

+00
Fs{x(t)hr={Da}uy = x(t)= ) Dpe™*,

n=—o0

1 ; 2
D, = —/ x(t)e /Motdt T = il
TJr

wWo

A notacio pressupde que o sinal original x(t) foi descrito em um intervalo T, no qual sdo computados
os coeficientes D,,.

Por construcdo, a série de Fourier de x(t) é periddica, de periodo T.

Propriedade (Linearidade)

A série de Fourier é linear, isto é€,

Fs{arxi(t) + aoxo(t)} 1 = cnFs{xi(t)} 7 + coFs{x(t)}
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Exemplo de Linearidade

Exemplo 1.8

2cos(t) + 2 cos(2t) = exp(jit) + exp(—jt) + exp(j2t) + exp(—j2t)

Portanto, a série de Fourier é dada por

Fs{2cos(t) + 2cos(2t)} r—or = Fs{2cos(t)} 72 + Fs{2cos(2t)} r—2r

D1:D_1:D2:D_2:1 9 W():l
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Propriedade de Deslocamento no Tempo

Propriedade (Deslocamento no tempo)

Fs{x(t)}7 ={Dn}w, , areal = Fs{x(t—a)}r = {Dnefjnwoa}wo

pois
+oo ) ]
x(t—a) = E D, e~ Inwoaglnwot

n=—0oo
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Propriedade de Multiplicacao no Tempo

Propriedade (Multiplicagdo no tempo)

Fs{x(Ov(t)}1 = Fs{x(t)} 1+ Fs{v(t)}r = {Xo * Va}u,

em que X, e V), sdo os coeficientes da série exponencial de Fourier de x(t) e v(t), respectivamente.
Denominando E, os coeficientes da série associada ao produto x(t)v(t), tem-se

E,,:%/T)((t)v( e anotdt _/ ( Z X ejmwot> )e _/nwgtdt (3)

+o0
Z X — / (e mmeotde = N XV = Xy % V, (4)

Vi—m
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Propriedade da Derivada

Propriedade (Derivada)

d .
Folx(Ohr = (Drben = Fo{Gx()} = {imnDy}es
T
Prova: usando a propriedade (integracdo por partes)

/udv:uv—/vdu

tem-se que os coeficientes da série de Fourier da derivada s3o dados por

1 d ; 1 .

_ — —Jnwot _ —jnwot _

T/T(dtx(t))e dt T/re dx(t) (5)

= ix(t)e_j"“"’t T l/ x(t)(—jnuwo)e ™0t dt = jnuqgD, (6)
T o TJr 0 o=

v
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Propriedade da Integral

Propriedade (Integral)

t

Fs{x(t)}7 ={Dn}e, e Do =0 = Fs {/_OO x(ﬁ)dﬂ}T = {m%oD"}wo
o % {X(t) = %v(t)}T = {Dn}wy = {nwodn}u,

- = {V(t) _ /_; x(ﬁ)dﬁ}T = {dn}up = {j,?jo }WO

Observe que, se o valor médio de x(t) for diferente de zero, v(t) diverge e ndo é um sinal periddico.
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Resumo das propriedades da série de Fourier

Operacédo x(t) D,
Multiplicagdo escalar kx(t) kD,
Adicio x1(t) + x2(t) D1+ D2,
x1(t), x2(t) requerem o mesmo wp
Conjugacio x*(t) D
Reversdo x(—t) D_,
Deslocamento temporal x(t — to) Dpe—Jnwoto
Deslocamento em frequéncia x(t)e/mowot Dn—ng
Convolu¢do em frequéncia x1(t)x2(t) D1,px D2

x1(t), x2(t) requerem o mesmo wo
d*x(t)
dtk
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sumo

Representacdes da Série de Fourier de um sinal periédico com periodo Ty (wo = 27/ Tp).

Forma da série Calculo dos coeficientes Férmulas de conversao
Trigonométrica ap = ? f(t) dt a0 = Co = Dy
0
2 .
f(t) = ao+Zancosnwot+bnsen nwot anp = ? f(t)cosnwotdt ap — jbp = Cpein = 2D,
n=1 0
2 .
by = — f(t) sen nwot dt an + jby = Che 40 =2D_,
ToJ1,
Trigonométrica compacta Co = ap Co = Dy
oo
f(t) = Co+ Y _ Cocos(nwot + ) Co=+/a2+ b2 Co=2|Ds] n>1
n=1
0 = tan~! (—a") 0, = /Dy
Exponencial
1 )
f(t) D,e/mot D f t)e /ot gt
() n;_joo =1 | fo)
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Relacoes importantes para o calculo dos coeficientes de Fourier

o Coeficientes como projecdo ortogonal em base de sinais ~~ produto interno

@ Simetria de sinal: par, impar e meia onda ~~ simplificagdo no cdlculo dos coeficientes
@ Escolha de limites de integra¢do adequados

@ Relac¢des trigonométricas e plano complexo

sen(f) = cos(d — 7/2), cos(f) = cos(—0), —cos(d) = cos(d —m) = cos(f + )
j=em? —j=e T2 1 =—e " z=a+jb=re =z =a—jb=re S,
ejwt + e—jwt ejwt _ e—jwt

senwt =

e/t = coswt + j senwt, coswt = ——— :
2 2

@ Da forma trigonométrica para forma compacta: adi¢do de sendides usando fasores. Ex.:
3 cos(wot) + 4 sen(wot) = 5 cos(wot — 53,13)

@ Cilculo do periodo fundamental de miiltiplos sinais senoidais de frequéncias distintas ~~ relacdo
racional e maximo divisor comum
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Relacoes importantes para o calculo dos coeficientes de Fourier

o Integral por partes para célculo de fTo x(t) cos(nwot)dt:

b b
/ u(x)V'(x) dx = [u(x)v(x)]2 — / v (x)v(x) dx

a

@ Série Exponencial de Fourier
. . C,
Dy = (x(t), &%) = [Dy|&/“Pr, |Dy| = |D—p| = — 4D =10,

1 1
Do = ao = Co, Dy = 5(an = jbn) = 5cned“’n, D_, = D; (se x(t) real)

@ Poténcia de um sinal a partir do espectro de Fourier (Teorema de Parseval)

1 oo o0 o0
PX:C§+§ZC3, Pe= Y Dy ou Pc=D3+2> |D,f* (sex(t) real)
n=1

n=—oo n=1

@ Resposta de sistemas LCIT com fun¢do de transferéncia H(s = jw):

y(t) = Z DoH(jnwo)e™ ! y(t) = GoH(0) + Z Ca|H(jnwo)| cos(nwot + 6, + £H(jnwo))
n=—o0 n=1
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Outros topicos sobre a série de Fourier
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Existéncia e Convergéncia

Questao fundamental: Quando a série de Fourier existe e converge?

Condicao para existéncia:
@ Os coeficientes ag, a,, b, devem ser finitos

@ Isso é garantido se x(t) for absolutamente integravel em um periodo:

/T0 [x(t)] dt < o0

Mas existéncia nao implica em convergéncia!
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Convergéncia de uma Série

Tipos de convergéncia:

@ Convergéncia uniforme: A série converge para x(t) com erro arbitrariamente pequeno usando
numero fixo de termos para todo t.

@ Convergéncia pontual: A série converge em cada ponto, mas pode precisar de diferentes nimeros
de termos para diferentes valores de t.

© Convergéncia na média: A energia do erro tende a zero quando N — oc.

Aula 12 - SSTC 40/78



Convergéncia na Média

Aproximacao por N termos:

N
xn(t) = ag + Z(a,, cos nwot + b, sennwot)

n=1

Erro de aproximacao:
e(t) = x(t) — xn(t)

Convergéncia na média:

N— oo

lim / le(£) dt = 0
To

Importante: A energia do erro pode ser zero mesmo se e(t) # 0 em pontos isolados!
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Condicao Suficiente para Convergéncia na Média

Se x(t) possui energia finita em um periodo:
Ix(t)[? dt < oo
To
entdo a série de Fourier converge na média para x(t).
Observacao:
@ Esta condicdo garante que os coeficientes s3o finitos

o E menos restritiva que a integrabilidade absoluta

@ Praticamente todos os sinais de energia encontrados em aplica¢les satisfazem esta condicdo
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Condicoes de Dirichlet

Critério alternativo para convergéncia pontual:
Se x(t) satisfaz as seguintes condigdes (Condigdes de Dirichlet):

@ x(t) é absolutamente integravel: / Ix(t)| dt < o0

To
@ x(t) tem apenas um nimero finito de descontinuidades finitas em um periodo
9 x(

t) tem apenas um ndmero finito de maximos e minimos em um periodo

Entdo a série de Fourier converge para x(t) em todos os pontos de continuidade.
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Convergéncia em Pontos de Descontinuidade

Teorema

Sempre que houver um salto de descontinuidade em x(t), a série de Fourier no ponto de
descontinuidade converge para a média dos limites do lado direito e esquerdo de x(t).

N

. o x(tT) +x(t7)
Nlﬂ;noo ,,:Z_N (série) = D @)
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Convergéncia em Pontos de Descontinuidade

Exemplo. Considere o sinal periddico:

x(t)=e"t? para0<t<m (8)

com periodo Ty = 7.

1
x(1) 12

=2 - 0 T 2 ==

Figura: Sinal exponencial decrescente periédico. Fonte: Lathi, 2000.
Emt=0:
e x(0M) =1
o x(07) = x(n) = e "/2=0,208
@ Série converge para: (1+0,208)/2 = 0,604
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Sintese de Sinais pela Série de Fourier

Objetivo
Demonstrar como sintetizar um sinal periédico somando suas componentes espectrais sequencialmente

Exemplo: Sintese do pulso quadrado

x(t) = % + 2 cos(t) - 3% cos(3t) + 53 cos(5t) — .. (9)

=n I
n -

Figura: Sintese progressiva do pulso quadrado. (a) Componente constante; (b) Adigdo da fundamental; (c)
Adi¢do da terceira harmdnica; (d) Adi¢do da quinta harménica; (e¢) Componentes até a décima nona harmédnica.
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Papel das Frequéncias na Forma de Onda

o Baixas frequéncias: afetam o comportamento em grande escala
e Altas frequéncias: determinam a estrutura fina (variagdes rapidas)

@ Mudancgas bruscas: necessitam de altas frequéncias na série

Taxa de Decaimento do Espectro

@ Sinais suaves: espectro decai rapidamente (poucos termos necess3rios)
@ Sinais com descontinuidades: espectro decai lentamente (muitos termos necessarios)

@ Sinais com descontinuidades em salto (ex.: onda quadrada): decaimento dos coeficientes
proporcional a 1/n

e Sinais suaves: coeficientes decaem mais rapidamente que 1/n (ex. onda triangular ~ o< 1/n?)

E. S. Tognetti (UnB) Aula 12 - SSTC 47/78



Cédigo MATLAB: Sintese Progressiva

% Parametros

TO = 2xpi;

t = linspace(—2xpi, 2*pi, 1000);

N_max = [1, 3, 5, 9, 19]; % Nimero mdximo de harménicos
figure;

for k = 1:length(N_-max)
N = N_max(k);

% Componente DC
x_synth = 0.5 % ones(size(t));

% Adiciona harménicos i{mpares
for n = 1:2:N

coeff = 2/(nxpi);

x_synth = x_synth + coeff % cos(nxt);
end

% Plotagem

subplot(length (N_max), 1, k);

plot(t, x-synth, 'b—', ’'LineWidth', 1.5);

title (['Sintese com até ', num2str(N), '’

xlabel ("t"); ylabel('x(t)"); grid on;

axis([—2xpi 2xpi —0.2 1.2])
end

harménicos ']);

Listing 1: Sintese progressiva do pulso quadrado
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Definicao
O Fendémeno de Gibbs € a oscilacdo persistente que ocorre préximo a descontinuidades quando se
aproxima um sinal pela série de Fourier truncada.

Caracteristicas:
@ Overshoot de aproximadamente 9% do salto
@ N3o diminui com o aumento do nimero de termos
@ As oscilagbes se concentram préximo a descontinuidade
@ A energia do erro tende a zero (convergéncia na média)

Implicagdes Praticas

@ Importante em processamento de sinais digitais
o Consideracdo no projeto de filtros
@ Uso de fungdes de janelamento para mitigar o efeito
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Cédigo MATLAB: Demonstracao do Fenémeno de

1 % Pardmetros para demonstrar o Fendmeno de Gibbs
2 TO = 2xpi;

3 t = linspace(—pi, pi, 2000);

4 N_terms = [5, 10, 50, 100];

5 % Sinal original (pulso quadrado)

6 x_original = (t >=—pi/2 & t <= pi/2);

7 figure;

8 for k = 1:length(N_terms)

9 N = N_terms(k);

10 % Sintese com N termos

11 x_-synth = 0.5 * ones(size(t));

12 for n = 1:2:N % Apenas harménicos impares

13 coeff = 2/(n*pi);

14 x_synth = x_synth + coeff % cos(nxt);

15 end

16 subplot(2, 2, k); plot(t, x-original, 'r—', 'LineWidth', 2);
17 hold on; plot(t, x-synth, ’'b—', ’'LineWidth', 1);
18 title (['N = ', num2str(N), ' harmdnicos']);

19 xlabel("t"); ylabel( ' Amplitude");

20 legend (' Original ', 'Sintese’, 'Location', 'best');
21 grid on; axis([—pi pi —0.2 1.2]);

22 % Destaque préximo a descontinuidade

23 xlim([—pi/2—0.5, pi/24+0.5]);

24 end

Listing 2: Visualizacdo do Fenémeno de Gibbs



Aplicacao Pratica: Andlise de Sinais de Audio

Exemplo: Onda Quadrada como Tom Musical

Uma onda quadrada de 440 Hz (L4 central) pode ser sintetizada usando:

x(t) = % sen(2m - 440 - t) + % sen(27 - 1320 - t) + % sen(27 - 2200 - t) + . .. (10)

Caracteristicas espectrais:
o Fundamental: 440 Hz
@ Harmonicos: 1320 Hz, 2200 Hz, 3080 Hz, ...
@ Som "rico" devido aos harmdnicos
o Diferente de uma senoide pura (som "limpo”)
Implicacoes:
@ Instrumentos musicais tém contetido harmonico caracteristico
o Equalizacdo ajusta diferentes bandas de frequéncia

@ Compress3o de dudio pode explorar redundancia espectral

E. S. Tognetti (UnB)
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Papel do Espectro na Forma de Onda

Sintese de sinal: Somar progressivamente as harmdnicas

Para a onda quadrada:

2 nm
+ — sen— cos nwyt
Z 2 0

nm

Aproximacoes sucessivas:
o N = 1: apenas a fundamental
o N = 3: fundamental + 32 harménica

e N=5,7,9,.... melhora progressiva

Figura: Sintese da onda quadrada com N harmdnicas. Fonte: Lathi, 2000.
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Fendmeno de Gibbs

Observacao importante: Nas descontinuidades, hd uma oscilacdo persistente!
@ O sobressinal (overshoot) é aproximadamente 9% da descontinuidade
@ Este overshoot nao desaparece com o aumento de N
@ A largura da oscilagdo diminui com N, mas a amplitude do pico permanece

Fendmeno de Gibbs: Comportamento oscilatério préximo a descontinuidades

A&Q e

()

——

(e)

Figura: Fenémeno de Gibbs em descontinuidade. Sintese de Fourier de um sinal continuo usando as primeiras 5
e 19 harmonicas. Fonte: Lathi, 2000.
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Exemplo MATLAB: Fenomeno de Gibbs

Caodigo para observar o fenomeno de Gibbs:

1 % Série de Fourier da onda quadrada

2 TO = 2*pi; w0 = 2xpi/TO;

3 t = linspace(-pi, pi, 1000);

4

5 for N = [1, 5, 15, 50]

6 x_N = 0.5 * ones(size(t));

7 for n = 1:2:N

8 x_N = x_N + (2/(n*pi)) * sin(nx*pi/2) * cos(n*wO*t);
9 end

10

11 figure; plot(t, x_N, ’LineWidth’, 2);

12 title ([’Aproximacao com N = ’, num2str(N)]);
13 xlabel (’t’); ylabel(’x_N(t)’);

14 grid on;

15 end
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Série de Fourier Generalizada

Analogia fundamental: Sinais s3o como vetores!
Para vetores:

@ Um vetor pode ser representado em diferentes sistemas de coordenadas
@ Base ortonormal: vetores mutuamente perpendiculares

@ Componente: projecdo do vetor na direcdo da base
Para sinais:

@ Um sinal pode ser representado por diferentes conjuntos de fungdes
@ Base ortogonal: fungdes mutuamente ortogonais

o Coeficiente: " projecdo”do sinal na direcdo da funcdo base
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Componente de um Vetor

Vetor 3D: x = x1€1 + xo€2 + Xx3€3
onde e1, e;, €3 sdo vetores unitarios ortogonais.

Figura: Representagdo de um vetor em um espago tridimensional. Fonte: Lathi, 2000.

Componente de x na direcdo de e;:
Xj = X-€;
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Analogia: Sinal como Vetor

Produto interno de sinais:

) = [ X0y (0 de

t

Norma (energia) de um sinal:

Ix[1? = (x,%) = / C (82 dt

Ortogonalidade: Sinais x(t) e y(t) sdo ortogonais se (x,y) =0
Ortonormalidade: (¢,, ¢m) = dnm (delta de Kronecker)
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Componente de um Sinal

Aproximacdo de x(t) por cy(t):

Minimizar a energia do erro:
t
3 :/ () — ey (£) 2 dt
5%
Solucao étima:
t *
(xy) Jo x(t)y*(t) dt
- - t:
(v,y) 2 y()2 dt

Se y(t) for normalizado (||y|| = 1), entdo:
c=(xy)
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Exemplo: Aproximacao por Sendide

Sinal: Onda quadrada no intervalo (0, 27)
Aproximacado: y(t) = sent

x(1)

1 —

0 ks 2m

-1

Figura: Aproxima¢ao de onda quadrada por c sent. Fonte: Lathi, 2000.

Calculo:

f027r x(t)sentdt 4
C—=m—FF—"—"7"7"—7— = —
7r

JET sen2t dt

Melhor aproximacdo: x(t) ~ 2 sent
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Extensdo para Sinais Complexos

Para sinais complexos x(t):

Produto interno:

b= [ X0y (@ o

t

E. = /t2 Ix(t)]? dt = /t2 x(t)x*(t) dt

t1 t

Energia:

Ortogonalidade:

(G / om(B)65(E {0’ m#

m=n
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Representacdo por Conjunto Ortogonal

Conjunto ortogonal: {¢;(t), p2(t), ..., on(t)}

Aproximacdo de x(t):
N
%(t) =) catn(t)
n=1

Coeficientes 6timos:

by S x(D)n(t) dt

" (ny bn) | pn(t)? dt

Energia do erro:
N
Ee - EX - Z |Cn|2Kn
n=1

onde K, = (¢n, dn)
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Convergéncia na Média

Se o conjunto {¢,(t)} for completo:

lim E. =0

N— oo

ou seja:

X(t ch¢n(t

lim
N—oo

Relacao de Parseval:
o0

Ex = Z |Cn|2Kn

n=1

Para conjunto ortonormal (K, =1):

o0
Ec=D el
n=1
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Série de Fourier como Caso Especial

Conjunto exponencial: {e/™0t}>

n=—o0
Ortogonalidade:
<ejmwgt7 ejnwot> _ e‘j(mfn)wgt dt = TO(Smn
To

Coeficientes: )

D, =—
n TO T

x(t)e™ ot dt
Série:

x(t) = f: D, &m0t

n=—oo

A série trigonométrica/exponencial de Fourier é um caso especial da série de Fourier generalizada!
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Conjunto Trigonométrico

Base trigonométrica: {1, cos nwot, sennwot}

Ortogonalidade:

/ 0, m#n
cos mwyt - cos nwot dt =
To T0/2, m:n;éO

/ 0, m#n
senmuwgt - sennwot dt =
To T0/27 m=n 7é 0

/ cos mwpt - sennwgt dt = 0 para todo m, n
To

Conjunto completo: Pode representar qualquer sinal periédico com energia finita!
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Exemplo: Polinomios de Legendre

Outro conjunto ortogonal no intervalo (—1,1):

go(t) =1
pi(t) =t
oa(t) = 53¢~ 1)

o5(t) = 5(5¢° ~ 31)

Ortogonalidade:

ny1y M=n

/ 11 Dm(£)00(2) dt = {072 mn

Qualquer sinal pode ser representado por polinémios de Legendre!
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Determinacao Numérica

Problema: Calcular D, a partir de amostras de x(t)
Definigao:

1 / .
=— [ x(t)e /"ot dt
To J1, (t)

Aproximacdo numérica: Usar soma de Riemann com Ny = To/T amostras:

Dn

No—1
Dy~ — Y x(kT)e/mokT . T
n TO kZ:O ( )
Simplificando:
1 Mol
Dnm — Y x(kT)e i2mnk/No
No =
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Relacdo com a DFT

Transformada Discreta de Fourier (DFT):

N()—]. )
X[n] =" x[kle /2mnk/No
k=0
Relacao:
D, ~ _X[n]
No
Erro:

@ Proporcional ao intervalo de amostragem T
@ Diminui com T — 0 (mais amostras)

@ Inerente ao calculo numérico de integrais

Pratico: Use FFT para cdlculo eficiente!
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Exemplo MATLAB: Célculo Numérico de D,

1 % Sinal periédico (exemplo: onda triangular)
2 TO = 2; w0 = 2xpi/TO;

3 Ts = 0.01; % Periodo de amostragem

4 NO = round(TO/Ts); % Nimero de amostras por periodo
5

6 % Gerar um periodo do sinal

7 t = (0:NO—1)*Ts;

8 x =1 — abs(2xt/T0 — 1); % Onda triangular
9

10 % DFT (usando FFT)

11 X = fft(x);

12 Dn = X / NO; % Coeficientes de Fourier

13

14 % Plotar espectro

15 n = 0:NO—1;

16 freq = n % w0;

17 figure;

18 stem(freq (1:NO/2), abs(Dn(1:N0/2)), 'filled ");
19 xlabel ('\omega (rad/s)");

20 ylabel (" |D:n|");

21 title ('Espectro calculado numericamente’);
22 grid on;
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Resumo: Convergéncia

Principais resultados:
@ Condicoes de Dirichlet: Garantem convergéncia pontual

o Integrabilidade absoluta
o Numero finito de descontinuidades e extremos

o Convergéncia na média: Garantida se x(t) tem energia finita
o Descontinuidades: Série converge para a média dos valores laterais
o Fenémeno de Gibbs: Overshoot de 9% préximo a descontinuidades
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Resumo: Série Exponencial

Forma compacta:
x(t) = Z D,e™* D, = %/ x(t)e It dt
Sl 0J1

Propriedades para x(t) real:

e D_, = D;} (conjugados)

o |D,| é parem w

e /D, é impar em w
Teorema de Parseval:

Z |Dal?

n=—o0
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Resumo: Andlise de Sistemas

Resposta a entrada periddica:
@ Entrada: x(t) = Y. D,e/"™ot
Q Saida: y(t) =Y D,H(jnwo)e/ et
@ Cada harmbnica é multiplicada por H(jnwy)

Interpretacao fisica:
@ Sistema modifica amplitude e fase de cada harménica
@ Filtros atenuam/amplificam seletivamente frequéncias

e Distor¢do ocorre se |H(jw)| ou ZH(jw) ndo forem ideais
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Resumo: Série Generalizada

Conceito fundamental: Sinais como vetores em espaco de Hilbert

Qualquer conjunto ortogonal completo {¢,(t)}:

_ _ (X, bn)
X(t) = Z": Cn¢n(t)7 Ch = <¢n;¢n>

Fourier é caso especial:
e Exponenciais {e/™°t} sdo ortogonais
@ Conjunto completo para sinais periddicos
@ Autofun¢des de sistemas LIT (razdo da escolhal)
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Aplicacbes da Série de Fourier

1. Analise espectral:
o Identificar componentes de frequéncia
o Determinar largura de faixa
@ Anilise de distorcao harmonica
2. Projeto de filtros:
@ Especificar resposta em frequéncia
@ Anilise de resposta a sinais periddicos
3. Processamento de sinais:
@ Compressdo de dados
e Equalizagcdo

e Modulagdo/demodulagdo

Aula 12 - SSTC 73/78



Aplicagdes (continuagdo)

4. Comunicacoes:

@ Andlise de sinais modulados

o Multiplexacao FDM

@ Anilise de ruido
5. Controle:

@ Andlise de resposta em frequéncia

o Estabilidade de sistemas

o Compensacdo de distirbios periddicos
6. Instrumentacao:

@ Analisadores de espectro

@ Medic3o de distorcdo harménica total (THD)
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Exercicio Pratico: Andlise Completa

Problema: Analisar onda quadrada através de filtro RC

1 % Parametros

2 TO = 2%pi; w0 = 2%pi/TO; RC = 1;

3 t = linspace (0, 2%TO0, 1000);

4 % Entrada: onda quadrada (séries até N=20)

5 x = 0.5 % ones(size(t));

6 Dn_in = [];

7 for n = 1:2:20

8 coef = (2/(n*pi)) * sin(n*xpi/2);

9 x = x + coef % cos(n*xwOxt);

10 Dn_in = [Dn.in; n, abs(coef), angle(coef)];

11 end

12 % Saida do filtro

13 y = 0.5 % ones(size(t));

14 for n = 1:2:20

15 H=1/(1 + 1j*nxw0xRC);

16 coef = (2/(n*pi)) * sin(n*xpi/2);

17 y =y + abs(coef*H) % cos(n*wOxt + angle(coefxH));
18 end

19 % Plotar

20 figure; subplot(2,1,1); plot(t, x, 'b’, 'LineWidth', 2);
21 title('Entrada’); grid on;

2 subplot(2,1,2); plot(t, y, 'r’', 'LineWidth', 2); title('Saida’); grid on;
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Exercicios Propostos

1. Determine a série exponencial de Fourier de:
@ Trem de pulsos retangulares
@ Onda triangular
@ Onda dente de serra
2. Verifique o Teorema de Parseval para os sinais acima
3. Para um filtro passa-baixas H(jw) = #0/100:
@ Determine a saida para entrada senoidal retificada
@ Calcule a distorcdo harmonica
4. Aproxime x(t) = e' no intervalo (—1,1) usando:
@ Série de Fourier trigonométrica
@ Polinémios de Legendre

Compare as energias de erro.
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Exercicios Propostos (continua¢ao)

5. Implemente em MATLAB:
@ Cilculo numérico de coeficientes D, via FFT
@ Visualizagdo do fendmeno de Gibbs
@ Anilise espectral de sinais periddicos compostos
6. Demonstre que:
@ Um deslocamento temporal muda apenas a fase do espectro
@ Compressdo no tempo expande o espectro
o A derivada de x(t) multiplica D,, por jnwg
7. Para um amplificador com caracteristica de ceifamento, determine:
@ Os coeficientes de distor¢do harmdnica
@ A distorcdo harmédnica total (THD)
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