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Revisdao: Série de Fourier para Sinais Periddicos

Sinal Periédico

Um sinal x(t) é periédico se x(t) = x(t + To) para todo t, onde Ty é o periodo fundamental.

Série Exponencial de Fourier:
x(t)= > Dye™ (1)
n=—o00

onde wo = 3T é a frequéncia fundamental e

Dn,

= x(t)e im0t t 2
To Iz, (t) (2)
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Espectro Discreto de Sinais Peridédicos

Para sinais periédicos, o espectro é discreto

As componentes espectrais existem apenas em frequéncias miltiplas de wy:

0, :|:w0, :|:2(,U0, :|:3w0, e

Os coeficientes D,, representam a amplitude de cada componente espectral

O espectro consiste de linhas espectrais com amplitudes finitas

A Série de Fourier s6 se aplica a sinais periédicos. E quanto aos sinais ndo periddicos?
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Motivacao: Analisando Sinais Nao Periédicos

Desafio: Ideia Fundamental:
@ A maioria dos sinais praticos sio nao @ Sinal n3o periédico = sinal periddico com
periédicos To — 00
@ Exemplos: pulsos, degraus, exponenciais @ Quando Ty — oo:
decrescentes o wy—0
o Como representd-los em frequéncia? o Espectro discreto — espectro continuo

A Transformada de Fourier é o limite da Série de Fourier quando Ty —
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Passo 1: Construindo um Sinal Periddico a partir de x(t)

Dado um sinal ndo periddico x(t), construimos um sinal periédico xr,(t) que:
@ Repete x(t) a cada Ty segundos
@ Quando Ty — o0, x7,(t) = x(t)

x(1)

/N
/

-1, _T

Figura: Constru¢do de um sinal periédico pela extens3o de x(t). Fonte: Lathi, 2000.

lim x7,(t) = x(t)

To— o0
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Passo 2: Série de Fourier de x7,(t)

O sinal periédico x1,(t) pode ser representado pela série de Fourier:

xr(t) = D Daelet 3)
n=—o00
onde os coeficientes s3o:
D,=— x7,(t)e /"0t dt (4)
To J-1,)2
Observagédo importante: Como xt,(t) = x(t) no intervalo (—To/2, To/2):
1 [ :
D, == x(t)e /™0t dt (5)
To J_oso
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Passo 3: Definindo a Fungdo X(w)

Definimos uma fungdo continua de w:
X(w) = / x(t)e =t dt (6)

Relacao com os coeficientes D,:
Comparando com a Eq. (5), observamos que:

D,, = —X(nwo) (7)

Interpretacao

Os coeficientes D, sio amostras de %X(w) espagadas de wp!
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Evolucdo do Espectro quando Ty Aumenta

D, Envelope
1
75 X(@)

lo

Figura: Mudanga no espectro de Fourier quando o periodo Ty é dobrado. Fonte: Lathi, 2000.

Envelope

X(a))

w —>

Quando dobramos Tj:
o A frequéncia fundamental wg = 27/ Ty é dividida pela metade
@ Aparecem mais componentes espectrais (espectro mais denso)
@ As amplitudes D, diminuem (envelope %X(w) diminui)
(]

A forma do envelope X(w) permanece a mesmal!
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Passo 4: Substituindo D, na Série de Fourier

Substituindo a Eq. (7) na Eq. (3):

1 )
m(t)= D, X (o)t (®)
n=—oo
Lembrando que wy = 2T—7; podemos escrever %0 = 2
oo
X(nw ;
xr,(t) = Z (QWO)woemwot ©)
1 & -
x1(t) = o > X(nwo)e™twy (10)
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Passo 5: Introduzindo a Notacao Diferencial

Quando Ty — oo, temos wy — 0 (infinitesimal).

E apropriado substituir wy por uma notacdo diferencial Aw:

2
Aw=wg = % (11)
A Eq. (10) se torna:
1 e}
x7,(t 2— Z (nAw) MYt N (12)

Interpretacédo: A série de Fourier representa x7,(t) como soma de exponenciais com frequéncias
0, +Aw, £2Aw, £3Aw, . ..
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Passo 6: Tomando o Limite Ty — oo

No limite quando Ty — oc:
@ Aw — 0 (torna-se infinitesimal)
o x7,(t) — x(t)

@ A soma se torna uma integral!

I =
Toinoo XTO(t) Aw—>0 271’

Z X(nAw)e™t Aw (13)

Da Soma a Integral

Como nAw — w (varidvel continua) e Aw — dw:

x(t) = / X(w)e*tdw (14)
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Interpretacao Geométrica da Integral

X(w)e™!

Area = X(nAw)e"“'Aw

0 e ©>
Figura: A série de Fourier se torna a integral de Fourier no limite To — oo. Fonte: Lathi, 2000.
A soma torna-se a area sob a curva:
e O termo 5= X(w)e/“t representa a "altura”da fungio

@ dw representa um elemento infinitesimal de "largura”

@ A integral soma todas essas contribui¢cdes infinitesimais
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Par de Transformadas de Fourier

Obtivemos com sucesso a representacdo de um sinal ndo periédico pela Integral de Fourier!

Transformada de Fourier Direta

X(w) = /oo x(t)e tdt = F{x(t)} (15)

— 00

Transformada de Fourier Inversa

x(6) = o /_ " X(@)etd = FHX(w)}

Notacdo: x(t) <= X(w) ou x(t) <= X(w)
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Comparacdo: Série vs. Transformada de Fourier

Caracteristica Série de Fourier | Transformada de Fourier
Tipo de sinal Periddico N3o periddico
Periodo To finito To — o

Freq. fundamental wo =27/ Ty wo — 0

Espectro Discreto (linhas) Continuo
Representacao Soma >’ Integral f
Frequéncias 0, wo, F2wgq, . . . Todas as freq. w
Coeficientes D,, (finitos) X(w) (densidade)
Amplitude Amplitude finita Amplitude infinitesimal

Conclusao: A Transformada de Fourier é a generalizagdo natural da Série de Fourier para sinais
aperiddicos!
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Interpretacdo Fisica: De Discreto a Continuo

Série de Fourier (Sinal Periédico):
@ Soma de componentes discretas com amplitudes finitas D,

@ Frequéncias espacadas de wyq

Transformada de Fourier (Sinal Ndo Periédico):
@ Soma de componentes continuas com amplitudes infinitesimais
@ Todas as frequéncias presentes
@ X(w) é a densidade espectral por unidade de largura de banda

Conceito Fundamental

X(w) ndo é a amplitude em w, mas sim a densidade espectral. A contribuicdo das componentes na
faixa dw é 2L X(w)dw.
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Um Maravilhoso Ato de Equilibrio

O Paradoxo Aparente

Quando Ty — oo:
e D, — 0 (amplitudes — zero)

@ Mas ainda conseguimos sintetizar x(t)!

Como?
@ Apesar de D, — 0, temos infinitas componentes
o A quantidade D,Aw = %7‘:0) permanece finita

e No limite, 5= X(w)dw € a contribuicio infinitesimal, mas a integral sobre todas as frequéncias
reconstréi x(t)
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Visualizando a Transicao: Pulso Retangular

Considere um pulso retangular de duracao finita.

A medida que Tp aumenta:
@ Ty = 47: Espectro com linhas espacadas de wg = 7/(27)
@ Ty = 87: Espectro com linhas espacadas de wyg = 7/(47) (mais denso)
@ To = 167: Espectro com linhas espagadas de wg = 7/(87) (ainda mais denso)
@ Ty — oo: Espectro continuo (linhas infinitamente préximas)

sinc (x)

Z3m —Zn\/—n

Figura: Transi¢cdo do espectro discreto para continuo. Fonte: Lathi, 2000.
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Exponencial Decrescente

Determine a Transformada de Fourier de x(t) = e~?'u(t), com a > 0.
Solucao:

X(w) :/ e_atu(t)e_j“’tdt:/ e—ate—jwtdt:/ e—(a+jw)tdt
—0o0 0 0

_ [ e—(a+jw)t :|OO _ 1 _ 1 e—jarctan(w/a)
—(a+jw)], atjw Va2 +w?
o 1
Fle () = ;=0 20 (17)

Observagdo: Para a < 0 (exponencial crescente), a transformada n3o existe!
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Espectros de Amplitude e Fase
= 317 = (X)X

Para x(t) = e~?*u(t) com a > 0: X(w) =
Espectro de Fase:

Espectro de Amplitude:
£X(w) = —arctan (g)

1

Xl =

@ Funcido par de w
@ Méximo em w =0: |[X(0)] =1/a

@ Funcdo impar de w

e /X(0)=0
o Tende a —7/2 para w — oo

o Decai com |w|
Va | W)

x(1)
o
2

e~ Mu(t)

w >

o |

| 0
T LX)

SE)

Figura: Espectro de e~ *'u(t). Fonte: Lathi, 2000
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Verificagdo com MATLAB/Octave

1 % Parametros

2 a =1; % Constante de decaimento

3 t = linspace(0, 5, 1000); % Vetor de tempo

4 omega = linspace(—10, 10, 1000); % Vetor de frequéncias
5

6 % Sinal no tempo

7 x = exp(—ax*t);

8

9 % Transformada de Fourier (analitica)

10 X = 1./(a + 1jxomega);

11

12 % Gréaficos

13 figure;

14 subplot(2 2,1); plot(t, );

15 title ('x(t ): e {—at}u(t)’); xlabel('t"); ylabel('x(t)");
16

17 subplot(2,2,2); plot(omega, abs(X));

18 title ('|X(\omega)|'); xlabel(’'\omega'); ylabel( ' Espectro de Amplitude’);
19

20 subplot(2,2,3); plot(omega, angle(X));

21 title('\angle X(\omega)'); xlabel( '\omega'); ylabel( ' Espectro de Fase (rad)');

Listing 1: Transformada de Fourier de exp(-at)u(t).

Observacao: Este cddigo verifica a expressdo analitica obtida.
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Pulso Exponencial Bilateral

Determine a Transformada de Fourier de: x(t) = e 2ltl 2 >0

Dica:
o Divida a integral em duas partes: t <0et >0
o Use [t|] =—tparat<Oelt|=tparat>0

Resposta esperada: X(w) = ;%z

Observacdo: Este é um espectro real e par, pois x(t) é real e par.
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Solucdo

Calculo:

X(w) = / e ?ltle=wt gy

/ E‘ Jwtdt+/ 7atefjwtdt

0
_Jw)tdt+/ —(a+Jw tdt

e —Jw)t e—(atjw)t 1°°
[ e,
1
a—jw a+jw
_ (a+jw)+(a—jw)
(a—jw)(a+jw)
_ 2a
i
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Transformada do Degrau Unitario

@ Determine F{u(t)}.

Abordagem: Considere u(t) = lim,_o e~ u(t)

Como e~?*u(t) & 3, podemos escrever:
I a W
a+tjw &% +w? P

Quando a — 0:
® 15 — m(w) (drea = 7 Va, concentrada em w = 0)

1 ~
° 75 — ; (funcdo impar)

1
u(t) & mo(w) + o
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Transformada do Degrau Unitario

Abordagem: Considere u(t) = lim,_o e u(t)

Como e~ ?u(t) & quando a — O:

_1
at+jw’

1
u(t) & mow) +

u(t)

ey (1)

0 t—= 0 o —>

Figura: Transformada de Fourier da fun¢io degrau. Fonte: Lathi, 2006.
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Funcao Pulso Retangular

@ Considere a fungdo pulso ou porta unitéria (em inglés, gate):

0, Ix| >1/2
ret(x) =< 1/2, |x|=1/2
1, Ix| < 1/2
1 ret (x) 1 ret (%)
X —>
_1 0 1 T 0 T X
2 2 2 2

(a) (b)
Figura: Fungdo ret(x) e ret(%). Fonte: Lathi, 2000.
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Pulso Retangular

Determine a Transformada de Fourier do pulso:
x(t) = Aret( t)
T

Solucao:

e} i T/2 .
X(w) = / x(t)e ¥t dt = / Ae—itdt

—00 —7/2
. /2 . .
Jwt JwT /2 _ AjwT/2
A [e _ ] e
—Jw —7/2 —Jw
:A—2jsen.(w7'/2) _ A sen(wt/2)
—jw wt /2
. jwT
X(w) = Arsinc (7) (18)
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Funcao Sinc

@ Fun¢do sinc!:
i sen(x)
sinc(x) = o)
sinc (x) l ) (371”)
<2AT 27N ™ \/Z'n' 3m x> LNH- ‘ 0 Iz 147 o>
\ ) 3 3 3
1
X

Figura: Fun¢do sinc(x). Fonte: Lathi, 2000.

sen(mx)

INa literatura, pode-se encontrar também sinc(x) = m(
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Pulso Retangular

X(w) = 7sinc (%)

Caracteristicas:
@ X(0) = 7 (mdximo no centro)
@ Primeiros zeros em w = j:27’r
@ Lobulo principal contém a maior parte da energia

~~ largura de banda aproximada é 27/7 rad/s ou 1/7 Hz (considera-se apenas w > 0)

x() x(y \

r— _am~Son [0 20T 4n
T T

) X
lr X
27 4w
. 0>
_4m 2w |0 27 4m w—> _Am _2m |0
T T T T T T
]

Figura: Pulso retangular e seu espectro. Fonte: Lathi, 2000.

. 0
2
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Visualizagdo com MATLAB /Octave

1 % Parametros

2 A= 1; tau = 2;

3 t = linspace(—3xtau, 3xtau, 1000);

4 omega = linspace(—4*pi/tau, 4%pi/tau, 1000);
5

6 % Sinal no tempo

7 x = A % (abs(t) <= tau/2);

8

9 % Transformada de Fourier

10 X = Axtau * sinc(omegaxtau/(2%pi));

11

12 % Graficos

13 figure;

14 subplot(2,1,1); plot(t, x, 'LineWidth', 2);
15 title ('Pulso Retangular x(t)');

16 xlabel ("t (s)'); ylabel('Amplitude’);

17 grid on; axis([—3%tau 3%xtau —0.2 1.2x%A]);

18

19 subplot(2,1,2); plot(omega, X, 'LineWidth', 2);
20 title ('Espectro X(\omega)');

21 xlabel ("\omega (rad/s)'); ylabel('X(\omega)');
22 grid on;

Listing 2: Transformada de Fourier de x(t)
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Quando a Transformada de Fourier Existe?

Questao: Nem todos os sinais possuem Transformada de Fourier!

Condicdo Suficiente: Energia Finita

Se x(t) possui energia finita: [~ _|x(t)[?dt < oo entdo X(w) existe e é finita.

Exemplos:
v e ?ty(t) coma>0 (exponencial decrescente)
v" Pulsos de duragao finita
x e?u(t) com a>0 (exponencial crescente)

x u(t) (requer tratamento especial com impulsos)
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Condicoes de Dirichlet

Critério alternativo para convergéncia:

A Transformada de Fourier X(w) de x(t) converge se:
7 . 7 . o0
Q x(t) é absolutamente integravel: [~ |x(t)|dt < oo
@ x(t) possui um nimero finito de maximos e minimos em qualquer intervalo finito

@ x(t) possui um nimero finito de descontinuidades finitas em qualquer intervalo finito

Convergéncia

Nos pontos de descontinuidade, a integral de Fourier converge para a média dos valores a esquerda e a
direita.
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Avaliacao Fisica: Espectro como Densidade

Para sinais periddicos:
@ Espectro discreto com componentes de amplitude finita D,

@ D, representa a amplitude da componente em nwyg

Para sinais nao periodicos:
@ Espectro continuo
@ Amplitude de qualquer componente individual é zero!
@ X(w) é a densidade espectral por unidade de largura de banda
e A contribuicdo das componentes em [w,w + dw] é: 55 X(w)dw = X(w)df onde df = 32 é a
largura de banda em Hz

X(w) ndo é a amplitude em w, mas sim a densidade de amplitude por Hz.
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Exercicio: Relacao entre Série e Transformada

Considere um trem de pulsos periédico com periodo T e largura de pulso 7.

Tarefas:
@ Determine os coeficientes da Série de Fourier D,
@ Determine a Transformada de Fourier de um tnico pulso x(t)
@ Verifique que D, = %X(nwo)

@ Plote o espectro para diferentes valores de Ty e observe a transi¢do

Objetivo: Visualizar na prética a passagem do espectro discreto para continuo.
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Exercicio: Cédigo MATLAB/Octave

1 % Parametros

2 tau = 1; A= 1;

3 TO_-values = [4xtau, 8xtau, 16xtau, 32%tau];
4

5 figure;

6 for i = 1:4

7 TO = TO-_values(i);

8 omega0 = 2% pi/TO;

9

10 % Coeficientes da série de Fourier

11 n = —20:20;

12 Dn = (Astau/TO0) * sinc(nkxomegaOxtau/(2xpi));
13

14 % Transformada de Fourier do pulso dnico

15 omega = linspace(—4*pi/tau, 4xpi/tau, 1000);
16 X = Axtau % sinc(omegaxtau/(2xpi));

17

18 subplot(2,2,i);

19 plot (omega, X/TO, 'b—'); hold on;

20 stem (nxomega0O, Dn, 'r’', 'filled');

21 title (['T-0 = ' num2str(TO/tau) '\tau']);

22 xlabel ("\omega (rad/s)'); ylabel( ' Espectro’);
23 legend ('X(\omega)/T-0', 'D.n’"); grid on;

24 end

Listing 3: Transformada de Fourier do pulso
E.S. Tognetti (UnB)



Aplicacoes da Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier é fundamental em diversas areas:

Processamento de Sinais: Sistemas de Controle:
@ Andlise espectral @ Resposta em frequéncia
o Filtragem @ Andlise de estabilidade
@ Modulagdo @ Projeto de controladores

@ Compress3do de dados ,
Outras Areas:

Comunicacoes: @ Processamento de imagens
@ Anidlise de canais o Aclstica
@ Design de sistemas ° éptica
@ Multiplexacdo @ Andlise de vibracdes
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Conceitos-Chave para Memorizar

o~ . T To— . ~ T
@ Transicio Fundamental: Sinal Periédico ——=> Sinal N3o Periédico
&ri ap . . T .
Série de Fourier ——>° Transformada de Fourier Espectro Discreto ——— Espectro Continuo

@ Relacdo entre coeficientes: D, = %X(nwo)

@ X(w) é densidade espectral, ndo amplitude!

0o Aw—0 0o
n=—oo f—oo

© Da soma a integral: >
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Férmulas Essenciais

Par de Transformadas de Fourier

X(w) = /00 x(t)e™#*tdt (Direta)

— 00

x(t) = % /_oo X(w)etdw (Inversa)

Transformadas Basicas

1
e u(t) —, a>0
a+jw
2a
—alt|
e ? (:>a2+w2’ a>0

rect,(t) <= 7sinc (E)
i 2m

o
E. S. Tognetti (UnB)
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Leitura Recomendada

Para esta aula:
o Lathi, Capitulo 7, Secdo 7.1 (paginas 599-606)

o Representacido de Sinais ndo Periédicos pela Integral de Fourier
o Avaliagdo Fisica da Transformada de Fourier
Material complementar:

e Oppenheim, Capitulo 4 - Fourier Transform (abordagem alternativa)

o Lathi, Capitulo 6 - Revisdo da Série de Fourier (se necessério)

Videos recomendados:
@ "But what is the Fourier Transform? A visual introduction- 3BluelBrown
e MIT OpenCourseWare - Signals and Systems (Aulas sobre Fourier)
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Davidas Frequentes

1. Por que X(w) tem unidade diferente de x(t)?
Porque X(w) é uma densidade. Se x(t) tem unidade [V], entdo X(w) tem [V-s] ou [V/Hz].

2. Por que aparece % na transformada inversa?

Convencdo de normalizagdo. Alguns autores usam \/% em ambas as equagdes.

3. Quando usar Transformada de Fourier vs. Laplace?
o Fourier: Anilise espectral, resposta em frequéncia, sinais de energia
o Laplace: Anilise de sistemas, condicdes iniciais, sinais causais

4. O espectro de um sinal real é sempre simétrico?
Sim! Para x(t) real: X(—w) = X*(w) (simetria Hermitiana).
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Série de Fourier

Sinal Periddico
Ty finito
Espectro Discreto
Z Dnejnwot

To—)OO
A

Resumo: A Grande Transicao

D, (finitos)
Frequéncias
discretas
nwo

wo—0

Transformada
de Fourier

Sinal Aperiédico
To — 0
Espectro Continuo
= [ X(w)e/*tdw

X(w) (densidade)
Todas as
frequéncias
w continuo
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Reflexao Final

"A Transformada de Fourier nos permite ver sinais de uma perspec-
tiva completamente diferente: do dominio do tempo para o dominio
da frequéncia.”

O que aprendemos hoje:
@ Sinais aperiddicos podem ser decompostos em componentes de frequéncia
@ O espectro torna-se continuo (densidade espectral)
@ A transformada é uma ferramenta poderosa para andlise de sinais e sistemas

@ A base matemadtica estd na extens3o natural da Série de Fourier
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