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Revisao: Transformada de Fourier

Na aula anterior (Se¢do 7.1), estudamos a representagdo de sinais ndo periddicos pela integral de
Fourier.

Par de Transformadas de Fourier:

X(w) = /OO x(t)e“tdt (Transformada Direta) (1)
x(t) = % /_OO X(w)e™* dw (Transformada Inversa) 2)
Notacdo de 7 {x(t)} = X(w) e F7H{X(w)} = x(t): x(t) & X(w)

Hoje: Transformadas de fungdes Uteis, propriedades, transmissdo de sinais e filtros.
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Propriedades da Transformada de Fourier

Importancia das Propriedades

As propriedades da transformada de Fourier sdo fundamentais para:
Determinar transformadas de funcdes complexas

Simplificar célculos

Entender relagdes entre dominio do tempo e frequéncia

Aplicagcdes em processamento de sinais

Propriedades que estudaremos:

@ Linearidade

@ Escalamento

© Dualidade

@ Deslocamento (tempo e frequéncia)
@ Diferenciac3do e integracdo

@ Convolugio
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Propriedades Basicas da Transformada de Fourier

Linearidade
Se x1(t) <= X1(w) e x2(t) <= Xz(w), entdo:

axi(t) + bxa(t) <= aXi(w) + bXz(w)

Propriedade do Conjugado

Consequéncias:

o |X(w)| é uma fungdo par: |X(—w)| = |X(w)]
o /X(w) é uma fungdo impar: £X(—w) = —£LX(w)
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Propriedade de Escalamento

Propriedade de Escalamento no Tempo:

Se x(t) & X(w), entdo:
x(at) & ﬁX (g)

Interpretacao:
e Compressdo no tempo (|a] > 1) = expans3o na frequéncia
@ Expansdo no tempo (|a| < 1) = compressdo na frequéncia

@ Principio fundamental: Duracdo e largura de banda s3o inversamente proporcionais

Caso especial (a = —1):
x(—t) & X(—w)

Reversdo temporal < Reversdo na frequéncia
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Propriedade de Escalamento

x(1)

1 X(w)

<> Z
_T 0 T t—= 4 27 27 47w —=
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x(t) X(w)
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0, . \./_; g\/ > ——

Figura: llustracdo da propriedade de escalamento no tempo. Fonte: Lathi, 2006.

Reciprocidade entre duracao do sinal e largura de banda

A propriedade de escala implica que, se x(t) for mais largo, seu espectro serd mais estreito, e vice-versa.
Duplicar a duracao do sinal reduz pela metade sua largura de banda, e vice-versa. Isso sugere
que a largura de banda de um sinal é inversamente proporcional a duragdo ou largura do sinal.
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Dualidade Tempo-Frequéncia

Propriedade da Dualidade:
Se x(t) & X(w), entdo:

‘X(t) & 2x(—w) ‘

Interpretacao: As equacdes direta e inversa s3o quase simétricas:

X(w) = / T (t)e et dr

x(t) = %/ X(w)e*t dw

Diferencas: fator 27 e sinal do expoente.

Aplicacao: Se conhecemos um par, automaticamente conhecemos o dual!
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Exemplo da Dualidade

@ Aplicar dualidade ao pulso retangular.

Sabemos que: ret (£) < 7sinc ()

1 w
Pela dualidade: 7sinc (i2) < 27 ret (=2) = 27 ret (¥ sinc(mBt) & —ret (—)
( 2 ) ( T ) (7—) ( ) B 2B
| X(w)
— / \
= Jo = i— N2 | 2\ > ——
2 2 T
X(w)
x(1) 2w
/ \ —
_am~S2m 27\ 4 - N

Figura: llustragdo da dualidade. Fonte: Lathi, 2006.
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Transformada do Impulso e Constante

Impulso unitario:

F5(t)) = /_Oo S(t)etdt =1 [o(t) = 1

F1 = et gr — 1a2
{6(w)} o /_Oo d(w)e dt o < 21d(w)
~~ pode ser obtido por meio da propriedade de dualidade.

(1) = 5() X() =1 X =1 X(@) = 2m5(w)

o t—> 0 o —> 0 t—> 0| w —>

Interpretacao: Um sinal constante no tempo possui toda sua energia concentrada em w =0
(componente DC).
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Exercicio: Dualidade

Exercicio: Dado que a transformada de Fourier de e—2Itl é: e2ltl &

2+w2
Use a propriedade da dualidade para determinar a transformada de Fourier de: x(t) = 322—+at2
Solugdo: Aplicando a dualidade com x(t) = e~?ltl e X(w) = azi—awz:

X(t) = m = 27TX( ) = 2re— 2wl = ore—alwl

2a
Resposta: | ——— < 27e
P a2 + t2

—alw|
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Exemplo: Transformada da Funcao Sinal

@ Determine F{sgn(t)}, onde

1, t>0
sgn(t)=¢0, t=0
-1, t<0

Solucdo: Observe que:
o sgn(t) = u(t) — u(—t) =2u(t) -1
@ Ou considere sgn(t) = limy_o[e ™ u(t) — e u(—t)]

Usando propriedades da transformada:

Flsgn(t)} = 2F {u(t)} - F{1} =2 (ms(w) ; J%) o) = 2
sgn(t) < J%
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Deslocamento no Tempo

Propriedade de Deslocamento no Tempo:
Se x(t) & X(w), entdo:

x(t — tg) & X(w)e 7w

Interpretacao:
o O espectro de amplitude ndo muda: |X(w)| permanece igual
o O espectro de fase ganha um termo linear: ZX(w) — wty

@ Atraso no tempo = Deslocamento de fase linear
Significado fisico: Para obter o mesmo atraso ty, componentes de frequéncia mais alta precisam de

maior deslocamento de fase:
Deslocamento de fase = wiy
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Deslocamento na Frequéncia

Propriedade de Deslocamento na Frequéncia:
Se x(t) & X(w), entdo:

x(t)ef*t & X(w — wp)

Interpretacao:

@ Multiplicagdo por exponencial complexa no tempo desloca o espectro
e Exemplo: Exponencial complexa: e/“°t

Usando a dualidade e deslocamento na frequéncia:

F{1} =2ré(w) = F{1-&“"} =2r5(w — wp)

e/t o 276 (w — wo)
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Transformada de Exponenciais Complexas

Sendides:

ejw()t _|__ e*jo.)[)t ejwﬂt — e_.iwot
_ Sen(wot) =

cos(wot) = 5 5j

‘ cos(wot) < m[0(w — wo) + d(w + wo)] ‘ ‘ sen(wot) < jr[d(w + wo) — 6(w — wo)] ‘
cos wyt 1 X(w)

AANNAS = -
TRV AVATATAV N

Figura: Sinal cosseno e seu espectro de Fourier. Fonte: Lathi, 2006.
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Transformada e Série de Sinal Senoidal

Sendides:
efwot + e—jwot
cos(wot) = - 2 cos(wot) = Dyt 4 D_; + e~I*0t
1
| cos(wot) & m[5(w — wo) + 6(w + wp)] | Di=Dy=
| X(w)] | D

m w 1/2 1/2

wo T " (rad/s) wo T (rad/s)

Figura: Sinal cosseno e seu espectro de Fourier dada pela transformada (esquerda) e pela série (direita) de
Fourier.
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Deslocamento na Frequéncia: modulacdo em amplitude

@ Seja o sinal x(t) = cos(w;yt) modulado da seguinte forma:
(ejw1t+e—jw1t) (ejwot + e—jwot)

y(t) = x(t) cos(wot) =

2 2
1 [ eflwotw)t 4 g=i(wotw)t  gilwo—wi)t 4 g—i(wo—wi)t 1 .
=5 < 2 + 5 ) =5 cos((wo + w1)t) + 3 cos((wo — wi)t)
Al [} V()
y()*®
) ‘ ﬂ ) 1 ! /2 /2 /2 /2
VV : W4 VV T b
—05 |
-1+ L1 b —wo o y
—(wg +w1)  —(wg — w1) wo — w1 wo + w1 (rad/s)

Figura: Esquerda: sinal x(t) = cos(wit), w1 = 1 rad/s (vermelho), e sinal modulado y(t) = x(t) cos(wot),
wo = 20 rad/s (azul). Direita: espectro de y(t), Y(w), como sendo o espectro de x(t), X(w), deslocado em
torno de wp.
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Deslocamento na Frequéncia: modulacdo em amplitude

Modulacao com sendide:

x(t) cos(wot) = % (ef0t 4 e740t) = | x(t) cos(wot) & %[X(w —wp) + X(w + wp)]
w," | - / \

(a) (b)

x(1) cos wyt

—x(t)

Figura: A modulagdo em amplitude de um sinal resulta no deslocamento espectral. O espectro é deslocado para
dwp. Fonte: Lathi, 2006.
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Deslocamento na Frequéncia

Determine e trace a transformada de Fourier do sinal modulado x(t) cos 10t no qual x(t) é um pulso de
porta ret(t/4).

Como ret (£) < 7sinc (&),

x(t) cos(10t) < % (X(w+10) + X(w — 10)) = x(t)cos(10t) < 2sinc(w + 10) + 2sinc(w — 10)

x(1)

X(w) p4
<=
Av
) 2 = Y rr)d | vﬂ © —=—
2 2
(a) (b)
x(r) cos 101
-12
N ]0\/ 0 N 10 A p—

Figura: Um exemplo de deslocamento espectral usando modulagdo em amplitude. Fonte: Lathi, 2006.
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Propriedade de Diferenciacio no Tempo

Diferenciacao no Tempo:
Se x(t) & X(w), entdo:

dx(t)
dt

< jwX(w)

Generalizando para n-ésima derivada:

d"x(t)
dtn

& (jw)'X(w)

Interpretacao:
@ Derivacdo no tempo < Multiplica¢do por jw na frequéncia
@ Componentes de alta frequéncia sdo amplificadas
o Util para sinais definidos por partes

Dual - Diferenciacao na Frequéncia:

d"X(w)
dw"

(=jt)"x(t) &




Propriedade de Convolucao

Convolucao no Tempo:
Se x1(t) & Xi(w) e x2(t) & Xo(w), entdo:

() +0(t) & Xi(w)Xo(w) ]

Convolucao na Frequéncia:

s (B)(t) < %Xl(w) « Xo(w)

Interpretacao:
@ Convolugdo no tempo < Multiplicagdo na frequéncia
@ Multiplicacdo no tempo < Convolu¢do na frequéncia

@ Base da andlise de sistemas LIT
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Propriedade de Integracao no Tempo

@ Integrar é convoluir com o degrau

x(t)*u(t):/oo X(T)u(t—T)dr_/t x(7)dr

— 00 — 00

Integracao no Tempo:

Da propriedade de convolugdo no tempo:

t

x(t) * u(t) :/

—00

x(7)dT <= X(w) [Jiw I W(S(w)} = % + 7X(0)d(w)
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Exercicios

Exercicio 1. Utilize a propriedade de convolugdo no tempo para mostrar que

1

e_atu(t) * e_btu(t) = E

[e77 — e~ P u(t)

Exercicio 2. Utilize a propriedade de diferenciacdo no tempo para obter a transformada de Fourier do
pulso triangular A(t/7).
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Exercicio 2.

X(w)
T (0T
2s1nc(4)
_8m 4w 0 4m 8w
T T T T
w —»

{t

I

1 x(t) = A(L)
_T 0 T t—>
2 2
2 dx
T dt
T
2
_z 0 >
2 2
T
2 d*x 2
T i T -
d*x
_ 0 T > dr?
2

Figura: Uso da propriedade da diferenciagdo para resolver o Exercicio 2.
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Exercicio 2.

-2l 3) 0033

e Propriedade de diferenciagcdo no tempo:
d’x
dt?

e Propriedade de deslocamento no tempo:

= (jw)*X(w) = —w?X(w)

5t —ty) — e Jwb
e Obtendo a transformada de Fourier:

—w2X(w) = % [ej(“”/2) -2+ efj(‘”/Q)] = é (cos% — 1) = —g sen? (ﬂ)

e, portanto,

FA(t/7)) = X(w) = o—sen® () = T {M} = Tsine? (1)

2 4 wt /4
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Pares de Transformadas de Fourier

No. x(t) X(w)
1
1 e~ ?u(t) - a>0
a—l—ljw
2 e?u(—t) - a>0
a— jw
_ 2a
3 e—altl R a>0
1
4 te™?tu(t —_— a>0
(® .
n!
5 t" —at t I 0
e tu(t) (a7 jw)r L a>
6 o(t) 1
7 1 276 (w)
8 efwot 276 (w — wo)
9 coswot m[0(w — wo) + 6(w + wo)]
10 senwot Jr[d(w + wo) — 6(w — wo)]
11 u(t) mo(w) + i
Jw
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Tabela de Propriedades

Propriedade Par de Transformadas
Linearidade arxi(t) + axa(t) & a1 X1 (w) + a2 Xo(w)
Dualidade X(t) & 2rx(—w)
Escalamento x(at) & |%,IX(w/a)
Deslocamento tempo x(t — tg) & X(w)e /vt
Deslocamento freq. x(t)e/ot & X(w — wp)
Diferencia¢do tempo % (jw)"X(w)

Integragdo tempo JE o x(u )du & = (w) + mX(0)d(w)
Convolugdo tempo x1(t) * xa2(t) & X1 (w)Xa(w)
Convolugio frequéncia xi(t)x(t) & 5= X1(w) * Xo(w)
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Transmissao de Sinais através de sistemas LCIT

Para um sistema LCIT com resposta ao impulso h(t):

y(t) = x(t) * h(t)

Aplicando a transformada de Fourier e a propriedade de convoluc3o:

(V@) = X@HW)| = y(t) = FHX@)HE)} = / " X(w)H(w)et dw

21 J_ o

onde H(w) = F{h(t)} é a resposta em frequéncia do sistema.

@ Essa relacdo n3o é vélida se o sistema for assintoticamente instdvel, pois h(t) n3o possui
transformada de Fourier

@ Se aplica a sistemas BIBO estdveis e boa parte dos sistemas marginalmente estaveis
o F {x(t)} deve existir (exclui exponenciais crescentes)

@ Transformada de Fourier restritivo para andlise de sistemas ~~ transformada de Laplace mais
adequada
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Resposta em frequéncia de sistemas LCIT

e Assumindo que a RDC de H(s) contém o eixo jw, tem-se H(w) = H(jw)

e Resposta em frequéncia do sistema: H(w) = F{h(t)}

Y(CU) j w
A = 3y = IH@I™E, 0u(w) = 2H()
1 Hf’)
3(t) m hit)
x(t) system YO=x() - ht)
X(o) Y(w)=X(®)H(o)

Figura: Relagdo entre entradas e saidas num sistema LCIT.

Y (@)l = [X(@)||H(w)]

LY @) — 1X(w w)|e/(EX(@)+2H(w))
Y (@)[e47 ) = [ X (w)]| H(w)| /XM {AY(w)ZAX(w)JrAH(w)
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Resposta em frequéncia de sistemas LCIT

@ Exemplo: entrada de sistema LCTI x(t) = e/*0t
X(w) = F{1- &t} = 216(w — wo)
eResposta do sistema LCIT:
Y(w) = Hw)X(w) = H(w)2md(w — wo) = 2mH(wp)d(w — wo)

eSaida no dominio do tempo a entrada e/“°t:

y(t) = H(wo)e'"*

e/“ot autofuncdo e H(wg) autovalor do sistema LCIT.

@ Resposta em frequéncia de sistemas LCIT:

Sinais periédicos: x(t) = Z(;i_oo cxelhot = y(t) = Zii_oo cx H(kwg ) efkwot
Sinais ndo periédicos: x(t) = f X(w)etdw = y(t) = —f X(w)H(w)e/“tdw
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Transmissao sem distorcao

@ A transmiss3o é dita ser sem distorcdo se a entrada e a saida possuirem formas de onda idénticas,
diferenciando por uma constante multiplicativa. Uma saida atrasada que mantém a forma de onda da
entrada também é considerada como sem distorcao.

Condigoes para transmissao sem distorgcao:

‘ |Hw)| =K e ZH(w)=—wtg ‘ (ganho constante e fase linear)

Resultado: .
Y (w) = X(w)H(w) = KX(w)e ™% & y(t) = Kx(t — tg)

Gy| |H@)

£LH(w)

Figura: Resposta em freqiiéncia de um sistema LCIT ideal para a transmissdo sem distorcdo em que Gy = K.

@ Mesmo se ganho for constante, fase n3o linear (t;(w) = —d/dw/H(w) ndo constante) distorce o sinal.
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Transmissao sem distorcao - fase linear generalizada

@ As condigdes de transmissdo sem distor¢cao podem ser um pouco relaxadas para sistemas passa-faixa.
Para sistemas passa-baixas, as caracteristicas de fase devem ser ndo apenas lineares dentro da faixa de
interesse, mas também devem cruzar a origem. Para sistemas passa-faixa, as caracteristicas de fase
devem ser lineares dentro da faixa de interesse, mas n3o precisam passar na origem.

eDentro da faixa de interesse: H(w) = Ke/(#o—k)

|H(w)] H
™~ P £H)
) ;
|_| —dy
—lwr ‘b() . w —> ¢0 |
; N
\LH(w) b — wl,

Figura: (Esquerda) Resposta em freqiiéncia de um sistema passa-faixa de largura de banda 2W (x(t) tem
largura W). (Direita) Caracteristicas generalizadas de fase linear na faixa de interesse. Considera-se Go = K.

Aula 14 - SSTC 32/45



Transmissao sem distorcao - fase linear generalizada

@ Considere z(t) = x(t)e/*<t ~ Z(w) = X(w — w)

@ Na faixa de interesse

H(w) = Ke/l?o—wt) (3)

~~ Resposta do sistema H(w) dentro da faixa de ganho contante |H(w)| = K e fase linear
ZH(w) = ¢ — wtg:

Y(w) = HW)X(w — we) = K™ X(w — we)e % o y(t) = Kx(t — tg)e/<ltt) o)
@ Se z(t) = x(t) cos(w.t), entdo y(t) = Kx(t — tg) cos(wc(t — tg) + ¢o)

Conclusoes:
@ Saida é basicamente a entrada z(t) atrasada de tg4

@ Portadora ganha fase extra ¢q

o Envelope de saida x(t — tg) ndo é afetado pela fase extra ¢ (informagdo sem distor¢do)

@ Sistema de fase linear generalizada: precisa atender (3) apenas na frequéncia de interesse
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Transmissao sem distorcao - fase linear generalizada

@ Exemplo: z(t) = x(t) cos(wct), we = 20007 rad/s (1000 kHz).

2
[H@) |5

0
0‘ 01 1= 047 20007 40007 w—

24w ZH(w)

3,17

Figura: Sinais x(t) de dura¢do 0,1s (largura de faixa ~ 10 Hz) e z(t), filtro H(w) e sinal de saida

2,47 — 0,41
y(t) = 2x(t — tg) cos(we(t — tg) — 0,47), com t; = T 0,001s.
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Filtros Ideais

Filtro passa-baixas ideal:
Resposta ao impulso:

H(w) = ret (=) e™#% s y(t) = x(t — t4)
(QW) h(t) = FHH(w)} = ¥sinc[vv(t —t4)]

(assumindo espectro de x dentro de [- W, W])

|H(w)| h(r)

H(w) = —ot,

Figura: Filtro passa-baixas ideal: resposta em freqiiéncia e resposta ao impulso.

Problema

h(t) é ndo-causal (h(t) # 0, t < 0)! Filtros ideais sdo fisicamente irrealizdveis.

Critério de Paley-Wiener: Filtros causais ndo podem ter ganho zero em faixas finitas.

Solucdo: h(t) = h(t)u(t) ~ boa aproximacio do filtro ideal se tq for suficientemente grande.
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Filtros Ideais

/ H(w)
e (o)
;k() R N w >
(a) T
£ H(w)
\“/
|H(w)|
—_ \0‘ ~ay prp
(b) ‘

Figura: Respostas de um filtro ideal (a) passa-altas e (b) passa-faixa.
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Energia do Sinal

@ Energia de um sinal

Ex:/_o; \x(t)|2dt:/oo x(t)x*(t)dt:/_o;x(t) [% /_O;X*(w)e*j“‘dw: dt = %/_ZX(w)X*(W)dw

—o0

Teorema de Parseval:

(o) 1 oo
_ 2 4+ 2
EX_/_OO x() dt = o /_Oo X (w)? dw

Densidade espectral de energia:

Vi(w) = [X(w)?

A energia é conservada entre dominios do tempo e frequéncia!
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Energia do Sinal

@ Densidade espectral de energia de um sinal: ¥, (w) = |X(w)/?

@ Para sinais reais: X*(w) = X(—w) implica

Eo= [ ofde= [ x@)Pds

oo ™
@ A energia contribuida pelas componentes espectrais de frequéncias entre wy e wo:

w2
AE, = 1/ X () 2dw
7T w

1

[X(@)|?

Aw

0’ wq >

Figura: Interpretacdo da densidade espectral de energia de um sinal.

Aula 14 - SSTC 38/45



Energia do Sinal

1
® Bxemplo: x(t) = e~*tu(t) - X(w) = S
@ Calculo da energia
E /OO x(t)? dt = 1
| ~ 2a
EX:_/ |X(w)|2dw:—/ 2W2:—tan—1f‘ - =
T Jo TJo w ta an aln 2a

@ Faixa w € [0, W] que contém 95% da energia do sinal

w
w
@ = l/ d—w = itan_1 (2) = itan_1 ﬂ = W =12,706a rad/s
2 w ), w?+a 7a a ma a
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Modulacao em amplitude

m(t) D) z(t) = m(t) cos(wct)

(sinal modulante) (sinal modulado) m(t) o M(w)

cos(2000t)

(portadora)

m(t)cos(wct) < %[l\/l(w +we) + M(w — we)]

Figura: Modulagdo em amplitude.

Aula 14 - SSTC 40/45



Demodulacao

1

m(t) cos(wct) e(t) 1 2™
/;\ passal-baixa - e(t) = m(t) cos*(wet)
(pg:zj(i(g‘::)t) = %[m(t) + m(t) cos(2w,t)]

Figura: Esquema de demodulag3o.

e(t) & E(w) = %M(w) + %[M(w +2we) + M(w — 2w,)]

0 2w, W —=

Figura: Espectro de E(w) e do filtro passa-baixa (linha pontilhada).
@ Saida do filtro passa-baixa
1 1
V(@)= M) & y(t) = 3m(t)
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Conexao com a Transformada de Laplace

Transformada de Laplace bilateral:
X(s) = / x(t)e "t dt

Fazendo s = jw:

Condicdo Importante

X(jw) = X(w) somente se a Regido de Convergéncia (RDC) de X(s) incluir o eixo jw.

Exemplos:
o e ?y(t): RDC é Re(s) > —a. Se a > 0, eixo jw estd na RDC.
e eu(t) (a>0): RDC é Re(s) > a. Eixo jw ndo estd na RDC!



Quando X(jw) # X(w)

Exemplo: u(t)

Transformada de Laplace:

L{u(t)} = -
Substituindo s = jw:
1 1
S s=jw B jw
Mas a transformada de Fourier é: )
Flu(t)} =nd —
()} = m3(w) + =

Por qué? A RDC de £{u(t)} é Re(s) > 0, que exclui o eixo jw (Re(jw) = 0).

O termo 7d(w) surge da natureza da convergéncia na borda da RDC.
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Resumo da Aula 10

Conceitos principais:
@ Propriedades fundamentais: dualidade, escalamento, deslocamentos
@ Transmissdo sem distor¢cdo: ganho constante e fase linear
@ Filtros ideais sdo irrealizaveis (ndo-causais)
© Teorema de Parseval: conservagdo de energia

@ Transformadas de funcdes lteis e conexdo com Laplace
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