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Modelos estocasticos

B Denominacao conforme o estado e o tempo:

Estado | Tempo | Classificagéo

continuo| continuo| modelo estocastico em tempo continuo
continuo| discreto | modelo estocastico em tempo discreto
discreto | continuo| cadeia estocastica em tempo continuo
discreto | discreto | cadeia estocastica em tempo discreto

comt;, = kT , senddl’ o passo de discretizacdo do tempo.

m Principal interesse com os modelos no contexto da filtragem estocastica:
determinamp(x), ou seja, a funcéo densidade de probabilidade do estado.
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Modelos estocasticos

® Componentes usadas na modelagem de sistemas:

e Entradas: veton, de dimenséap
e Saidas: vetoy, de dimensaon
e Estado (ou variaveis internas ndo observadas): wetde dimensaa

m Fontes de incerteza:

e Conhecimento limitado acerca do modelo

e Conhecimento limitado acerca das entradas de perturbagédo/interferéncia

¢ Interferéncia agindo nas entradas ou saidas

B A que se destina um modelo:

e Representar algum sistema fisico (caso mais comum)
e Representar alguma relagdo matematica para explicar um fenémeno
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Modelos estocasticos (tempo continuo)

B Modelo estocéastico em tempo continuo:

dXt
W - f(xt7wt7t)7 t Z tO

comx,; € R", f(-,-,t) € uma funcéo vetorial ndo-lineame é um processo
estocastico de distribuigdo conhecida.

B Interesse em(x;)

B Caso especial:
dx;
d—t’ = f(x,,t) + G(x;, )w,,  t>1
comf(-, t) sendo uma fungéo vetorial ndo-line@(-, ¢) sendo uma funcéo

matricial eE{x,,w{ } = 0. Em geral,

4B,

Wer T

@)

)

®)
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com g, sendo um vetor de movimentos Brownianos independent&ssg } = 0,
E{w,wl} =Q(t)d(t—17),Q > 0.

H Solucéo de (2):

X = xtOJr/ [f(x,,t) + G(x¢, t)w,] dt 4
t
= xy+ / f(x,, t)dt +1(t) 5)
com
1)~ [ 608, ©®)

sendo a integral estocastica de Ito.
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Modelos estocasticos lineares (tempo continuo)

B Modelo estocéstico linear em tempo continuo:

% =F()x: + G(t)w, (8)

comxy, ~ N (Xy,, Py,) independente de,. Este € um processo Gaussiano
(distribuicao normal) e Markoviano, pois

P(Xe|Xr, T <t < 1) = p(Xe|Xpr, t7 < 1)

uma vez que, dado o modelo (8xg, por integragdo € possivel chegara
Assim,x,; é também chamado de processo de Gauss-Markov.

B p(x;) € normal, sendo caracterizado pela sua média e matriz de covariancias:

X = FE{x}, 9)
Pt E{(Xt — it)(xt — )_(t)T}. (10)
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m Evolucao dep(x;) por meio da equacao de Kolmogorov direta:

. , n P(p(x) [GQGT] )
Op(x, Ap(x) - [F(x,. 1)) | 1 .

i.3=1

=1 8Xi,taxj,t

com[-],; sendo o operador correspondendo ao elemento de pdsigao
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A equacéo de Kolmogorov direta se torna

" . n P(x) - [GQGT] )
Op(xs) _ 3 Op(xe) - [F(O)x];) | 1 3 is
ot Ox; "3 O%; 10X 1

i=1

Pode-se mostrar que

i,7=1

ap(xt)
ot

= —p(x)tr(F(t)) — 8’5(;‘:)F(t)xt + %tr (GQGT%) (11)

A evolugéo da média é dada por

dXt

= E{— 12
dt dt { dt } (12)
= E{F(t)x: + G(t)w,} (13)
= F(t)x, (14)
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pois E{w;} = 0. A evoluc&o d&P; segue abaixo:

T =SB R - %)) (15)

B { | Gox =% o= x4 B { e %0 | e - 37|

Sendo
entao
T = BUF()(x— %) + GlO)w)] (x — %)7) (18)
FE{(x¢ — %) [F(t) (% — %) + G(t)w,]"} (19)
= F({t)P,+ E{G(t)w,(x; — %)"} + PIFT(1) (20)
+E{(x; — %)w{ GT (1)} (21)

comoE{w,wl} = Q(t)5(t — ),

E{(x; — %)wIGT(1)} = / B(t,7)G(N)QME — 1GT (dr  (27)

= Bt )GHQ(HG(t) (28)
= GH)QMHG(t) (29)

e entao JIP
~ = FOP+PIE (1) + G(H)Q(HG" (1), (30)

que é a chamada Equacéo Diferencial de Riccati (EDR). Obsene guedado
como condic¢do inicial.
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A solucgéox; € dada por

x¢ = ®(t,10)%x4, + /t ®(t,7)G(T)wW,dr (22)

to

com®(t,ty) sendo a matriz de transi¢do de estados do sist@fia/) = I). Assim

)_(t = E{Xt} = (}(t, to))_(to (23)
e ”
(50— Re) = B t0) (xpy — Ky) + / &1, 7)G(r)w.dr (24)

Desta forma, comev; e x,, sdo independentes,
t
E{(x¢— it)thGT(t)} = FE{ [/ P(t, T)G(T)WTdT:| WtTGT(t)} (25)
to

_ /t@(t,T)G(T)E{wthT}GT(t)dT (26)

to
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B Observa-se que existe um certo grau de dificuldade na determinagéwe, figois
envolve a resolucéo das seguintes equages diferenciais:

dz, _

E = F(t)Xf,

dP, TRT T
— = FOP+PIF (1) + G)QMHG" (1)

de forma a obter

1 1 T -1
X¢) = exps ——= (x¢ —X¢)” Py (% — X
p(xi) (2m)"/2 det(Py)1/2 P { 2 (i = %) Py (3 t)}
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Modelos estocasticos lineares (tempo discreto)

B Modelo estocastico em tempo discreto:
Xk+1 = f(X]€7 Wk+1, tk)7 k = 07 17 e (31)
comxy € R™, f(+,+,¢t) é uma fungdo vetorial ndo-linear,. € um PE de
distribuicdo conhecida e, em gerél,= kT comT sendo o periodo de

amostragem.

B Interesse em(xy) : sendow;, uma seqliéncia Gaussiana branca e independente de
Xp, €ntao

P(Wit1|We, W1, -+, Wo) = p(Wg1) (32)
e
P(Xkt1 Xk, Xp—1,7+ ,X0) = P(Xp41[Xk) (33)
—1
kaJrl(W;::«kl)' |det']‘ (34)
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Modelos estocasticos lineares (tempo discreto)

m Caso linear: sendo
f(xk7 Whitl, tk) = Aka + I‘;H_lwk“ (37)

comwy1 ~ N(0,Qrt1) €x9 ~ N (X0, Po) pode-se mostrar que é um processo
de Gauss-Markov tal que

xp ~ N (X, Pp) (38)

com parametros
Xp = Ap1Xp1 (39)
Pk = Ak—lPk—1A£,1 + I‘kaFg (40)
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com

*

Wi = f_l(xkvkarl:tk) (35)
of (x,,, Wi q,tr)

e (36)
oWy

se a fungdo vetoridl for inversivel e existir apenas uma solugéo UMga, ;.
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Modelos estocasticos lineares (tempo discreto)

Exemplo 1: SDED Linear com entrada exégena

O que dizer do processo
Xpr1= Apxp + Brug + D pa Wi (41)

comuy, sendo uma entrada externa descorrelacionade.de e x;?
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Modelos estocasticos lineares (tempo discreto)

Exemplo 2: Modelamento de um foguete (simulacéo sdisglete)

Sendo um foguete com empuxo vertical dado pela féica massal
z, = Azp_1 + Bug + wy, (42)
com

o Yk o 1 T o 0 7@_
(i) a0 1) me(r) wey

e g sendo a aceleracéo das gravidésendo o periodo de amostragem,
Uk = dyr/dty e

2
o 0 1
Q. = w —¢ 44
k k
0 0.121)2 ) 20 ( )
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B Esse tipo de modelo se aplica a sistemas que mudam de regime de operagéo ou de
estrutura conforme a ocorréncia de algum evento que dita a evolug¢go de

®m E comum modelafl;, como uma cadeia de Markov, em que a distribuic&o de
probabilidade é dada por

me=( Tk Tok - TSk )

comm; , = Pr{f; = s,}.

m A evolucdo dery, é ditada por um sistema dindmico autbnomo. Para tanto,
define-se a matriz de transi¢édo de probabilidades

Pp={pijr},i,j=1,---,8

tal que
Pij e = Pr{fi = s;|0k—1 = s} (47)
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Modelos estocasticos lineares com salto Markoviano
(tempo discreto)

B Esse tipo de modelo é um hibrido entre estado continuo e discreto:

Xpr1 = Agxp+ Bgup + Do, wigs (45)
yi = Cg.xi+Dgug + Py, vy, (46)

em quedy, € um processo Markoviano de distribuig#@}, ), podendo assumi
valores discretos do conjuntd= {sy,...,ss}.

B Em inglés, usa-se a denominag@arkov Jump Linear SysteifMJLS).

m A variavel de estado do sistema é dada pelo{par 6y, }.

B Enquantd;, permanecer com o mesmo valor, a dindmica do sistema néo se alte
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B Observa-se que
S
Zpij,k: 1, v.j: 17 aS (48)
i=1

implicando que a soma de todos os elementos de uma mesma colBpaldee
ser 1.

B Dependéncia do tempa

e Sendap;; i, dependente do tempo: cadeia de Markov ndo-homogénea
e Sendap;; i, = p;; independente do tempo: cadeia de Markov homogénea.

B Em alguns casosy = oc.

m Em algumas situacoes, usa-se uma representacao grafidéaditama de transicao

de estadas
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m Exemplo 3: Diagrama de transicéo de estados de uma cadeia homogénea

Considere uma cadeia homogénea ¢Hm 3. Sua matriz de transicao de
probabilidades é dada por

P11 P12 P13
P=| pa p2 ps3
P31 P32 P33

e diagrama de transicao de estados mostrado abaixo:
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com

oy — { +1 com probabilidader (51)

—1 com probabilidade =1 — «
Observa-se que

a ses;=s;+1
PI‘{Q;c = Si‘ek_l = Sj} = ﬁ S€s; = 5 — 1 (52)
0 qualquer outra caso.

de modo que, considerandp = n, a partir das seguintes relagfes:

pii = Pr{fy=il0_1 =i} =0 (53)
Pitiv1y = Pr{bp=ilp_1=i+1} =7 (55)
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Exemplo 4:

Considere o problema do Passeio Aleatdrio em uma Unica dimensao:

0, — { 0x—1+1 com probabilidader (49)

0r_1 — 1 com probabilidade =1 — a

tal quefy = 0 ep + ¢ = 1. A, € uma cadeia de Markov em tempo discreto. No
entantof;, pode assumir um nimero infinito de valores no espaco discreto

S={-,-3-2,-1,0,1,2,3,---}
Solucgéo:
Este modelo pode ser escrito na forma

Op = 0—1 +wy, (50)
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A matriz de transicdo de estados é dada por

0
g 0 - (56)
0

(=l
=}

m A dinamica derr, € obtida da seguinte forma: sendo
T
T = ( Tik T2k ' TSk ) , com

mik = Pr{f; =s;} (57)
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que pode ser escrito como Ao aplicar o resultado acima= 1, ..., S, tem-se

Tk 1 [Pl mr—1 1 [P
5 T2,k 2 [Py] wr_y 2 [Pg]
Tik = ZPr{Hk = 8, 0;671 = Sj} (58) T = :7 = : = : Tk—1 (63)
3:1 TS,k s [Px] mr—1 5 [P]
— S Pr{0 = silk 1 = ;) Pr{0s1 = 5} (59) = Pt (64)
i=1

s B A cadeia de Markov precisa de uma condic¢ao inicial, dadargoA cada instante
= Z Pr{0k = si0r—1 = s} 711 (60) discretok, um valor ded;, é escolhido dentre o% valores discretos de
J=1 S = {s1,..., ss} segundo a distribuicad,], _,, em que(-], € a l-ésima coluna

s da matriz argumento.
= D Pk Tk (61)
j=1
= 4 [Pk] Tk—1 (62)

em que; [P] é o vetor dado pela i-ésima linha da maiPz.
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Exemplo 5: Um sistema estocastico linear com saltos Markovianos (simula¢éo mjls) Simulagdo com 1000 amostras paja= 1, k = 1, ..., 1000:
Seja Simulacao de um sistema linear estocastico com saltos Markovianos
25 T T T T T T T
Tpt1 = Qg Tk + bo,uk + Yo, Wet1 (65) 7
Y = Tk (66) ® 150

comS = {1,2}, w41 ~N(0, 1),

050 1(‘)0 2(‘)0 3(;0 460 560 6(;0 760 8[‘)0 960 1000
a1 =09 b =01 v, =0,1 X
as =0,7 be = 0,6 Yo =0,05 " 25
- . 2r )
O processd,, € uma cadeia de Markov homogénea regida pelos parametros
151
l—¢ ¢ T
P {
e 1—=¢ 05 i
T | | | | | I I I I
come = 0,005 emy = ( 1 0 ) . % 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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A evolugéo dos elementos e, € mostrada abaixo:

Evolugao da distribuicao de probabilidades n(ek)

T T T T T
1 4
0.8 =
0.6 —
=8
0.4r —
0.2 —
ok i
-02 ! ! ! ! ! ! ! ! !
100 200 300 400 SEO 600 700 800 900 1000
1k 4
081 B
0.6 —
04r —
0.2 B
0 i
-0.2 L L L L L L L L L
100 200 300 400 SEO 600 700 800 900 1000
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O problema de filtragem estocastica

B Sejax; um processo em tempo discreto gerando medigedeseja-se
determinar

p(xily1, - yr)

de forma a obter entdo uma estimatiyja De acordo cond e k, o problema pode
ser classificado como:

e Problema de suavizagébx k
e Problema de filtragem:= k
e Problema de predicéd:> k

m A resolucéo do problema de filtragem é primordial, pois tanto suavizagdo como
predicdo sédo obtidos a partir da solu¢do do problema de filtragem.
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B Pelo exemplo anterior, pode-se observar que com o aumenitoodeelementos da
distribuicaorr; da cadeia homogénea tendem a ficar constantes, ou seja

T, — T (67)

k—oo

Comissogry1 = 7, = 7, 0 que leva a
T =P7 (68)

ou ainda
#I-P)=0 (69)
de forma quer pertence ao espaco nulo de— P), e também deve satisfazer a
condicao
T+t +75=1 (70)

No caso do Exemplo 5, a eq. (69) implica @m= 7,. Consideranda@; + 7o, @
Unica solugéo possivel®d = 72 = 0, 5, que foi verificada na simulagéo.
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O problema de filtragem estocastica

B O restante desse material trata apenas do caso de modelo estocastico linear en
tempo discreto.

B Assume-se que o estado evolui de acordo com o modelo de processo
X = Ap_1Xp_1 + Br_1up_1 + Tpwy, k=1,... (72)
e as medicdes sdo modeladas por
Vi = CpXp + V. (72)
comw; ~ N(0,Qy), vi. ~ N(0,Ry), xo ~ N (%0, Po) descorrelacionados, ou

seja
E{wvl} =0, E{wixt} =0, E{vixl} =o0. (73)
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Filtragem estocastica linear

B A partir dep(xk|y1, -+ ,¥k), €stamos interessados em obter uma estim&fiva
paraxy,.

e Varias escolhas possiveis: média, mediana, modo principal.
e Necessidade de definicdo de um critério a minimizar.
e Sendo o erro de estimacao dado gpr= x;, — X, a métrica seria

E{L(xx)}

com as possiveis escolhas [1]

— L(Xx) =X} - S - Xy, S > 0: critério quadraticd.,

— L(x) = >, ¢ (|Xg|),;: critério Ly

— L(X;) = min(c, X} - S - X): critério robusto, que minimiza a influéncia de
outliers
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Esse critério € conhecido como Erro Médio Quadratico, que é a soma dos
elementos da diagonal de

= B{(xx — %)(xx — %) |y1, - ¥k} (80)
= B{(xp —%p)(xk — %) |y1, -y} (81)

ou seja,
B{L(%)} = trPy (82)

Assim a escolh&;, = X;. € a estimativa de minima varianciaxlg ou seja, aquela
gue minimiza o trago da matriz de covariancias do erro de estimacéo.

Portanto, estamos apenas interessados em

X = E{xily,-,yr} (83)
P = E{(xr— %) (xx— %)y, yi} (84)
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Filtragem estocéstica linear

m O critério quadratico é o mais interessante: setye- E{xy|y1, - , ¥k},
B{L(x)} = B{x;-S-%} (74)
= B{(x—%)" S (x,~%x)} (75)
+E{(x, — %) S (X, — %)} (76)
que € minimizado cor&y, = X, = E{xk|y1, - ,yr}. Com esta escolha,
E{L(%)} = E{(x,~%)" - S - (x,~%)} (77)
para qualqueB. SeS =1,
B{L(&)} = B{(x,=%0)" - (—%0)} = D E{(x %)} (78)
Prof. Geovany A. Borges - Estimacdo e Filiragem Estocastioa8.20 33
Filtragem estocastica linear
B Por simplicidade, considere o seguinte processo de Gauss-Markov:
xp = Apxp_1+Tpwy (85)
Yi = Cixp+vi (86)
comwy, ~ N(0,Qy), vi. ~ N(0,Ry), xo ~ N(%0,Po) €
E{w,vi} =0. (87)
m Definicdo do problema: obter, no instante discigto
Xp = E{xilyr,-- yn} (88)
P = B{(xx— %) — ) |y1, - ya} (89)
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sabendo que(xk|y1,- - ,yx) = N (Xk, Px) evolui no temo de acordo com

p(yk‘xlwyl,"’ 7y1971)p(xk|y1,"' 7yk‘*1) (90)

p(Xkly1, -+ yr) =
7 p(Yklyla 7Yk:71)

B Deve ser observado que em se tratando de distribuicdo Gaussiana para

p(xkly1, -+, y¥k), €ntdok; coincide com a estimativa de maximo a posteriori
(MAP).
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Filtragem estocastica linear

B Fase de predicdo: entre os instarties ey, a estimativa predita é obtida por

Rpe—1 = E{xplys, - ,yr-1} (95)
= E{Ap_1xp1 +Tpwi|yr, -, yr—1} (96)
= E{Ap_1xp-1ly1, - s ¥e-1} + E{Tewi|y1, - ,yr—1} (97)

Sendow, descorrelacionado das medigées (87),

Rpe—1 = Ap1E{xp_1lyr, -, yr-1} (98)
= Ap_1%, (99)

Py,..—1 € dada por

Pijpo1=Ap1Pr1 Al + T Qi) (100)
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Filtragem estocéstica linear

m O problema é tratado de forma recursiva, partind&gleomo estimativa étima
inicial, poisxg ~ N (%o, Po).

B A cada instante, = k7', o procedimento de estimacgdoxlgé dividido em duas
fases:

e PREDICAO: por meio do modelo de processo, determina-se

p(xk|y1, -+ ,Yk—1) CUjOS parAmetros s&o
Rpe—1 = E{xplyr, -, yr-1} (91)
Prp—1 = E{(xx — Rep—1) (X — Kipp—1) |ys, - ye-1} (92)

e CORRECAOQ: por meio do modelo de medic&o, determingésg|y1,--- ,yx)
cujos parametros sédo

X, = E{xilyi, - ,yx} (93)
P = E{(xr— %)k — %) ly1, -, ve} (94)
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Filtragem estocastica linear

B Fase de corre¢do: no instamie se nenhuma medicao estiver disponivel, entdo

p(Xkly1, -, ¥k) = p(Xkly1, -+ ,¥Yk—1), CUjos parametros sdo
R = R (101)
Pr, = Py (102)

Se um vetor de medidas, estiver disponivel, utiliza-se a regra de Bayes

p(Yk‘Xm)’h“‘ 7Yk—1)P(Xk|Y17"' 7Yk—1) (103)
p(Yrlyr, - yr-1)

P(Xk|y1, -, Yk) =

com
P(YelXe Y1, Ye—1) = D(Yr|Xk) (104)
Py, (Y — Crxy) (105)
= N(Cixx,Ry) (106)
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devido a (86).

A predicéo constitui a distribuica® priori

p(Xxly1, - Yr—1) = N(Rijp—1, Prjr—1)

e da matriz de covariancias

E{(yr — CrXppi—1) Yk — CiRppe—1) " [y1, -+ ¥r-1} (111)
= B{(Cixk + vk — CkRg—1)(Crxp + Vi — CrXppp1) |y, -+ ye-1}
= E{(Cklxr — Rpp—1] + Vi) (Cil[xkx — Kppo—1] + vi) " y1, -+, yr—1)112)

(107) = CrBE{(xx — K1) (xx — K1) [y1: - ye-1}CL
+E{vivi" ly1, o Ye-1} (113)

que, a partir de (100) se torna

1
p(Xkly1, 5 yk) = B eXp{*iﬁk}

Para determinas(yx|y1,- - ,yx—1), parte-se de sua média
E{(yr — CiXpr—1) (¥ — CrXppp—1) " [y1. -+, ¥w-1} = CkPrp—1CL + R
(114)
E{yily1, - yr-1} = E{Cpxp+ Vi|yi, - ,¥r-1} (108) Portanto,
= CrBE{xily1, - ,yr-1} (109)
= CiXpjr—1 (110) p(yrly1, +,¥k-1) = N(CiXppi—1, CkPr—1Ch + Ry) (115)
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Percebe-se e _1) é constante, e ndo depend como era de com
ce 65 qukb’l: Yk 1) p exd:e det(CkPk‘kflcz + Rk)1/2
perar. =
(27)"/2 det(Ry)1/2 det(PMk,l)l/2
Agora, pode-se verificar que e
p(Xilys, -, yk) = p(y’c‘xk’yl;)'(');k’l;’k—l)p(;?y;’ " Yk-1) O = (y&— Cixi)" [lilc]71 (yr— ?kxk)
17 tee b —1 ~ —_ ~
+ (% — Ripe—1) [Prip—1] (% — Ripp—1)
com A - . 4 .
— (& — CrRipi—1)” [CkPrie—1CL + Ri]  (y& — CrRpji—1)
P(YrlXe, 1. s ye—1) = N(Cixp, Ri) _ ) o
N Comop(xkly1, - ,yr) = N(Xk, Px) € Gaussiano, a média e a moda séo iguais,
POy yi-1) = N&ijp-1, Prjea) 0 que permite obtek,, a partir de
p(yrlyt - yi—1) = N(CiXgjp—1, CiPrix_1CL + Ry)
| : i ap(xkb,lv 7yk) _ aln[p(xkb’l?'“ 7}’]@)] -0
0 . 0 . ’
se escreve da forma Xk Xp=Rp Xk xp=%p,
Sendo
109y,

In [p(xkly1, -, yx)] = In(By) — Do
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entéo

aln[P(Xk\Yh"' 7yk)] _161919
an ank

de forma que deseja-se resolver

A
8xk

Xp=Xp

Mas
T —
9y, 9 ((Yk — Cixx)" [Re] ™ (k- Ckxk))
axk N axk
A T -1 A
0 ((Xk = Rppk—1) [Prp—1] (%% — Xk|lc—1))
Il
‘ 6Xk
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que resulta em
-1 i 1
Xy = {C;{ [Ri] ™" Ck + [Prppi] 1} [Cf R yi + [Prppi] 1Xk\k71}

Sendo
Py, = B{(x — %5)(xx — %)  |y1,- - . yi}

pode-se mostrar que

Pl =P, +C[[R ' C;
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Como

9 ((.Vk — Crxi,) " [Ri] " (yi — Cka))
8Xk.
= —2(yr— Cixp) [Ri] ' Cy

e
~ T —1 ~
0 ((Xk —RXpp—1) [Prp—1]  (xk— ch\kfl))
aX]g
N T -1
= 2(xk— K1) [Prjr—i]
obtém-se
0y, . - . . T —1
e = —2(yx — Cr%) [Ri] " Cr+2 (R — Kppp1) [Papa] =0
Xk Ixp=24
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B Aplicando-se o lema da inversdo matricial para esse resultado, pode-se mostrar

(1]
p(Xk|Y17"' 7YI€) :N()}kapk) (116)
com
X = Xppp—1+ Gr(yr — CrXppp—1) (117)
P, = (I-GgCyg)Pppp_1 (118)

(I— GxCr) Pyt (I - GrCr)" + GRRyGE  (119)

¥i — CrXp|x—1 € chamado de termo de inovagéGg € o Ganho de Kalman, dado
por
-1
G = Pjp—1CL (CiPp—1CF + Ry) (120)
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B Entrada exdgena: se o modelo possuir uma entiiadie forma que (85) se torna
X = Ap_1Xp—1 + Br_up—1 + Tpwy, (121)

0 que altera as equacdes do filtro apenas na equacao (99) da fase de predicéo, que
passa a ser
Rijh—1 = Ap—1Xp—1 + Br_1up—1 (122)

e Eqg. (100) nao se altera uma vez quendo € uma variavel aleatoria.
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(ii) Fase de correcdo (no instaritg: dado a medicag;, com matriz de covariancias
Ry

Gi = Pu1Cp (ChPrj1Cr + Rk)71 (128)
Xp = Xpp—1 + Gr(yr — CeXpjp—1) (129)
P, = (I-GrCk) Py (130)

= (I- GiCi)Pyo1 (I- GCp)" + GR4G] (131)
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Filtro de Kalman (FK)

Algoritmo 1: Filtro de Kalman Linear

Seja o sistema dinamico estocastico em tempo discreto

Xp = Ap_1Xp—1+Brojup_ +Tpwy (123)
yi = Cixp+vg (124)

comwy, ~ N(0,Qg), vi ~ N(0,Ry), xo ~ N (%0, Py) descorrelacionados, ou seja
E{w,vi} =0, E{w;xt} =0, E{v;xt} =0. (125)

O filtro de Kalman é o estimador de minima varianciagecomposto de duas fases:

(i) Fase de predigdo (entre os instarites etx):

Rejk—1 = Ap—1Xp—1+Br_1up—1 (126)
T T
Pk|k—1 = Ak—IPk—lAk_l + PkaI‘k (127)
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Filtro de Kalman (FK)

Observacéo 1:

O FK é O ESTIMADOR Bayesiano para sistemas lineares variantes no tempo.
Sistemas invariantes no tempo séo apenas o caso especial, em que as datrize
sistema séo constantes.

Observacéo 2:

O conhecido filtro de Wiener é o estimador para sistemas lineares invamantes
tempo, sendo formulado na forma de resposta em freqiiéncia.

Observagao 3:
A estimativax; € de minima variancia, pois minimizaP,.
Observagéo 4:

A medicaoy ndo afeta a atualizagao #%,, apenas sua incerteza representada sob ¢
forma deRy
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Filtro de Kalman (FK)

Observagéo 5:
Casos especiais:

(i) Medicao néo afeta estimativa:

Rk — OO:>G1C*>0.
Pk|k‘—1 — 0= Gy — 0.

(i) Medicao afeta ao maximo a estimativa:

-1
R, — 0= Gy — Py;_1C{ (C/Py_1Cr) .

Py—1 — ooem conseqiiéncia d@; — oo
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filtro se tornam

2
N Tklk—1
Tk = Tgk-1T 3

m(yk = Tpjp-1)
_ v

= w-Tpp-1+ (1 —wy

gue € uma média ponderada com
___ 9%
- 2 2°
Ulc\k—l +o%

Portanto,i;, estara entré;, ;,_; e yx, dependendo de. No mais,

2

oi=w-ogy g = (1-woy

52

(134)

(135)

(136)

(137)

implicando quer? < 0%\1«71 eo? < c2umavez qué < w < 1. Isto implica em

o2 < min(ai‘kil, a2). Com este resultado, verifica-se a reducdo de incertezas apos

considerar-se a medicgg.
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Filtro de Kalman (FK)

Observacao 6:

SendoP e Py, positivas semi-definidas (i.e., sdo matrizes de covariancias), pel
equacao (130) tem-se

(I— G,Cp) = 0 = I = G,C, (132)

no sentido matricial. Isto implica e, < Py,;,_;, resultando em redugéo de
incerteza de predicao ap0s o processo de corre¢do. Isto pode ser facilmentaieerific
para o caso escalar em que o estado é observado diretamente na saida

Yk = Tk + Uk (133)

A 2 2 ~ ~
em quezyy—1 ~ N (Zxpr-1, Uklk—l) ev, ~ N(0,02). As equacdes de corregdo do
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Aplicacgdes do Filtro de Kalman

B Estimador de estados: aplicacéo direta do filtro, na forma como foi apresentado.
um sistema com modelo linear.

Exemplo 6: FK para o modelo do exemplo 2 (simulacaaofiguete)

Considerando o modelo do foguete do Exemplo 2 subindo com empuxo constante
Fy, = 10000 N, M = 1000 kg, g = 9,81 m/s*>eT = 1 s.
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Aplicacdes do Filtro de Kalman fop = 61 €6, = 6 com varianciar em que

2 2
~ g g
0 = — 3 501+ — 3 502
1103 1+o3
B Fusao de dados sensoriais (caso de fusao simples): 9 o303 .o 9
o? = o < min(o?,03)

Considere um sistema de medig&o de temper&tacam dois sensores; e .Ss.

Cada sensor prové medicdse 02 com variancias? e 03. O modelo E ainda, uma solucdo "ingénua” para o problema que seria

_91+92

;
2

Op = 0Or_1 (138)

yo = Op+up (139) apresenta sempre variancia
5 02+03
o; = T
em quek refere-se ao indice do sensor, pode ser usado para fusionar as medidas
providas por esses sensores e obter uma estimativa de minima varianéia para i =0
6, = #,, com varianciar?, uma estimativa dé obtida apenas com a medida do solucéo étima.

sensorS;. Emk = 2, deverda ser considerada a medidebdePode-se mostrar que

maso? > o2, ou seja, essa solucdo apresenta incerteza no minimo igual a da
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Aplicagdes do Filtro de Kalman Aplicacgdes do Filtro de Kalman

B Fuséo de dados sensoriais (generalizagdo): m Estimacéio seqiiencial da média de um sinal:

Em muitos casos, dado o modelo . . - . .
Supor que deseja-se estimar (rastrear) o valor médae um sinal discreto

Xp = Ap_1Xp_1+Br_qup_1 + Trwy (140) escalarz,. O seguinte modelo de evolugéo da média € usado:

Crxp + v (141)

v Tk = Th—1 + Wk (144)

u;_1 € uma entrada medida por sensores, assim comg.0@u seja, 0S sensores

N 5 o
gue proporcionanm;_, apesar de introduzirem incerteza no modelo, contribuem comuy, ~ N(0, g;). A componenteu;, se justifica por

para uma melhor predigcéo. Nesse caso, consideranda,guepossui matriz de e O sinalz;, possuir média variante no tempo (ndo estacionario);
covarianciafy,_,, entéo as equagdes de predi¢éo do filtro se tornam e 1o ndo ser bem conhecidopriori

Rpe—1 = Ap1Xp1+Broiup (142) O modelo de medig&o é dado por

Pyp_1 = Ak—1Pk71AkT.71 + kalQuk_lefl + I‘kaI‘;‘: (143) Yo = 7%+ U (145)

e as equacodes de corre¢cdo permanecem inalteradas 5 - . . .
comuy, ~ N(0,r7). A medicéoy,, € o préprio sinal, i.ey;, = z;,. Pede-se:
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e Determinar as equacdes do filtro de Kalman para este problema;
e Mostrar que o filtro de Kalman pode ser interpretado como a versao discreta
(Euler) de um filtro passa-baixas com funcéo de transferéncia

H(s) = - iw - (146)

comuw, variante no tempo.

Exemplo 7: FK para rastrear a média de um sinal (simulacaarfiedia)
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O Filtro de Kalman pode ser usado para a estimacao recursivaata o uso do
modelo

0, = 0,_1+wy
Yo = @p0k+ vk
com condigao iniciaBy ~ N(8o, Po), wi ~ N(0, Q) e vy ~ N(0,77). Assim,

o0 algoritmo de estimacao pafia pode incorporar predi¢édo e correcao nas
seguintes relacdes:

(Pr—1+ Qi)

G, = 147

i 2+ @l [Pr_1 + Qul ¢y (147

0 = 01+ Gy — @1 0i-1) (148)
P, + T (Pj_1+

7+ L [Pro1+ Qi ¢y

ComQy = 0, o algoritmo obtido é chamado de Estimador Recursivo de Ganho
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Aplicacbes do Filtro de Kalman

B Ildentificacdo recursiva de modelos lineares:

O modelo ARX

uA(q) = wB(q) + vk
Alg) = 1+aqg '+ +ang™
B(q) = big 4+ byg ™™

pode ser escrito na forma

_ T
ye = ¥0
T
Y = [ =1 o Ykne Uk o Uk, |
0 = [a1 e Qp, by e b"b]
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Normalizado [2]. Em que condi¢des o algoritmo resultaria em

Pr_1p
G, = ————————— 150
' Ak + @ Pr_1p, (10)
0, = 011+ Grlyr — 01 051) (151)
T
P, = i Pk_l_Pk—lSakSOk P4 (152)

Ak M+ @ PL_14,

que é o algoritmo dos minimos quadrados recursivos com fator de esqueciment
Ae?
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Aplicacdes do Filtro de Kalman

Solugéo 77 = 1 e Qy = Pi_1(1 — A\r)/Ar. Tem-se minimos quadrados recursivos
para\; = 1, 0 que leva &), = 0.

B Deteccéo de eventos ou mudanca: na equagéo de correcéo do filtro,

Xy = Xk\k—l + Gk(}’k - Ck&k\k—l)

o termo de inovagén;, =y, — CrXy,,—1 € uma medida da compatibilidade da
medig&oy;, com sua predi¢dQ; %, 1. Grandes valores para esse termo indicam
incompatibilidade, quer seja no modelo, quer seja na medigao.

A compatibilidade deve ser medida por uma métrica estatistica, tal como a
distancia de Mahalanobis:

—1
dy, = Vg [CkPk\kflcrlf + Rk] Vi
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deteccdo menos susceptivel a artefatos ou perturbag8es temporarias:

q—1
S = Z dy—;
=0
de forma ques, ~ x2,,.

B Ainterpretagéo sobre a falha no teste depende do tipo de problema:

e Detecc¢édo de eventos: ocorréncia de um evento que interferiu na megdida
e Detecgdo de mudanca: importante alteragdo no modelo do sistema, que
interferiu emCj Xy, —1.

Exemplo 8: FK para deteccéo de evento e estimacao de parametros (simulagéo
fk_evento)
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em queCkPk“C_le + Ry, € a matriz de covariancias dg. Pode-se mostrar que
dr ~ X2, e que, se houver compatibilidade com a megigao teste

se torna verdadeiro, coi?, (1 — ) sendo um limiar constante que incorpora um
percentual — r da distribuicdo. Esses limiares podem ser obtidos da tabe}d,do
[3]. Geralmente escolhe-de- r = 0, 95:

0,95 comm =1 = x}(1 —r) = 3,841
0,95 comm = 2 = x3(1 —r) = 5,991
0,95 comm =3 = x3(1 —r) = 7,815

(1-7)
(1-7)
(1-7)

Em alguma situacdes, usa-se uma janela ddores passados dg para ter uma
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Aplicacgdes do Filtro de Kalman

m Rastreamento de parametros

Considere o seguinte modelo de primeira ordem:

Yk = QY1 + bug_1

em quex e b sdo parametros a serem estimados a partir de medjgOESte
problema pode ser atacado sob a éticaastreamento de parametres que séo
usados os seguintes modelos aproximados de evolu¢éo para estes parametros:

ap ~ ap—1+Tar_1
by ~ b1+ Tby_1
comay,_1 ebs_, sendo taxas (ou velocidades) de variagao dos parametros, a sel

estimadasT é o periodo de amostragem. Observa-se quedigom= b,_1 = 0, 0
modelo fica similar ao de identificacdo de modelos lineares.
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Pede-se para propor um estimador usando o Filtro de Kalman. Aplicagﬁes do Filtro de Kalman
Exemplo 9: FK para rastrear parametros (simulagéo_flastreamentoparametros)

Nessa simulagdo, sdo verificadas as seguintes situacdes: m Outros exemplos:

Filtragem adaptativa: caso em g@g e R sdo estimados on-line [4].
Rastreamento de alvos [5].

Estimac&o sob restri¢cdo (usando pseudo-medi¢ée<x;,).
Brangueamento: o resultado é o termo de inovaggosterioriy, — CrXy.

B a,=0,8eb,=0,2;

H a; = 0,8 e b, sendo uma onda triangular.

H a; = 0,8 e b, sendo um passeio aleatério cogn= 0, 85 e confinado a

0,2 <bp<2,0.
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Consisténcia do Filtro de Kalman Exemplo 10: Consisténcia do FK para o modelo do exemplo 2 (simulagéo

fk_fogueteconsistencia)

Teorema 1: Consisténcia de estimagao diante de erro de modelagem ([L], pp. 248) Considerando o modelo do foguete do Exemplo 2 subindo com empuxo constante

Seja o sistema Fj, = 10000 N, M = 1000 kg, g = 9,81 m/s>eT = 1 s.

Sao tratados dois casos:
Xp = Ap_1xp—1+ Broiup_1 +Tpwy, (153)

i = Cpxp+vy (154)

comwy ~ N (0,Qz), vii ~ N(0,Ry), xo ~ N (%9, Py) descorrelacionados, se o casol : A=Ay B By, = By, Cr = Ci
filtro de Kalman for empregado com parametros caso2 : Ap=0,99A, B, =By C, =Cy

Py > Py Qi > Qy R;, > Ry, . . _ ~ =
Para cada caso, considera-se tambBgma= 7Py, Q, = 7vQr e R = vRy, para
X, @Xy);—1 SE0 consistentes pois é garantido que 7=0,1,y=1ey=10.

P, > Py Ppji—1 > Pyt

Prof. Geovany A. Borges - Estimagcéo e Filtragem Estocéastic88.20 70 Prof. Geovany A. Borges - Estimacao e Filtragem Estocastica8.20 71



Variantes do Filtro de Kalman

B Filtro de regime permanente

Considere o sistema

X = Axp_1+T'wy (155)
vie = Cxp+vi (156)
comwy ~ N(0,Q), vi ~ N(0,R), xo ~ N (%o, Po) descorrelacionados. Sendo

A e Cinvariantes no tempo, os auto-valoresAl@stando dentro do circulo
unitario ew,, e v, estacionarios, pode-se verificar que chm» co, tem-se que

P =Prp1 =Prppo=Prop_3="". (157)

Isso implica que o ganho do filtro de Kalman alcangard um valor constante dado
por
G..=P.C" (CP,.C"+R)"
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SendaP, = Py 1 = Pj_14—2, €NtA0P,, deve satisfazer

P..= AP, A” - AP,.C" (CP..C" +R)™ CP,A” + TQI”

gue é da forma da equacéo algébrica de Riccati para tempo discreto. Existem
varias técnicas para resolugdo dessa equacdo. Uma delas é usada peléeftincao
do MATLAB.
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que é constante, ndo precisando ser mais calculado a cada passo de amostrage

Dado que
Pyr1 = AP, AT +TQI” (158)
Pr1 = (I-Gr1C)Py_qp3—2 (159)
com
—1
Gy-1=Pj_1;_2C" (CP_1;_oC" + R)
entdo
Pyp1 = A(I-Gp1C)Py AT +TQIT (160)
= APy AT (161)
—1
—AP;_1;2C" (CPj_1,_2CT +R)  CP;_;_»AY162)
+rqQr’ (163)
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Variantes do Filtro de Kalman

B Filtro de informacé&o

As equac0es do filtro de Kalman podem ser re-escritas empregando a matriz de
informacéao

P2 P;l
Sendo o sistema
Xp = Ap_1Xp_1+Brojup_1 +wy (164)
yi = Cixp+vi (165)

comwy ~ N(0,9.1), vi. ~ N(0,R;; ), xo ~ N (%0, P, ') descorrelacionados,
entdo o filtro de informacao emprega as seguintes equacoes:
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(i) Fase de predigédo (entre os instarites ety): Variantes do Filtro de Kalman

Rek—1 = Ap—1Xp—1+ Br_1up—1 (166)
-1 B Filtro para processos com ruidos de processo e de medicéo correlacionados
Prp—1 = Qb — QA1 (Poo1 + AL 1 QeAr—1)  AL_1Qr  (167) parap P ¢
Seja o sistema dinamico estocastico em tempo discreto
(ii) Fase de correcéo (no instartig: dado a medicag;, com matriz de informagéo Xy = A 1Xp_14 Br_jup_1 4 Cpwy (171)
R
ye = Cpxp+vi (172)
Pr = Prpr_1+ CLRiCx 168 :
k k|k 11+ koG (168) comwy ~ N(0,Qq), vii ~ N(0,Ry), xo ~ N (%o, Po) tais que
Gr = (Po) CiRiCs (169)
X = RKgpp-1+ Gr(yr — CeXppp—1) (170) E{kalivp} = Sk, E{kag} =0, E{kag} =0. (173)

ou sejaw, e vy sdo correlacionados tais que

ACT ) e 0)= (5 =)

Esse filtro apresenta vantagem computacional apenas:gten.
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O filtro 6timo para esse problema é dado pela formulag&o seguinte: Exemplo 11: Filtragem de uma versao correlata do modelo do exemplo 2 (simulagé
fk_foguetecorrelato)

(i) Fase de predicao (entre os instarties ety):
Considerando o modelo do foguete do Exemplo 2 subindo com empuxo constante

Rpe—1 = Ap—1Rp-1+ Bro1up— (174) Fj, = 10000 N, M = 1000 kg, g = 9,81 m/s* eT = 1 s.
_ T T
Ppp—1 = Ap-1Pr-1Agy + TeQil 175) Tem-se que os ruidos de processo e de medicdo séo relacionados por
(i) Fase de correcéo (no instamt¢: dado a medicég; com matriz de Wi,
covarianciaR;, ( vi ) =HM\;

-1 ~
Gi = (Pup_iCT +8y) (CkPru i CF + CiSy + STCT + Ry)(176) comA; ~ (0, I). Portanto
X = Xppp—1+ Gr(yr — CrXppr—1) (77) Q. Sk _ ’
T ST R =HH
P. = Piu-1— Gk (CiPr—1+Sj) (178) k k
Razdes se tew), e v correlacionados: Nessa simulagéo, é feita uma comparacéo entre o filtro de Kalman e o filtro de

. . s Kalman correlato.
e Ruido estrutural agindo nos modelos de processo e de medi¢ao

e Uso do mesmo sensor para se ohige y;
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Variantes do Filtro de Kalman

B Interseccao de covariancias: trabalho...
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