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O problema da filtragem nao-linear

O problema da filtragem néo-linear

m Dificuldades em encontrar uma solugéo analitica para

D(YEXes Y1s o Ye—1)P(Xk|y1, -+ Yr—1)
P(Yely, - ¥r-1)

p(xkb’h e 7Yk) =

e Mesmo comx, Gaussiano, sao fatores que fazem comxguseja

nao-Gaussiano:
— Na&o-linearidade dé(x;_1,u;_1), que determina(xx|y1, - ,¥Yx);
— N&o-linearidade d&(xy), que determin@(yi|Xe, y1, -+, Yk—1);

— Erros de modelamento do processo, que podem implicar guereal seja

ndo-Gaussiano;

— Erros de modelamento do medicéo, que podem implicar guereal seja

nao-Gaussiano.
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B Sistema dinamico estocastico ndo-linear em tempo discreto (ruido aditivo):

xp = f(xp—1,up—1)+ Trwy 1

Yy = h(Xk)—i-Vk (2)

comxg, w, € vy, descorrelacionados.

m Problema: resolver

p(}’k|xka)’17 e :Yk—l)P(xk-b’h e 7Yk—1) (3)
PYElY1 e yr-1)

p(Xk|Y17 e 7}’k) =

ou ainda, determinar

E{xgly1, - ,yr} = Estimativa de minima variancia
arg,, maxp(xgly1, -+ ,yx) = Estimativa de maxima posteriori
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O problema da filtragem néo-linear

Exemplo 1: Modelo estocastico ndo-linear

Xk+1

Yk

1 +0,5
_ L1, k41 _ 252 ’ ’
- < o > = < ook + Hé”; +0,8cos(1,2(t, — 1)) ) + Wht1

2
Lok

20

+ vg

comxg ~ N(0,Pg), wi ~ N(0,Q), v ~ N(0,r) tais que

0,05 0 ~ (0,001 0 N
PO_( 0 2)’ Q_( 0 2)’ r=1
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Filtros para modelos n&o-lineares

Filtro de Kalman Estendido: linearizag&o local de primeira ordem do modelo.
B Filtro de Segunda Ordem: linearizag&o local de segunda ordem do modelo.

B Filtro de Kalman Estendido Iterativo: linearizacdo local com maxigé@paterativa
deP(Xk|Y17 e 7Yk)

B Filtro de Kalman por Pontos Sigma: propagacao de média e matriz de covasianci
do modelo de processo usandbliascented Transform

B Filtro Soma de Gaussianas: aproximaca@@e;|yi, - - - ,yx) por uma soma de
gaussianas.
m Filtro de Monte Carlo Sequencial: aproximacaodey|y1, - - - ,yx) por amostras.

B e muitos outros ...
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com

of (Xp_1,up_ . A
Ap 1= O Re—1, wi1) = f(Xp_1,upm1) — Ap 1%y

0Rp 1

O mesmo pode ser feito com rela¢cdo ao modelo de medicéo

vi = h(xg) + vy

que em torno da predic&o, ,_,

Oh(Xpx-1)

h(X}C) ~ h(}"(k‘kfl) + 6)’ik|k !

(Xp — Rpgjp—1)
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Filtro de Kalman Estendido (FKE)

Considerando o modelo de processo
xp = f(xp_1,up_1) + Tpwy,
em torno dex;_ 1, usando expanséo em série de Taylor tem-se

Of (Rp—1,up-1)

X1 — X
Fro (X1 — Kp—1)

f(xp—1,up—1) = f(Xp_1,up—1) +

Assim, o modelo pode ser re-escrito na forma

Of (Rp—1,ur-1)

-~ Xp—1 — Xp—1) + Tpw
9% 1 (Xp—1 k—1) EWE

xp = fRp—1,up—1) +

Of (Rp—1,ui—1)

N Of (Xp—1, up—
o v o g u ) - EEn o)

Xp—1| +Trpwy

6§(k_1 85%—1
= Ap_ixp_1+u)_q + Typwy
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que se torna
. Oh(Xp 1) .
Y = h(Xpp—1)+ 8A7|(Xk — Xpk—1) + V2
Xk|k—1
N Oh(Kp|p—1) . Oh(Xpk—1)
Yi —h(Xppp—1) + —2 | Xplk—1 = = | + Vi
an|k,1 axk|k71
v = Cixp+vg
com oh(3 )
Xk|k—1 o N
Cr = (yil Vi = Yk — h(Xpjp—1) + CrRpjp—1
Xk|k—1
Desta forma, temos um sistema linear transformado
Xp = Ap_ixp_1+u,_ +Tpwy, (5)
Vi = Cixp+vi (6)

sobre o qual pode-se aplicar o Filtro de Kalman, resultando nas seguintes equacoe
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(i) Fase de predigédo (entre os instarites ety):

Kp—1 = B{f(xp_1,up1) +Tpwilys, -, ye—1} (7)
= f(Xp—1,u-1) (8)
Prpor = Ap1PriAl |+ ThQuIf ©)
com
A, = A men)

OXp—1

(ii) Fase de corregdo (no instartjg: dado a medicdg; com matriz de covariancias

Ry
X = Kpp-1+ Gr(yr — CrRpjp-1) (10)
= Rypp-1 + Gr(yr — h(Xpp—1) + CrXpp—1 — CrRppr—1) (11)
= Xpp—1 + Gr(yr — h(Xpp-1)) (12)
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Filtro de Kalman Estendido (FKE)

Algoritmo 1: Filtro de Kalman Estendido
Seja o sistema dinamico ndo-linear estocastico em tempo discreto

X = f(Xk,huk,l)JrFka (16)
Ve = h(Xk)—i-Vk (17)

comwy ~ N(0,Qy), vi ~ N(0,Ry), xg ~ N(Xo, Po) descorrelacionados, ou seja

E{w,vi} =0, E{w,xt} =0, E{vixt} =0. (18)

O Filtro de Kalman Estendido é o estimadorxgg composto de duas fases:
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P, = (I-GiCy)Ppp_ (13)
= (I-GCi) Py (I- G1Cp)" + GR4G] (14)
-1

Gi = Pup_1Cl (CiPr—1CL + Ry) (15)

com oh(s

Cp - AXkUc—l)
OXjyk—1
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(i) Fase de predicéo (entre os instarites etx):

Kpp—1 = F(Xp—1,u-1) (19)
Of (Xp_1,up_ Of (Xp_1,up_ r
Pt = Mp]%l M +T,Q:I7  (20)
01 0Xp—1

(ii) Fase de correcdo (no instartig: dado a medicag; com matriz de covariancias
Ry

X = Xpp—1+ Grlyr — h(Xgp-1)) (21)
Oh(Xpp—
P, = (I*Gk%) Prir1 (22)
Xk|k—1
—1
O (Rppe_1)\ " [ O (Rk_ h(Repp_1)\ "
G, = Pk|k71< (AXWC 1)> (AXWC 1)Pkucﬂ <7(,Xk|k 1)> + Ry, (23)
OXp|k—1 OXp|k—1 OX k-1
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Filtro de Kalman Estendido (FKE)

Observagéo 1:

O Filtro de Kalman Estendido obtido por lineariza¢@o aproxifa; |y1, - - - ,yx) por
uma Gaussiana, pois usa o modelo (5)-(6).

Observagéo 2:

O Filtro de Kalman Estendido é um estimador sub-6timo, devido as aproximagoes.

Observacgéo 3:

Comwy, ~ N(0,Qy), vi. ~ N (0, Ry), xo ~ N (%o, Po) descorrelacionados, mesmo
se forem usadoB > Py, Qr > Qik, Rr > R ndo se tem como garantir
consisténcia dé& e Xy;_1.
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Filtro de Kalman Estendido (FKE)

Exemplo 3: Estimacao sob restricdo

Considere o sistema

X = f(Xk_l,uk_l)—i-Fka (26)
Yi = h(xp)+vi (27)

comwy ~ N(0,Qg), vi ~ N(0,Ry), xo ~ N(X9, Po) descorrelacionados, mas
com restricdo nas variaveis de estado sob a foma de

c = g(xx). (28)

Uma forma de incorporar as restricdes no problema consiste em usar um artificio
conhecido popseudo-medicddu seja, o modelo de medicdo passaria a ter uma

componente ficticia:
yi \ _ ( h(xk) /
()= (e )+
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Filtro de Kalman Estendido (FKE)

Exemplo 2: Estimagao conjunta de estados e parametros

Considere o sistema
xp = f(xp—1,up—1,0k1) + Trwy (24)
ye = h(xg)+vi (25)

em qued é um vetor de pardmetros que comp8em o modelo de evolu¢do do proces
O problema consiste em estimar simultaneamepted,.. Uma solucao consiste em
aplicar o Filtro de Kalman Estendido (ou qualquer filtro estocastico néo-Jipaga o

sistema estendido
xp \ _ ( f(%k—1,uk-1,0k-1) N Twy
0y, 011 Wo i

yi = h(zg) + vy

Zg

em quez, contem estimativas de ambgg e 8, que se tornam correlacionadas
devido af(kal, up—1, 9;€71).
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comvj ~ N(O,R}) e
r_ Rk 0
F=L 0 Sy
ComS;, = 0, arestricao (28) é satisfeita a cada passo de corre¢ao do filtro. Se for

desejado relaxar a restricéo (28), basta esc@her 0. SeS;, ainda for "muito
pequeno” a estimativa nao fica longe de satisfazer (28).
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Filtro de Kalman Estendido (FKE)

Exemplo 4: Rastreamento de Foguete

Discussao em sala de aula. Observar o conceito de medi¢gdo modificada.
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Filtro de Kalman por Pontos Sigma (FKPS)

16

Leitura em sala de aula.
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Filtro de Kalman Estendido Iterativo (FKEI)

Leitura em sala de aula.
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Filtros sequenciais de Monte Carlo

Seja o sistema dinamico nao-linear estocastico em tempo discreto

xp = f(xp_1,up-1) + Trwy (29)
h(Xk) —+ Vi (30)

Yk

Os filtros de Monte Carlo pertencem a uma classe de algoritmos que aproximam
p(xkly1. -+ ,yx) por amostras

1 (2 (Ns)
Xk Xk ... Xk;
com pesos associados
1 2 N,
ql(f ) ql(C ). q]i s)
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de forma que]“> oc p(xk)\y 1, ,Yk) € aseguinte aproximacao é feita

P(xkly1, -+, yx) Zq( J(xi — %)

Os pesos devem ser determinados de forma que

Zq(l)

(31)

(32)

(33)
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Neste contexto, dois filtros MCS serdo apresentados:

B Filtro Sequential Importance SamplifgI|S)

B Filtro Sampling Importance Re-samplif8IR)

Boas referéncias sobre este tdpico séo [1] [2].

20
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A partir das amostras, a estimativa de minima variancia é dada por

oo
E{xily1,-- .y} = / Xk P(Xk|y1, - YE) dXp
oo Ns )
i)
- i=1

%

> st

Por outro lado, a estimativaaximo a posteriorseria
Tvap = arg, max p(Xklyi, - ,yx)

~ (j)tal queq(” > q,g ) j 41

Pela literatura, as amostmg) sdo comumente denominadasgdeticulas Devido a
isto, filtros MCS séo também conhecidos [itiros de particulas
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Filtro Sequential Importance Sampling(SIS)

A densidade(xx|y1, -+ ,yx) pode ser obtida a partir de

p(Xk|Y1, e 7y1€) :/ o / p(X07' o axkflaxkb’la e 7Yk) dXO o dxk*l

Desta forma, o problema de filtragem pode ser resolvido a partir da densidade
conjuntap(xo, - - - ,Xkx—1,Xk|Y1, -, Yk), que pode ser aproximada por

N
p(xo, - KXo Xelyn o ye) & Y al o({xo, i — {x0 -  x()) (35)

comzt f q,(j) = 1. No entantop(xog, - -+ , Xk—1,Xk|y1, -, yx) € dificil de ser
amostrada diretamente. Um dos motivos é que, devido ao grande niumero de amos
acumuladas desde= 0, o algoritmo de amostragem seria bastante pesado
computacionalmente.
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O algoritmo de amostragem de importancia pode entdo ser usado nestes casos:

[ | Gera-se{xé“, e ,x;“} seguindo uma FDP auxiliar(xg, - - - , Xk|y1, - , Y&}
(funcéo de importancia)

m Usa-se;\” dado por

(i) (i)

(i)_p(XO ) X |y17"'aYk)

B =@ 0] (36)
(%o s X [y, YE)

de forma que fica satisfeita a relacéo

O problema com esta solugdo é que para calcular (36) requer-se que sejam
armazenadas todas @s+ 1) N amostra:{xé’), e ,x,(j)}, numero este que aumenta
com o tempo. Portanto, faz-se necessario uma solugdo seqiencial.
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Entéo, a partir de (41), o conjunto de amostcéfé, e ,xfc” pode ser obtido a partir
dex{”,---,x\" acrescentando-se amostrd§ geradas de

x,(f) -~ w(xk\x((f),“' ,ngll,yl,-'- ,}’k) i=1,---,N,. (42)
= w0l Ly ye) (43)

Percebe-se quegf) € uma predicdo de;, dada toda sequiéncia de eventos ocorridos
desdet = 0. Portanto, determinou-se uma forma de gerar amostras sequencialmente
(ou recursivamente). O mesmo precisa ser feito com relacao aos(ﬁésos

A partir da regra de Bayes

p(X0, -+ s Xk|y1, 0 YE) =

p(yk‘x(h oy Xk Y1, 7Yk—1)p(xo, e 7Xk|Y17 e 7yk—l)
P(YElyL e Yr-1)

)
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Considere que exista uma funcéo de importancia que possa ser fatorada como

W(X07"' ,Xk|Y1,' o :Yk) = 7T(Xk|X0," s XE—1,Y1, 7Yk)

X (Xo, - Xp—1|¥1, s Yi—1).  (38)

Na verdade, isto seria possivel se

W(X07"' axk71|y1a" : 7y]€) = 7T(X07-" 7Xk‘71|y1a'"' ,Yk—1)~ (39)

Verifique isto a partir da relagdo( A, B|C) = 7(A|B, C)n(B|C).

Mais aindasr(-) pode ser escolhida de forma que

T(Xk[X0, - Xk—1, Y1, 5 Yk) = T(Xp[Xp—1, Y157+, V&) (40)

e assim
(X0, 5 Xkly1, oY) = T(Xk[Xk—1,¥1, 0 YE)T (X0, Xe—1 Y1 Ye-1)
(41)
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e considerando

p(XO"“ »Xk|}’1»' o 7yk—1) - p(xk|X07"' ;s Xk—1, Y1, ayk—l)

Xp(Xo, o an—1|Y1, e 7Yk71)7 (44)

entaop(xo, - -+ ,Xk|y1, -+ ,yx) pode ser obtido recursivamente:

p(XO7..' 7Xk?|y17..' 7yk) :,l/} Xp(X07..' 7Xk71|y17... 7y}€71) (45)

(yk|X0a'"' y Xky Y1, aykfl)p(xk‘xof" y Xk—1, Y1, """ 7}”971)

p
Y= (46)
p(Yklyla e 7Yk—1)
Dado o modelo
xp = f(xp—1,up—1) + Tpwy (47)
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tem-se que

p(yrl%o, s X Y1, Ye—1) = D(Yrlxk) (49)
P(Xp|X0,  yXk—1, Y1, Yk—1) = D(Xp|Xkp—1) (50)

Portanto,

P(yrlx)p(xx|xk-1)
P(YEly1, - Yr-1)
€ uma forma recursiva de obteixo, - - - , xx|y1, - ,yx) @ partir da densidade

conjunta acumulada até— 1. Juntando este resultado com o da equacgéo (41),
obtem-se uma forma sequiéncial para atualiza¢éo dos pesos:

p(X()a"' 7Xk‘y17"' 7Yk) = < )p(X07"' 7Xk71‘y17"' ,Yk71)

(2) (@)
(i) _ (XO s X ‘yh'" 7yk)
B = @) @
(XO sty Xy ‘yh"'?yk)
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52N ¢ = 1, que pode ser obtido fazendo normalizagao:

@ (i)

~(7

4, = 77) (52)
Z] 1 qk

e depois usand@(j COMO 0S NOVOS Pesos.
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(é)

v 1) p(xg’, Xk 1|Y17 L Yk—1)

o _ p(yrlx)p <xk i
E = -
p(yk|Y17 7yk71) ( >|Xk 17y1a 7Yk) ﬂ—(x(()l)f" Xk: 1|y1a' : 7}’k71)

() p(yklxg))p(xg)\x(” ) (i)
% = @) () X k-1
p()’k‘)’ly 7yk—1)ﬂ-(xk |Xk Y1, ayk)

Comop(ykly1,- - ,yx—1) ndo depende dos estados,

) (@) (1) |5 (9) ,
(i) p(yr|x; )p(x;,” %2 ) xq,?ll

k
ﬂ-( )‘Xk; 17}’17"' 7yk)

(51)

Na verdade, n&o é necessario conhe€er|y1, - ,yr—1). Mas € preciso garantir
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Filtro Sequential Importance Sampling(SIS)
Algoritmo 2: Filtro Sequential Importante Sampling (SIS)

Seja o sistema dinamico nao-linear estocastico em tempo discreto

f(xp—1,up-1) + Tpwy, (53)
h(Xk) —+ Vi (54)

Xk

Yk

comwy, ~ N(0,Qy), vi ~ N(0,Ry), xo ~ N(Xg, Po). O algoritmo SIS de
filtragem estocéastica Monte Carlo se resume nos seguintes passos:
m Inicializacdo: dadg(z), fazer

e Geraramostras.’ , i =1, , N, dep(zo).
e Determinar os peso;é”. A partir de (37), seria natural usar

a5 = p(xy))

Prof. Geovany A. Borges - Estimacao e Filtragem Estocastica8.20 31



e depois normalizar seus valores de forma Jife’, q(’) =1.

B A cadainstant& > 1, atualizar as amostras e pesos por meio de

x) o~ w( v )
@ el x )
9y =

a(xPx yn Ly

e depois normalizay,ii) de forma quezf\;‘*l q,(f)

variancia do vetor de estados € dada por

N
X = Z q](j)xm
i=1

Observagéo 4:

Sendow;, ~ N(0,Qy) evy ~ N(0,Ry), enté0p(yk\x,(j ) ep(xk)|x(l) ) sdo

densidades Gaussianas.

= 1. A estimativa de minima
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Filtro Sampling Importance Re-sampling(SIR)

32

O SIR é um filtro com reduzido risco de divergéncia quando comparado ao SIS. Isto

se deve a duas alteracdes no SIS:

|. Escolhe-se

ax %Dy ye) = pP D )

de foma que;,(f) € atualizado como

g = plyrlx’) x ¢,

de forma que as amostras com maior verosimilhanca com as medi¢fes terdo seus
pesos aumentados com relac@o ao outros (apds normalizagao). As amostras poden

ser obtidas, por exemplo, usando

xg) = f(xgzl, u;_1) + I‘kw;:)
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Observagao 5:

(@) desempenho do SIS depende fortemente da escolha da densidade
ﬂ(xk |xk Y1+, ¥&). Umama escolha pode fazer com que o algoritmo se

degenere (divergéncia), implicando que uma dada ampgpvde terq,(j) ~1,eas
outras ndo seriam amostras representativas da distribui¢éo.
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comw,(f) sendo uma amostra géwy).
Il. Reamostragem: esta fase se faz necesséria para minimizar o niumero dasmosti
comq< ) ~ 0. Afase de reamostragem consiste em gerar um novo conjunto de

amostras ~(1) X ~<N“ a partir de amostragem com reposmacx@lé x,(CN*“)
em que . .
Pr{:‘c,(j) _ XI(CJ)} _ q(a)

o que |mpl|ca que serdo replicadas amostras com maior verossimilhanca
(yk\xk ). ApOs esta fase, os pesos recelqé?n_ 1/Ns.

Observacao 6:

Existe um risco de degeneracdo se as medidas possuirem baixissima incerteza, i.e
p(yk\x,(:)) € muito estreita. Isto reduz a probabilidade de se ter amostras
representativas em torno do méximo;rﬂyk|x,(j)).
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Filtro Sampling Importance Re-sampling(SIR)

Exemplo 5: SIR aplicado a um modelo estocéastico ndo-linear

T1 gt . 1%+ 0,9
X+l = T2 k41 - %.Tg,k + 1_:;2%”; + O, 8COS(17 Q(tk — 1)) + Wi+1
2
L2k
Y = % + v

comxg ~ N(0,Py), wi ~ N(0,Q), vy ~ N(0,r) tais que

0,05 0 /0,001 0 B
PO_( 0 2)' Q_( 0 2>’ r=1
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