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Instruções:

• Tempo máximo de duração: 3 horas.

• Explique o desenvolvimento das questões. Resultados sem explicações e sem desenvolvimentos não serão aceitos;

• Não use aproximações, exceto quando explicitamente indicado;

• É permitido o uso de máquina calculadora, bem como a consulta de material impresso trazido pelo aluno;

Questões:

1. Seja x1, ..., xN medições positivas e iid segundo a densidade
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xi

θ
exp(−

x2

i

2θ
) (1)

com parâmetro θ > 0. Determine a estimativa de máximo de verosimilhança do parâmetro θ (pontos: 1,0).
Se esta estimativa for não-polarizada, determine o limite de Cramer-Rao para o estimador (pontos: 0,5).

2. Considerando ainda o quesito 1 com N > 1 medições, sendo p(θ) = θ exp(−θ), a densidade a priori do
parâmetro θ > 0, determine o estimador MAP Bayesiano para este parâmetro (pontos: 1,5).

3. Considere um processo estacionário no sentido amplo x(t) com função de auto-correlação γx(τ) = a|τ | com
0 < a < 1 e E{x(t)} = µ. Seria x(t) ergódico na média? Caso não, quais condições seriam necessárias para
que x(t) seja ergódico na média? (pontos: 2,5)

4. Considere o processo

y(t) =
x(t + ε) − x(t)

ε
(2)

com ε > 0 e x(t) sendo um movimento Browniano. Mostre que y(t) é um processo Gaussiano estacionário e
determine γy(τ). Qual o limite de γy(τ) se ε → 0. (pontos: 2,0).

5. Considere o SDED invariante no tempo

xk = Φxk−1 + Γwk, (3)

yk = Mxk + vk, (4)

com xk ∈ <n, yk ∈ <m, wk ∈ <n e vk ∈ <m. wk e vk são ruídos brancos Gaussianos descorrelacionados com
x0 e tais que

E{wk} = E{vk} = E{wkv
T
k } = 0,

E{wkw
T
j } =

{

Qk , para k = j

0 , caso contrário
,

E{vkv
T
j } =

{

Rk , para k = j

0 , caso contrário
.

Seja x̃k = xk−x̂k o erro de estimação no instante k obtido pela aplicação do filtro de Kalman (x̂k é a estimativa
do filtro após a correção usando a medição yk). Mostre que x̃k e yk são descorrelacionados (pontos: 2,5).

BOA PROVA!
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