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Sinais e Sistemas em Tempo Continuo

Capitulo 1

Adaptagdo do material do Prof. Jodo Luiz —2019/2
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Capitulo 1: Sinais e Sistemas

1.1 - Energia e poténcia do Sinal
* 1.2 - Operagdes com sinais
1.3 - Classificacao de sinais
1.4 - Modelos de sinais
* Degrau unitario
* Impulso unitdrio
* Exponencial complexa
1.5 - Simetria
* Funcgdes pares e funcdes impares
* Componente par e componente impar de um sinal
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Capitulo 1: Sinais e Sistemas

* Sinal:
— E um conjunto de dados ou informacéo

— Grandeza que varia em fun¢do de uma variavel independente qualquer
e Ex’s: tensdo elétrica em fungdo do tempo, v(t),
e Ex: carga elétrica em fun¢do da posigao espacial, g(r)

— Falaremos sempre em “tempo”, mas a discussao se aplica a qualquer outro tipo de
variavel independente

» Sistemas:
Processa (modifica ou extrai) informacdes do sinal
Tem um sinal de entrada e um sinal de saida (também vdrias entradas e varias saidas)

Pode ser um circuito elétrico, um sistema mecanico ou hidraulico, ou mesmo um
algoritmo implementado em software

Ex: sistema que calcula a posicao futura de um alvo a partir de um sinal de radar
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1.1 - Energia e poténcia do sinal

Seja um sinal x(t)
* Energia: Exzf lx(t)|2dt

— E uma medida influenciada pela amplitude do sinal e por
sua duragao

— O operador modulo é necessario pois x(t) pode ser um
sinal complexo

n . 1 +T/2
* Poténcia: P = lim —f lx(t)|2dt
L ol
— E a média da energia por unidade de tempo

— E chamado de valor médio quadratico

* Valor eficaz (ou valor rms): € a raiz quadrada de P,
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Consideracoes

+00 1 +T/2
E, = f |x(t)[*dt P, = lim —J lx(t)|%dt
-0 =T J_r/;

* Se a amplitude do sinal zerar com [t| > oo, entdo a
energia é finita
— Neste caso, a poténcia é nula

* Se a amplitude do sinal ndo zerar com |t| = oo, entdo
a energia é infinita
— Neste caso, a poténcia é ndo nula

* Alguns sinais tem energia e poténcia infinita
— Ex:x(t) =t

* Se x(t) é periddico, a energia é infinita e a poténcia
sera o valor médio de |x(t)|2 para um periodo T

1
P, = T—f |x(t)|2dt (poténcia de um sinal periédico)
0

T
20/08/2020 0 ~—0 integral ao longo de um periodo qualquer
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Exemplos

Sinal com energia finita e poténcia nula

x(1)

r —
{al
Sinal com energia infinita e poténcia finita
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1.2 - Operacoes com sinais

Nesta secao discutiremos algumas operacoes uteis com sinais.

Sao as transformacgdes da variavel independente:

Deslocamento temporal: x(t-t,)

Escalonamento temporal: x(at)
* Reversao temporal: x(-t)
* Operacoes combinadas: x(at-b)
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Deslocamento temporal: x(t-t,)

/\/X(QK
Se t, > 0: versdo atrasada de x(t)/#:“/ru)y
I

ty t

Se t, < 0: versdo adiantada de x(t) x(t-to)
20/08/2020 |
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Escalonamento temporal: x(at)

x(t)

|a] >1 -> versdo linearmente comprimida de x(at)

Exemplo: com a = 2, um sinal de dudio é reproduzido
com o dobro da velocidade

x(at) |a]l <1 -> versdo linearmente estendida de x(at)

Exemplo: com a = 1/2, um sinal de dudio é reproduzido
20/08/2020 com metade da velocidade

Ell Y

Reversao temporal: x(-t)

(a) x(t)

versdo espelhada de x(t)

N r

Figura 1.11 (a) Sinal de tempo continuo x(t); (b) sua reflexdo x(-t)
em relagdoa t= 0.
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Combinacoes: x(at-b)

— A dire¢ao do deslocamento depende nao so do sinal de b, mas

também do sinal de a

20/08/2020

Se |a| > 1:sinal é linearmente comprimido
Se |a| < 1:sinal é linearmente estendido
Se a <0 :sinal é refletido no tempo

Se b # 0 :sinal é deslocado no tempo

Ell Y
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x(1)

=
Exemplo

x(t)

x(t+1)

1 xit+1)
versdo adiantada de x(t)

(deslocamento p/ esquerda)

x(-t+1)

ou
/ versdo espelhada de x(t+1)
- t

20/08/2020 1

t
[ 1 2

1| xl=t1) versdo adiantada e espelhada de x(t)
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Exemplo
x(l_) ; xif) :
3
x(—1) 3 . _
2 . x(34 versdao comprimida de x(t), pois |a| > 1
o 2.:’3 4/3 !
3
X(—t + 1) 1| x(Ee) versdo comprida e adiantada de x(t)
2 ou
versdo adiantada de x(3t/2)
20/08/2020 ~2/3 0 2/3 ' 13
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1.3 - Classificacao de sinais

* Tempo continuo vs. tempo discreto

Sinal analdgico vs. sinal digital

Sinal periddico vs. sinal aperiddico

Sinal causal vs. sinal anti-causal vs. sinal nao causal

Sinal de energia vs. sinal de poténcia

Sinal deterministico vs. sinal estocastico

20/08/2020 14
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Sinais de tempo continuo vs.

sinais de tempo discreto

* Sinais de tempo continuo: definidos em um conjunto
continuo de valores da variavel independente

— Ex: velocidade do vento em funcdo da altitude

* Sinais de tempo discreto: definidos somente em um
conjunto discreto de valores da variavel independente

— Ex: indice semanal Down-Jones da bolsa de NY

>
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Figura 15 Meédia anual tipica do perfl do vento vertcal (Adeptado ) )
20/08/2020 e Mo S ooty Hzpo " Figura 1.6 Exemplo de sinalde tempo discreo: ndice semanal Dow-Jones da Bolsa de Valores de Nova York, de  de janiro de 1929.2 4 de 15

ESSA ERLTM-NSSL 48, ago. 1970.) janeiro de 1930

V4 . . . E“EI
Analogico vs. digital

¢ Sinais analdgicos

— Podem assumir um numero incontavel de valores possiveis
dentro de uma faixa dindmica (ou de excursao)

¢ Sinais digitais

— Podem assumir somente um nuimero contavel de possiveis
valores dentro de uma faixa dinamica
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Sinais periddicos

x(t)

—2T, -T,

* Osinal é dito “periddico” se existe um valor positivo T,
para o qual
x(t) = x(t+T,)
para todos os valores de t
e T,é o periodo do sinal
* Deslocar no tempo por multiplos de T, ndo tem efeito

e Se ndo existe um T, para o qual a equagdo acima é
verdadeira, entdao o sinal é dito “aperiodico”

20/08/2020
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Sinais periodicos (continuacao)

* Se o sinal é periodico, x(t) = x(t + mT,) para todo t e para
gualquer numero inteiro m

* Assim, x(t) também é periodico com periodo 2T,, 3T, 4T,, etc.

* Periodo fundamental: menor valor positivo de T, que satisfaz a

condicao do slide anterior

— Excecdo: x(t) constante
* Neste caso, x(t) é periddico para qualquer valor de T,
* Portanto, o periodo fundamental é indefinido

20/08/2020
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Exemplo

_Jcos() ifr<O
) = [ sin(®) ift =0

* x(t) € um sinal periddico?

Embora cos(t) e sen(t) sejam ambos periédicos com periodo T, = 21
(segundos), x(t) ndo é periddico, pois a descontinuidade em t = 0 ndo

CAD A AN
SVAVAVARVAVAYS
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Sinal causal, anti-causal e nao-causal

Sinal causal: x(t) =0 paratodo t< 0
Sinal anti-causal: x(t) =0 paratodot >0
Sinal ndo causal: x(t) # 0 para algum t<0

III

— “Anti-causal” e “ndo causal” s3ao coisas diferentes!

Observagao:

— Todo sinal periddico é ndo causal
— Todo sinal causal ou anti-causal é aperiddico

sinal causal sinal anti-causal sinais n3o causais

2 (t) Nm) H}(fL Nr(t)

0 t 0 t T’ i T ;

20/08/2020
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Sinais de energia e sinais de poténcia

Sinal de energia: tem energia finita

— Consequentemente, tem poténcia nula

Sinal de poténcia: tem poténcia finita e ndo nula

— Consequentemente, tem energia infinita

— Todo sinal de poténcia tem duracdo infinita

— Em geral, os sinais periddicos sdo sinais de poténcia

Se for de energia, ndo pode ser de poténcia, e vice-versa
Alguns sinais ndao sao nem de energia, nem de poténcia
— Ex: x(t) = t tem energia infinita e poténcia infinita

Ell Y
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Sinais deterministicos vs. sinais estocasticos

* Sinais deterministicos:

— Descricao fisica completamente conhecida, seja na forma matematica
ou na forma grafica.

— Ex: x(t) = e3t

* Sinais estocasticos (ou aleatdrios):

— Conhecidos apenas em termos de uma descricao probabilistica (valor
médio, valor eficaz, etc.)

— Ex: sinal aleatdrio cuja amplitude segue uma funcao de densidade de
probabilidade Gaussianacomu=0eo0=1

20/08/2020
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1.4 - Sinais uteis
e Degrau unitario
* Impulso unitario
* Senoides reais
* Exponenciais reais
* Exponenciais complexas
20/08/2020 23
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Funcoes impulso unitario e degrau unitario
~ e I, t=20
* Funcao degrau unitario: u(t)={
, ] 0, <0
— E descontinuaem t = 0.
* Funcdo impulso unitdrio (ou fungao delta de Dirac): §(r)= dz(t)
t
* Relagao entre as duas:
i ult)= I&(r)dr -
i . 0 t
Figura 1.32  Fungéo degrau unitério de tempo continuo. Figura 1.35 Impulso unitario de tempo continuo.
20/08/2020 24
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Entendendo a funcao impulso unitario

ulo up(t)

suavizando a transi¢do

|
0 t 0 A

t
Figura 1.32  Funcdo degrau unitério de tempo continuo. Figura 1.33  Aproximagéo continua do degrau unitério, u (4.

Ell Y

derivando:
integrando: duA(t)
t ‘SA(t) = dr
u(t) = f é(r)dr
a0 fazendo A infinitamente pequeno: 3,(0)
1 8(0) = lim 8(0) .
0 t
0 A t
Figura 1.35  Impulso unitario de tempo continuo. § .
Figura 134 Derivada de ().
20/08/2020 25
Area da funcdo impulso unitério
Sat) 5()
fazendo A infinitamente pequeno:
1 v
o(t) = lim 8a(z 1
() = lim d() {
0 A t 0 t

Figura 134 Derivada de u, (0 Figura 1.35 Impulso unitario de tempo continuo.

o 1
* Note que 6,(t) tem dreaigual a 1: f_m%(f)df =Axy=1

— Diminuindo a largura (A), aumenta-se a altura (1/A)
* Nolimite: 8@ = Jim 5x()

— Alargura se torna infinitamente pequena

— A altura se torna infinitamente grande
— Adrea continuasendo Ax (1/4)=1

* Portanto, a fungao impulso unitario tem area igual a 1:
f s(t)dt=1

20/08/2020
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Impulso com area k
a altura da seta e o numero indicam a area do impulso
5(t) k 3(t)
0 t 0 3
Figura 1.35  Impulso unitério de tempo continuo. Figura 1.36  Impulso com érea k.
* A funcao k 6(t) € um impulso com area k, pois:
[00] [00]
f kS(t)dt = kf S)dt=k-1=k
20/08/2020 27
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Exemplo ﬁ (1. ——
F 1 - ‘
-1

* Calcule e represente
graficamente a derivada
de x(t).

* Resposta:

%x(t) =28(t — 1) — 36(t — 2) + 25(t — 4)

* Adreadoimpulsoé
igual ao tamanho da
descontinuidade.

* Aintegracado de x'(t)
produz x(t).

20/08/2020 28
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Exemplo

* Calcule e represente
graficamente a derivada
de x(t).

(b)

* Resposta:
%x(t) =26t —1)—36(t—2)+256(t—4)

 Adreadoimpulso é
igual ao tamanho da

descontinuidade.

t 1 é‘l T
J
ol
* Aintegracao de x’(t) =r
Figura 1.40 (a) Sinal descontinuo x(t) analisado no Exemplo 1.7;
p ro d uz X( t) : (b) sua derivada X(t); (c) representagdo da reconstrugdo de x(t) como

integral de

x(t), ilustrada para um valor de tentreOe 1.

Ell Y
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Propriedade de amostragem

Considere: X, (l‘) = x(t)5A (t)

— x,(t) éigual a x(t)/ A nointervalo de 0 a A
— lgual a zero para os demais valores de t

Se A é suficientemente pequeno, x(t) é
aproximadamente constante no intervalo
de 0 a A, de modo que:

x(1)3, (1) = x(0)5,(¢)

O mesmo vale para o limite de 6,(t) com A-0:

x(1)(t) = x(0)s (¢)

(@) Salt)
1/A
x(t)
04A t
(®) 8a(t)
1/A
x(O)F
0 A t

Figura 1.39 0 produto x () §A(i): (a) gréficos das duas fungdes;

(b) visdo ampliada da porgdo diferente de zero de seu produto.

(<>]

E, se deslocarmos &(t) no tempo, temos:

x(t)o(t—1,)=x(t,)0(t~1,)

30
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Amostragem de sinais com trem de impulsos

p()

* A multiplicagcdo de um xm——é)——xpm

sinal x(t) por um trem de

impulsos p(t) produz um xt)
sinal amostrado, x,(t). /\/\

o 1|<—T——| pl)
* A amostragem de sinais 1 T T 1 T
sera estudada em “Sinais 1 :
e Sistemas em Tempo . ’»T»?zj@ xm
Discreto”. 1 }— ! \x"@_)‘_
L I

20/08/2020
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Construindo pulsos retangulares com funcoes

degrau unitario

* E sé fazer: x(t) =ut —t;) —u(t —t)

Exemplo:

x(N=u(t—-2)—u(t —4)
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Sinais senoidais (capitulo B.2)
* Sinal senoidal: x(t) = Acos(wot + ¢)
\fase[rad]
w0=27'[f0 tempo [s]

frequéncia angular [rad/s]
frequéncia [Hz] amplitude
x(f) = A cos (wot + )

_ 2w

Periddico com periodo Al T
fundamental: /\ )
TO — 2_7]- t
jwol

20/08/2020 33
Figura 1.20 Sinal senoidal de tempo continuo.

A . @ Xy(t) = cos wyt IZIIEI
Frequéncia fundamental e

periodo fundamental

* Aumentando o periodo
fundamental, diminui a
frequéncia fundamental:

27

2l =

* Sinal constante:
— Frequéncia fundamental nula
—_ Periodo fundamental |ndef|n|d0 Figura 1.21 Relagdo entre a frequéncia fundamental e o periodo

dos sinais senoidais de tempo continuo; aqui, w,> w, > w;, que im-
plica < T, < T,
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Soma de senoides de mesma frequéncia

a cos wyt + b sen wyt = C cos(wyt + 0)

em que:

C =+a?+ b2

—b
0 =tan~! <—>
a

Lembrando: senwyt = cos(wot —m/2)
cos wot = sen(wyt + m/2)

20/08/2020 35

Sinais exponenciais reais (capitulo B.3)

* Se k e 0 sao numeros reais, entdo x(t) = k et é
chamado de exponencial real.

* Neste caso, ha dois tipos de comportamento:

= g >0 - exponencial crescente 550
= g <0 - exponencial decrescente

= Para 0 =0, x(t) é constante. —

0

&

20/08/2020 36




20/08/2020

Numeros complexos (capitulo. B.1)

j2=-1 j=+V=1

Im(z)

Forma cartesiana: Z = X +jY

Formapolar: Z = Ze/®

Médulo: Z=|Z| =+X?%+Y2

Angulo: 6 = «Z = atan(Y/X)
(atengdo ¢/ quadrante)

Partereal: X = Zcos#@

Parte imaginaria: Y = Zsen#@

Plromeeermeeee .

T N\

2 -
e

: Elad
p ]
(=3 "‘

Conjugado: z* =X — jY = Ze 0

Note que: Z + Z* = 2X

Identidades importantes:

etjkem — 1 etim = 1 etikm — (—l)k
jzejﬂ/Z _jze—jﬂ/Z ]1_.=_}'

* Parte real e parte imagindria de um sinal:

Ell Y

77" = |Z|2 = X2 4y2 Re{x(t)} :M Imix(t)} ZM
20/08/2020 2 2] 7
=
Relacao de Euler
e/® = cosf + jsen6
e 7% = cos@ —jsend
0 e’ + e/ senf = el —e?
cost = ———— o 1
2 2j

20/08/2020
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Funcao exponencial complexa et

* Seja s um numero complexo qualquer:
s=o0+jw
e Logo: eSt =elotjolt
— eOteojwt
= e%(cos wt + j sen wt)

* Porisso, s € chamado de “frequéncia
complexa”

20/08/2020
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Casos especiais da exponencial complexa

* Seja x(t) = ket = ke°te/wt
* Casos especiais:
— Se s =0, entdo x(t) = k (uma constante)
—Se w =0, entdo x(t) = ke°t (exponencial real)
—Se 0 =0, entdo x(t) = ke/*t (senoide complexa)
* Senoides podem ser escritas em termos de exponencias
complexas:

Ay g - A . .
Acos(wgt + @) = Eel‘ﬁeﬂ"tﬂ % ie_ld’e_ﬂﬂof

20/08/2020
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Senoide complexa

Seja x(t) = kest = ke‘telwt

* Com o =0, temos: x(t) = ke/*t

* Reescrevendo: x(t) = k(coswt + jsenwt)
— Parte real: k-cos(wt)
— Parte imagindria: k-sen(wt)

+ E um sinal periédico com frequéncia w
— O periodo é 2rt/w

* Também conhecida como:

— Exponencial complexa periddica

— Senoide complexa

O mddulo (ou amplitude) é | k|

20/08/2020
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Caso geral: sinais exponenciais complexos nao
periddicos

* Até agora, trabalhamos com exponenciais complexas
da forma ket em que
— k eraum numero real; e

— s era um numero real (exponencial real) ou um ndmero
puramente imaginario (exponencial complexa periddica)

* Caso geral: k e s sao nUmeros complexos quaisquer
e Considere: k=]kle’? e s=o0+jw
* Podemos entdo escrever:

keSt = |k|ej96(a+ja))t — |k|eatej(a)t+9)

20/08/2020
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Sinais exponenciais complexos [«>]
(caso geral)

kest — Ikleatej(wt+9)

* Usando a relacdo de Euler:
kest = |k|et cos(wt + 0) + j|k|e?t sen(wt + )

o>0 x(0)

* As partes real e imagindria da
exponencial complexa sao:

— para o =0 - senoides com
amplitude constante

o<0
— para o > 0 - senoides com amplitude

crescendo exponencialmente
— para 0 < 0 = senoides com amplitude
decrescendo exponencialmente

20/08/2020 43
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Envoltoria (ou envelope) da oscilacao

x(t)

.

kest — |k|eatej(wt+9)

* As linhas pontilhadas correspondem as
funcoes | k|e°t

— Este é o mddulo da exponencial complexa ket
— Chamado de envoltéria (ou envelope) da oscilacao
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Plano da frequéncia complexa s

Ss=0+jw est = e%(cos wt + j sen wt)
jw (eixo imaginario)
A

A A
1 R PR !
1 N !
1 Py !
1 N FE !
1 N FE !
1 R PR !
1 I ! .
T T ; > 0 (eixo real)
1 1 1
1 Iy : 1 !
1 N FE !
1 R PR !
1 R PR !
e e e e Yl o ________ !

0 < 0: sinais exponencialmente o >0 : sinais exponencialmente

decrescentes / crescentes

o =0 : sinais senoidais

20/08/2020

Obs: com s no eixo real (w = 0), sinal ndo tem oscilagdo; com s na origem (s = 0), sinal é constante
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1.5 - Sinais com simetria par e com simetria

Im

ar

Simetrias com relagao a reflexao no

tempo

* Simetria par:
— O sinal é idéntico ao seu
equivalente espelhado
— Isto é: x(-t) = x(t)

* Simetria impar:
— O sinal é o negativo do seu
equivalente espelhado
— Isto é: x(-t) = —x(t)
— Um sinal impar deve nulo ser

20/08/2020 emt =0, para que x(0) = —x(0).

(a) x(®)

o
-~

(b) x(®

\ﬂ t
Figura 1.17 (a) Sinal de tempo continuo com simetria par; (b) sinal
de tempo continuo com simetria fmpar.

(<>]
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* Qualquer sinal pode ser decomposto em uma soma de dois
sinais: um com simetria par e um com simetria impar

* Podemos escrever x(t) = x,(t) + x,(t), de modo que:

20/08/2020

Parte par e parte impar de um sinal

1
X (6) = 5 [x(6) + x(~0)]

1
Xo(t) = 5 [x(6) — x(=t)]

2

Ell Y
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parte

parte impar

t
3 . s s . ‘
3 2 E 2 1 2 3
t
3 . ‘ ‘ . .
2t i
1t i
) ‘\_\/\—\;
b i
2l i
3 . s s . ‘
-3 -2 - 0 1 2 3
t
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Propriedades de sinais pares e impares

* Multiplicacdao de sinais:
sinal par x sinal impar = sinal impar
sinal impar x sinal impar = sinal par
sinal par x sinal par = sinal par

« Areade—-aa+a:
. +a +a
— Sinal par: f X, (t)dt = zf x,(t)dt
—-a 0

+a
— Sinal impar: f X, (t)dt = 0
—-a

20/08/2020
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Exercicio

Usando estas definicdes:

1
xe(6) = 5 [x(6) + x(~0)]

1
xo(8) = 5 [¥(6) = 2(~0)]

* mostre que x,(t) é par
* mostre que x,(t) € impar
* mostre que x(t) = x,(t) + x,(t)

20/08/2020
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